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Đây là tuyển tập gôm 2550 bài tập được lựa chọn kĩ lưỡng từ 3100 
đề thị vào đại học và thi tuyến nghiên cứu sinh chuyên ngành vật lý của 
7 trường đại học nổi tiếng ở Mỹ (Đại học California ở Berkeley, Đại học 
Columbia, Đại học Chicago, Viện Cóng nghệ Massachusetts (MIT). Đại 
học Bang New York ở Bufalo, Đại học Princeton, Đại học Wiscosin). 
Trong sô này còn có các đề thì trong Chương trình CUSPEA và các để 
thì do nhà vật Ùÿ đoạt giải Nobel người Mỹ gốc. Trung Quốc C. C Tỉng 
(CC1) soạn đề tuyển chọn sinh viên Trung Quốc đi du học ở Hoa Kỳ. 
Những đê thì này được xuất bản kèm theo lời giải của hơn 70 nhà vật lý 
có 4y tín của Trung Quốc và 20 nhà vật lý nói tiếng kiêm tra, hiệu đính. 
Tát cả các cuốn sách trên đã được tải bản, riêng cuốn THÊ! từ học đã 
được tải bản 6 lần. 


Điểm đáng lưu ý vệ bộ sách này là nó bao quát được mọi vấn để 
của vật lý học, tư cô điền đến hiện đại. Bên cạnh những bài tập đơn giản 
nhằm khắc sâu những khái niệm cơ bản của Vật l học, khóng cân 
những công cụ toán học phức tạp cũng giải được, bộ sách còn có những 
bài tập khó và hay, đòi hỏi phải có kiến thức và tư duy vật Ìÿ sáu săc với 
các phương pháp và kĩ thuật toản học phức tạp hơn mới giải được. Có 
thể nói đây là một tài liệu bỏ sung vó giá cho sách giáo khoa và giáo 
trình đại học ngành vật lý, phục vụ mội phạm vì đổi tượng rất rộng, từ 
các giáo viên vật lý phô thông, giảng viên các trường đại học cho đến 
học sinh các lớp chuyên lý, sinh viên khoa vật lý và sinh viên các lớp tài 
năng của các trường đại học khoa học tự nhiên, đặc biệt là cho những ai 
muốn du học ở MỸ. 


Nhà xuát bản Giáo dục Việt Nam trán trọng giới thiệu bộ sách tới 
đọc gia. 
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LỜI NÓI ĐẦU 


Làm bài tập là một việc tất yếu và quan trọng trong quá trình học 
Vật lý nhăm củng cô lý thuyết đã bọc và trau dôi kĩ năng thực hành. Trong 
cuốn Cơ học có 410 bài tập và lời giải: cơ học Newlon (272 bài), cơ học 
giải tích (84 bài), thuyết tương đối hẹp (54 bài. Hầu hết các bài chọn 
đựa vào cuôn sách này đều phù hợp với chương trình vật lỷ bậc đại học 
và sau đại học của chuyên ngành Cơ học. Ngoài ra, một số kết quả nghiên 
cứu gản đây cũng được đưa vào cuốn sách này, nhằm giúp người học 
không chỉ năm bắt lý thuyết cơ bản mà còn có thê ván dụng kiển thức cơ 
bản mội cách sảng tạo vào việc học tập và nghiên cứu. 
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PHẦN I 


Cơ học Newton 


Cơ học Newton 1 
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1. ĐÔNG HỌC CHẤT ĐIỂM (1001-1108) 


1001 


Một người CÓ trọng lượng, u) đứng trên thang máy cũng CÓ trọng lượng ø. 
Thang máy chạy lên với gia tốc « và ở một thời điểm có vận tốc V. 


(a) Trọng lượng biểu kiên của người đó là bao nhiêu? 
(b) Người trèo bậc thang trên thang máy vận tốc tương đổi là ø so với 
thang máy. Hỏi tốc độ tiêu hao năng lượng (công suất)? 
(WIsconsmm ) 
Lời giải: 


(a) Trọng lượng biểu kiến của người là 


ụ) } 
E—+ 2á mỆ1+ 
g g 


ø là gia tốc trọng trường. 


(b) Tốc độ tiêu tôn năng lượng 


Eúi = ụ t 5) (V +). 


1002 


Tìm điểm trên mặt đất sao cho khi quan sát trạm quy đạo không gian luôn 

luôn ở trên đỉnh đầu? Mô tả quỹ đạo trạm quan sát hoàn hảo nhất có thể? 
(Wisconsin) 
Lời giải: 

Người quan sát phải đứng ở xích đạo. Quy đạo trạm không gian là vòng 
tròn lớn trong mặt phẳng xích đạo có tâm ở tâm trái đất. Bán kính của quỹ 
đạo có thể tính được khi sử dụng chu kì quay là 24 giò ! như sau: Cho bán 
kính quy đạo là #? bán kính quả đắt là Ra. : 


Ta có 
tu2 GÀfm, 


————- ————- 


R — R 


' ôi với tính toán chính xác hơn, ta phải lẫy chu kì quay là 23 giờ 56 phút 4 giây. 


 .— ... .. .... Bái tập & lời giải Cơ học 


. ^ ` Ề ^ ? ^ ` ` * Ầ £ ` 
ơø đây o la tốc độ của trạm không gian, G là hãng số phố biên, zn và A/ tưởng 
ứng là khôi lượng của trạm và trái đât, từ đó 





W 





ta có 


Bỏi vậy 








mà 27n 
Ù 
Bởi vậy 
An^Rˆ^ Hậu 
T2 — ñh 
và 
2m2 ¬ 
=9: 5Ì =1'2&10 Em 
4m2 
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Ở công viên có một trò chơi là một đĩa quay. Một em bé có thể ngôi lên nó 
ở một vị trí có bán kính nào đó (hình 1.1). Khi đĩa bắt đầu quay, em bé có thê 
ngã nêu không đủ lực ma sát. Em bé nặng 50 kg và hệ số ma sát là 0,4. Tốc độ 
góc là 2 rad/s. Tìm bản kính cực đại mà ỏ đồ em bé có thế ngôi mà không bị 
nga? 

(Wisconsrn) 

Lời giải: 

Điều kiện tới hạn em bé có thể ngã là 


m.RU” = từng, 


(d học Newton | SỐ ¬ s — 


VậY 
qg. PØ uU,4 “ U.Ä 


Ác. a2 ~ 0.8m. 


kLJ 


Vì lực Ìy tâm tỉ lệ với bản kinh, nên đó là bán kính cực đại mà cm be không bị 
nga. 


g: 9.8 m/sŸ 


+“— 


(đụ 


Hình 1.1 


1004 
Trên một ròng rọc có treo một vật ở một đầu nặng 9 kg và ở đầu kia vật 
nặng 7 kg (hình 1.2). Xác định gia tốc và lực căng dãy? 
(Wisconstn ) 
Lời giải: 
Bỏ qua momen quản tỉnh của ròng rọc, ta nhận được phương trình chuyển 
động 


TI+T “I1. ^= š 


va 


Hra#£ = P` -mag., 
_- ˆ ` l L5 ` 
Lực căng dây và gia tốc lần lượt lả 


211111L20 


bác Tủ CIỦN 


THỊ Â TT 


và 


(1n - ma}gp — 20 
tị tia  — T6 
I.9281mm/s°. 


4 _ | _ Bài tập & lời giải Cơ học 


đáy: 





m2 Ụ 
Hình 1.2 


1005 
Một viên gach trượt với vận tóc ban đâu là 5 ft⁄s trên mặt phản nghiêng 
có góc nghiêng là 30° với phương nằm ngang. Hệ số ma sát (trượt hay tĩnh) là 
¡ = V 3/12. Sau 0,5 s, hỏn gạch trượt được bao xa kể từ điểm ban đầu? Cho 


ụ=32R/⁄s, 
(Wisconsin } 


Hinh 1.3 


Lời giải: 
Chọn hệ tọa độ Dcscartes như hình vẽ 1.3. Vì  > 0, nên phương trình 
chuyển động của viên gạch là 


rTHƑ — —†fgsin = ưng c0s 9, 


từ đỏ 
9Ø 


T = —0(sinØl † Jcos 8) = so. 


Cơ học Newton = 


Thời gian chuyển động của viên gạch là 


tụ 


lI= TS =5/(5g/8)= 0,25 s 


=a ( 


và độ dịch chuyên của viên gạch là 


X.x» Š 
Tạ —=#akh) + -đät? =—Ét. 
1 Otl 2 8 


Vì  > !¡, + < 0 nên phương trình chuyển động trở thành 
mộ ¬— - trrg sìn Ø + ưng cos 8 


hay 
„S8 
TM 
Độ địch chuyển trong khoảng thời gian từ ?¡ = 0,25 s đến z¿ = 0,5 s là 


SẼ... 80, 1 3 


+ ~  g(sinØ — icos0) = - 


Khoảng cách mà viên gạch dịch chuyển so với điểm ban đầu tại / = 0,5 s là 


Ÿ ;a¡+ Ar=5/8—3/8 = 0,25 ft. 
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Một người nặng 80 kø nhảy từ độ cao 1 m xuống dưới mặt đât mà quên 
gập dầu gôi. Thân người anh ta chỉ chậm dần từ khoảng cách 1 cm. Hãy tính 
lực tổng tác dụng lên chân anh ta trong quá trình chậm dẫn. 

(Wtsconsim ) 
Lời giải: 

Người có cơ năng E¡ = rrø(h + s) ngay trước khi tiếp đất. Công anh ta 
sản ra khi chậm dẫn là E„ — /s, ở đây ƒ là lực tổng tác dụng lên chân. Khi 
Ƒ\ = F2 ta có ` l 

8Ú x 


Ê TƯ, g6malf CC cel00 ]/4= 8060. 
§S 0.01 
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Vật có khối lượng AÄ/ trượt không ma sát trên đường trượt như hình 1.4. 
Phần đường trượt có bán kính cong là H. Vật bắt đầu trượt từ độ cao h. Tại 


6 _ s __ Bài tập & lời giải Cơ học 
một độ cao nảo đỏ, vật bắt đầu trượt ra khỏi đường trượt (không tiếp xúc với 
đường trượt). Hãy chỉ ra, tại đầu trên đường trượt xảy ra hiện tượng đó và độ 
cao h ít nhất bằng bao nhiêu? 

(Wisconsin ) 





Hình 1.4 


Lời giải; 
Trước điểm uẫn của đường trượt .4, phản lực pháp tuyên tác dụng lên vật 
Vià 
. 


AC các _ + rrigsin . 


` ˆ t * - .” L4 
: là vận tốc của vật. Sau điểm uiôn 
Ñ q - ;wuwMm, 


trong đỏ si Ú " hay 0 - 30”. 


Vật röi khỏi đường trượt (không tiếp xúc với đường trượt) khi V < 0. Điều đó 
chỉ xảy ra ở phần thứ hai của đưỡng trượt khi và chỉ khi 


HHỦT — 
“mĩ  ;gxa1n8, 
H 


VI bảo toàn cd năng 
: Ì— s 
muụ|h  (H - Hain)| - ạmu 


Khi đỏ đòi hỏi 
h— R+isin0> — 


Cơ học Newton  —- ` 5Ã 5Ã ÔÔ 


hay 


[sms 
h > lì- ——.-- 
2 


Điểm sớm nhất mà vật rời khỏi đường trượt là tại điểm A ở đó 0 = 30°. Vì vậy 


độ cao h ít nhất phải là 3. 


1008 

Xét sự quay của một hành tỉnh nào đó. Vận tộc tại một điểm trên xích đạo 
của nó là V. Anh hưởng của sự quay làm cho ø ở xích đạo chỉ bắng 1⁄2 ¿ ở 
cực. Vậy vận tốc thoát khỏi hành tỉnh đôi với một vật ở cực phải bằng bao 
nhiều lần V '? 

(Wisconsim ) 

Lời giải: 

Đặt ø và ø' tương ứng là gia tốc trọng trường ở cực và ở xích đạo và xét vật 
có khối lượng z trên bề mặt hành tinh có khỏi lượng A7. Tại cực 





GMFm 

Trì — _Rˆ~ ' 
cho ra 

GM = gR”. 
Tai xích đạo, ta có 

mVˆ  ŒAfm 7g — Tng 
tt m—=s— - TH — TH — ——— = ——. 
R Rề TU TƯAG KT no 


Vì vậy g = 2V”/R. 


Nếu ta xét thê năng trọng trường ở vô cùng tính từ bể mặt hành tỉnh thì 
vật thể sẽ có thê năng 








Lưu ý rằng dâu âm đứng trước trọng lực là tính đên sự hút của nó. Vật có năng 
lượng toàn phân ở cực là 


8 Bài tập & lời giải Gơ học 


_ -— ——-—-——----¬ - —————- --“- —-—-———— -: -————---—-- 


Ẫ . "+ Ø + , 71a ` . » ` À 7 y7 Ầ Là 
Đôi với nó, để thoát khỏi hành tính năng lượng toàn phân cúa nó ít nhât phải 
bảng năne lượng cực tiểu của vật thể ở vô cùng, có nghĩa là bằng 0. Vì vậy vận 
tốc thoát » khỏi hành tỉnh phải sao cho 





1 » GAN1m 
—m: = 
 àu n 
hay 
2G 
UP = ——- - =20gR = 4V? 
lê 
có nghĩa là 
2V. 
1009 


Một vật nhỏ khôi lượng rn nằm ở rìa của một cái đĩa phẳng nằm ngang 
bán kinh #†, hệ số ma sát tĩnh giữa vật và đĩa là ¿:. Đĩa quay xung quanh trực 
của nó với vận tốc góc sao cho vật văng ra khỏi đĩa và rơi xuống đât từ độ cao 
h mét. Tìm quãng đường nằm ngang mà vật di được khi bắt đầu văng ra khỏi 
đĩa cho tới điểm trước khi rơi XuÔng sản, 

(Wisconsm ) 


Lời giải: 
Lực ma sát tĩnh cực đại giữa đĩa và vật là ƒ = rng. Khi vật nhỏ rời khỏi 
đìa, vận tốc ngang ø được cho bởi biểu thức 


nu 





P” Hmg 
Như vậy 

be Vua 
Thời gian cần để vật rơi từ độ cao h 


Vì vậy quảng đường ngang mà vật đí được khi văng ra trước khi bắt đâu rơi 
xuống sàn l: bằng 


U = V2uRRh 


Cơ học Newton € 
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Một hòn bi lãn xuống theo cầu thang theo cách là rơi từng bậc một ở cùng 
một vị trí ở từng bậc và nẩy lên cùng một độ cao (hình 1.5). Chiều cao của 
từng bậc như nhau và cho biết hệ số hỏi phục là e. Hãy tìm vận tốc ngang cần 
thiết và chiêu cao nấy lên (hệ số hỏi phục được định nghĩa là « = —t/0,, Ö 
đầy ¡; và è, tương ứng là vận tốc đứng ngay trước và sau khi nấy). 

(Wtsconsin ) 





Hinh 1.5 


Lời giải: 
Sử dụng vectơ đơn vị ì, j như chỉ ra ở hình 1.5 và vận tốc ngang của viên 
bi là ¿„. Vận tốc ngay trước và sau nẩy tương ứng là 


Vị = mui “ 1z} 


vả 
Vàạ= ru] ¬ tr] ` 


. , si. S"K ˆ `. z _... ' ` ` ` h £ = 
Khi các điều kiện ö môi bước giữ như nhau thì tị, ý và eạ là hăng số. Dịnh 
luật bảo toàn cơ năng 


cho ta 


Như đã dịnh nghĩa c, ta có 
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——— --——-—— ——- ——— ———————————— 


như ö trên cho ta 
J._ 20gữ 


l 1—pẺ` 


Thỏi gian đỏi hỏi cho mỗi bước nấy là 





+" 


tử đó „gẻc1  cog 
' gỉ _NH§U, E 
be — tr  (l~cìu "Y3Si‡+e 
đó chính là vận tốc ngang cần thiết. Chiều cao nấy /7 được cho bởi biểu thức 
biễn đồi cơ năng 


2 








trìt 
ƒ 
= nìqH, 
2 - 
VỊ vậy, 
H kể: c^ 2qai r^ỉ 
8u 3g1--e2 1 -c 


1011 
Giả thiết bể mát không ma sát và bỏ qua quản tính của con lăn và dây 
(hình 1.6). Hãy tìm lực ngang cần thiệt để ngăn êản bắt ki chuyển động tương 
đỗi nảo của r4, rn¿ và A1. 
(Wisconsin ) 





Hinh 1.6 


Lời giải: 

Lực ƒ\, # và mự được chỉ ra ở hình 1.7. Gia tốc của rmạ.?z¿ và Aƒ là như 
nhau khi chúng không chuyển động tương đổi với nhau. Phương trình chuyển 
động dọc theo trục r là 

(Äƒ +7rm\q † rn¿)#‡ = F', 


mị? = jh 


Cơ học Newton : lui 


Khi không có chuyển động tương đồi của rn; dọc theo trục ụ thì 
]h = Tnzd. 
Kết hợp các phương trình lại với nhau, ta nhận được 


m- rnạ( MỸ + mm + rna)q 
= ¬ 





Hinh 1.7 
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Mặt trời cách tâm của ngân hà khoảng 25.000 năm ánh sáng và chuyển 
động gắn như tròn với chu kì là 170.000.000 năm. Trái đất cách mặt trời 8 
phút ánh sáng. Từ các số liêu đó, hãy tìm khối lượng hắp dẫn gần đúng của 
ngân hà theo đơn vị khôi lượng mặt trời. Ta thừa nhận rằng trọng lực trên mặt 
trời có thể tính gần đúng bằng việc thừa nhận toàn bộ khôi lượng của ngân hà 
tập trung ở tâm của nó, 

(Wisconsin ) 


Lời giải: 


Chuyển đông của trái đất xung quanh mặt trời 





mu? Œmn Trty 


r tr 
` » h ` # + ®& L^ - Ằ. ` ˆ £ F.. # « K ` 
r là khoang cách tư trải đât đến mặt trời, u là vận tốc của trái đât, rr Và ?nị 
, ` 4 " z^ L4 ` “ `. 
tương ứng là khôi lượng của trái đất và mặt trời. 
Chuyển động của mặt trời quanh tâm ngân hà là 


mạVŠ — GmjM 
HR B  "R: OỌ 





28T&L0 CƠ HỌC 
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N kì ; ` » `. ˆ ˆ ` ` ^ Ầ 5 + Â ` 
R là khoảng cách từ mặt trời đến tâm ngân hà, V là vận tộc của mặt trơi và 
AM là khôi lượng của ngân hà. 

Vậy 





Sử dụng biểu thức V = 2zxR/T, u = 2nr/t, T' và † tương ứng là chu kì quay 
của mặt trời và trái đất, ta có 


RV3 Z2 
Nho | 
Với các số liệu đã cho ta nhận được 


ẤM = 1,53 x 10m, , 
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Một vận động viên Olempic, khối lượng zn, nhảy cầu từ độ cao 10 m với 
vận tốc ban dầu bằng không. 

(a) Tính vận tốc Vạ khi chạm vào mặt nước và thời gian từ lúc nhảy đến 
khi chạm mặt nước. 

Giả thiết rằng lực nổi của nước cân bằng với trọng lực tác dụng lên người 
nhảy và lực nhớt tác dụng lên người nháy là böỶ. 

(b) Xác lập phương trình chuyển động thẳng đứng trong nước của người 
nhảy. Tìm vận tốc V như là hàm của độ sâu z dưới nước và đặt điều kiện biên 
là V = Vp Ở T? =Ö 

(c) Nếu b/rn = 0.4 m~}, tính độ sâu ở đó V = Wa/10. 

(d) Tìm độ sâu (chiều thẳng đứng) z(‡) của người nhảy ở dưới nước theo 
thời gian ở dưới nước. 

(Wisconsin ) 
Lời giải: 

(a) 

W@/2ms=x/2s20 8x i0ai8: 


Thời gian từ lúc nhảy đến khi chạm mặt nước là 


 . 
g 9.8 


Cơ học Newton — - AM... 


-—-.—- ----— —-- --— -—--——————_ ——~+-—. 


(b) Khi trọng lượng của người nhảy cân bằng với lực nổi thì phương trrình 
chuyển động của người nhảy trong nước là 


mã: = —b‡^, 
hay, sử dụng 7ï — ?d#/dz, 

t7 b 

` 

+ ì 


(e) Khi ƒ = Va/10, thì 


mì Ìn 10 
` —— —.— ] TT — -—- R h 
3 ] lìị 0 04 5. /D T 


(d) Khi dư /dt - Vạc hột, 
b 
cm “đại —= Vpdt. 


Tích phân, với z = 0 tại / = 0, ta nhận được 


~(em — 1) = Vật 
b 
hay 
‡ 
3= dịp Ìn Ạ + bom) : 
b m 
1014 


Sức cản của không khí va ma sát tác dụng lên người đi xe đạp một lực 
F = aV, V là vận tốc của người và ø = 4 niutơn-s/m. Với cô gắng cực đại, 
người đi xe đạp có thể sản ra một công là 600 W. Hãy tỉnh tốc độ cực đại trên 
mặt đât không có gió. 

(Wisconsin ) 

Lời giải: 

Khi đạt được tốc độ cực đại, lực đạp cân bằng với sức cản. Cho Ƒ là lực 
đạp, khi đó 

"'”=aV và #V =Õõ00W. 
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Khử Ƒ, ta có cu 
v?=— - 150m?/s 
q 


và tốc độ cực đại trên mặt đât không gió là 


ư v Lñ0 = l2. 2 mự/s. 
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Một con lắc cỏ khôi lượng zr‹ và chiều dài / chuyển động từ trạng thái nghỉ 
nằm ngang. Một cái đỉnh được đóng ở vị trí phía dưới chỗt một khoảng cách 
đ, làm cho quả nặng zø: chuyển động theo đường đứt nét. Hãy tìm khoảng 
cách ở theo ¿ sao cho quả nặng sẽ chuyển động một vòng tròn như chỉ ra trên 
hinh 1.8. 

(WLscorsin ) 


Hinh 1.8 
Lời giải: 

Xem quả nặng mm như một chât điểm. Ở thời điểm con lắc chạm vướng vảo 
đỉnh, m có vận tốc u — v/2gÏ. Xung lượng góc của quả nặng ứng với điểm ở 
đó có định được bảo toàn trong suốt quá trình va chạm. Sau đó vận tốc quả 
nặng vẫn là œ ở khoảng cách sau khi va chạm và chuyển động của quả nặng là 
xung quanh đinh. Dưới những điều kiện tới hạn, quả nắng phải chuyển động 
một vòng hoàn chỉnh quanh đinh, trọng lực bằng lực hướng tâm khi quả nặng 
ö trên đỉnh vòng tròn. Gọi vận tốc của quả nặng ở khoảng cách đó là z¡, ta có 

TUỆ Sửn 
EM. 
hay 
9ị = (- dịu. 
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Phương trinh năng lượng se là 
mu? m1? 
To. a(Ì — 
2 5 + 2mg[L — đị , 
hay 
2g! = (1 — dìa ‡ 4(l — đ)g 


Khoảng cách cực tiêu là 
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Quả nặng khối lượng ›n chuyển động tròn trên mặt phẳng "mềm" nằm 
ngang với vận tóc sọ với bản kính ?#¿. Quả nặng được gắn với một đoạn dây 
luỗn qua một lỗ "nhẫn" trong mặt phẳng như được chỉ ra ở hình 1.9 ("nhẵn" 
có nghĩa là không ma sát). 

(a) Tìm lực căng dảy? 

(b) Tìm xung lượng soc của rn? 

(c) Tìm đồng năng của r2? 

(d) Lực cã¡np dãy răng đều và cuỗi củng quả nặng rn: chuyển động theo 
vòng tròn bản kinh !?¿ “2. Tìm giá trị cuối cùng của động năng? 

(e) Giải thích một điều quan trọng là tại sao dây bị kéo từ từ? 

(Wisconsin ) 





Hình 1.9 


Lời giải: 
(a4) Lực căng dây phải đảm bảo lực hướng tâm đủ lớn để có chuyển động 
tròn, vì vậy #'= mua “hạ. 
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(b) Xung lượng góc của quả nặng rr: là ,J = rmug đa, 

(c) Động năng của n là 7'— mu2/2. 

(d) Bán kinh chuyển động tròn của quả nặng r giảm khi lực căng dây 
giảm dẫn. Xung lượng góc của quả nặng m bảo toàn vì nó chuyển động dưới 
tac dụng của lực hưởng tâm. Như vậy 


mtụ lạ = truy (7) 
È 
hay 


tì = 2U. 
¬ . Ầ- ` ` 
Động nãng cuôi củng là 
muỹ — mm(2oo)? 


T9 eẹ b ia¬ 
: 2 2 


— 2n. 





(e) Lý do làm cho dây hị kéo dân dẳn là vận tốc hướng tâm của quả nặng 
cần ,phải giữ. đủ nhỏ saO cho vận tốc của quả nặng được xem như vận tộc tiếp 
tuyên. Vận tốc tiếp tuyến như là hàm của # có thể tính toán được từ sự bảo 
toàn xung lượng góc. 
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Một ô tô 5000 lb đang chạy ở 60 mph (dặm/giờ) trên đường thì đột nhiên 
cân só được đưa về số 0 (xe chạy theo quán tính). Tốc độ giảm theo biểu thức 
sau 


_ 1+(ái) 
t là thời gian tính bằng giây. Hãy tìm công suất cẩn để lái xe chạy ở 30 mph 
trên cùng dường đó. 
Sử dụng các hằng số g - 22 mph⁄s, 1 H.P (sức ngựa) — 550 ft.]b/s, 60 mph = 
88 ft⁄s. 


(Wisconsin } 
Lời giải: 
Cho 1⁄¿ = 60 mph, khi đó 
R : 
g0 “ĐT Í 
Vì thê 
4V _ —V3 
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và lực cản tác dụng lên xe là #' = rzVŠ/(60Vp), rm là khối lượng xe. Lực dẩy 
phải bằng lực cản #” ở tốc độ V“ - 30 mph để giữ tóc độ trên cùng con đường. 
Công suắt cần thiệt là 











2 mph”.lb. 
Pì =Ƒty' << ”`"—_ - 9200 
60 S 

hZ.]b 37! 

_ 37500 mph”.lb wt - J7500 mphiÏbwt 
q S 22 
_ 37500 88 ft.Ìb wt 
— 99 60 s 
ft.]b 

~ 2800 —. ˆ —4.5HP 


Lưu ý pao trọng lượng (lb wt) là đơn vị lực và 1 Ib wt = gø ft.]b/s?. Công suất 
tính bằng sức ngựa được xác định bằng 550 ft.|b wt/s. 
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Một em bé cỏ khôi lượng r+ ngồi trong cái xích đu khỏi lượng bỏ qua được 
treo bằng một sợi dây chiều dài !. Giả thiết kích thước em bé bỏ qua so với 
chiêu đài !. Bỏ em bé kéo em bé dễn khi sợi dây tạo với phương thẳng đứng 
một góc 1 rađian. Sau đó đẩy với lực  = mg đọc theo cung tròn cho tới khi 
sối dây thẳng đứng và ngừng đu. Xác định thời gian mà bỗ em bẻ đã đẩy cái 
đu? Giả thiết có thể viết gần đúng sin Ø + Ø với 8 < 1. 

(Wisconsrn ) 





Hình 1.10 
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Lời giải: 
Theo hình 1.10, phương trình chuyển động của em bẻ là 
mÌÐ = —rng — mngsin Ô , 
hay 
ỗ + (Ÿ) sin 8 = _ (0 >0). 
Với 2 = g/l, sin 0 ~ 0, biểu thức trên trỏ thành 


0 +20 — —ư2. 


Nghiệm của phương trình là Ø = 4 cos(#) + sin(u¿) — 1, ở đây hằng số 4A và 
B được tìm từ điều kiện ban đâu ớ = 1, 8 =0 ở = 0là A = 2, 8 =0. Vì vậy 


0 = 2cos(u‡) — 1. 


Khi Ø0 =0, 
COS(uÝ1 ) = 5) 
cho 
(UỦ\ ã 
X) 
nghĩa là 


m1 jÌ 
3 3Ụg- 


Đó là quãng thời gian mà bố em bé đẩy cái đu. 
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Một hạt khôi lượng m chịu hai lực: lực hướng tâm f¡ và lực ma sắt f;, với 


TY 
f = =ÍTh 
: 
f› = —ÀVv (À > 0) % 
ở đây v là vận tốc hạt. Nếu ban đầu hạt có xung lượng góc Jọ ở r = 0, hãy tìm 


xung lượng góc theo thời gian. 
(Wisconsm ) 


Cơ học Newton 19 
Lời giải: 
Viết ra phương trình chuyển động của hạt theo toạ độ cực 


m(? - r8”) = ƒ(r) — À†, 
rn(2?9 + r8) = —ArÕ, 


hay 
1 d(mr?8 
TUU È) = ~Àr0. 
rẻ dị 
Dặt J = rn726, ta viết biểu thức cuỗi cùng như sau 
dđJ  —ÀJ 
dị ` 


Tích phân và sử dụng xung lượng góc ban đầu J o, ta nhận được 


À 
j = đẹcT =Ÿ : 
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(a) Một vật thể cầu quay với vận tốc góc ¿. Nêu lực ngăn cản sự rã văng ly 
tâm của vật thể là trọng lực thì mật độ cực tiểu vật thể phải bằng bao nhiêu? 
Sử dụng số liệu đó đánh giá mật độ của punxa Con Cua, nó quay 30 lần trong 
một giây (đó là tàn dư của sao siêu mới năm 1054 sau công nguyên, nó đã 
được quan sát rất kĩ ở Trung Quốc!) 


(b) Nếu khối lượng của punxa cö khỏi lượng 1 mặt trời (¬- 2 x 1079 kg hay 
~ 3 x 105.2: aáị )› hãy tính bán kính cực đại của punxa. 

(c) Thực tê mật độ gân với mật độ vật chất hạt nhân. Vậy bán kính punxa 
là bao nhiêu? 

(CUSPEA ) 

LƠi giải: 

(a) Xét trường hợp giới hạn punxa Con Cua gần phân rã. Khi đó lực hướng 
tâm tác dụng lên vật thử năm ỏ xích đạo của punxa Con Cua nhỏ hơn trọng 
lực 





nu? › _ Gm.Àƒ 
THỊ hy ý 
hay 
M s4” 
jmc 
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m và Äƒ lần lượt là khối lượng vật thử và của punxa Con Cua, ?‡ là bán kính 
punXa, 0 là tốc độ vật thử, Œ là hằng sô hấp dẫn. Từ đó ta tính được mật độ 
cực tiểu của pưnxa là 

M - 3/2 - 3(2n x30)2 


. h 14 3 
s ìxR3 ˆ {7C T 4amx6.7x10-1 hi ĐỘ: TRE HPEvH 


(b) Vì TP > Øtmmnina 


: 30 3 
z<{ c ) =(zsiam, =I,5x10"m = 150 km . 
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(c) Mật độ hạt nhân được cho bởỏi biểu thức sau 


mẹ là khôi lượng proton và gần đúng bằng khối lượng mạ; của nguyên tử 
hydro, nó được tính như sau 


2x103 


=. ~2ï 
2x6,02x108 =U7x18” ke. 


Với 
Re ~ 1,5 x 10m 


ta nhận được 
Phạt nhân 1,2 x 10” kg/m Ÿ 


Ø = Phạt nhân, Dunxa sẽ có bán kính là 


_ 6 x 1039 ì k 
“(raxnm) TH ĐẠI 6 
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Hai vòng không trọng lượng trượt trên một dây tròn, nhẫn, trơn mà trục 
nằm trong mặt phẳng năm ngang. Một đây trơn xỏ qua các vòng và mang các 
vật nặng ở hai đầu và ở điểm giữa các vòng. Nếu có cân bằng khi các vòng ở 
điểm 30° cách điểm cao nhất của đường tròn như được chỉ ra ở hình 1.11, hãy 
tìm quan hệ giưa ba trọng vật đó. 
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Hình 1.11 


(ÚC, Berkeley ) 
Lời giải: 

Giả thiết dây không trọng lượng. Khi không có ma sát, lực căng 7' tác dụng 
lên các phân dây .1C và .4Ƒ của đầy là như nhau. Để vòng 1 nằm yên trong 
vòng nhắn, hợp lực tác dụng lên nó phải dọc theo 4Ó, Ö là tâm của vòng kín, 
mặt khác sẽ có thảnh phản tiếp tuyển với vòng. Vì thế 

Z@AE - CO AÁG:= 2 AOfW = SÙ c 


Với phần 1) và I?È cùng lý luận như thể. Do dỗi xứng, điểm £, ở đó dây 
mang trọng vật thứ ba phải nằm trên bán kính 7Ó, #7 là điểm cao nhất của 
vòng, và lực tác dụng lên phân //2 và 3E cũng là 7. 

Xét điểm ¿#, Một trong ba lực tác dụng lên nó, ỏ trạng thái cân bằng, tạo 
góc 1207 với hực bên cạnh. Vì hai lực có giá trị là T, lực thứ ba cung là 7', Vì 
vậy ba trọng vật mà dây mang là bằng nhau. 
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Hãy tính tỉ số mật độ của trái đắt và mặt trời từ các số liệu gần đúng sau: 
8 = đường kính góc của mặt trời khi quan sát từ trái đất = 3o 
I = chiều dài của vĩ độ 1° trên bẻ mặt trải đất = 100 km, 
t = một năm = 3 x 107 s. 
g = lŨms ˆ. 

(UC, Berkeley ) 

Lời giải: 


Dặt r là khoảng cách giữa mặt trời và trái đất, N„ và A7, lần lượt là khôi 
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lượng và và ñR; là bán kính của trái đất và mặt trời, Œ là hằng số hấp dẫn. 
Khi đó ta có 





GM-M: — uy. ; 
Tr 
2h. 1 2m 7 
"r - 2360 360 2d : 
có nghĩa là 
_ T20R, 
4 Tï 
Từ trên ta có 
GM, : 


(720R,/x3 ` ” ` 


GM, _ (720\`( 2? ) 
R \ 7 3x107/ - 


Với trọng vật rn trên mặt đât 


hay 








Gm.M, 
_n _— Q ` 
cho ta 
GŒM,  g - 9 — g7 
R _ (#%*) — 18x103 ˆ 
Vì thể 








0e gm  (720\ `(_ 2m " 
0c 18x103Á z 3x 107 Hư 
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Một người nhảy dù từ độ cao 3000 m. Trước khi mở dù tốc độ đạt 30 m/s. 

(a) Giả thiết lực cản của không khi tỉ lệ với tốc độ, hỏi bao lâu thì người 
đó đạt được tốc độ đó? 

(b) Quãng đường trên không là bao nhiêu để đạt được tộc độ đó? 
Sau khi mở đù, tốc độ của người đó giảm đến 3 m/s. Khi chạm đất người đó 
cong dầu gỗi để giảm sóc. 

(c) Mắt bao nhiêu thời gian để người đó có thể gập đầu gôi lại nhằm làm 
giảm gia tốc xuống còn 10ø? Giả thiết rằng đầu gối người đó giỗng như một 
lò xo với lực kháng tỉ lệ với độ dịch chuyển. 
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(d) Giả thiết trở lực của không khí tỉ lệ với tốc độ có lý hay không? Chứng 
minh rằng điều đó có hay không trong trường hợp sử dụng các chứng cứ định 
tính? 

(UC, Berkeley ) 
Lời giải: 

(a) Chọn hướng nhảy xuống là hướng dương theo trục z. Tích phân 

phương trình vi phân của chuyển động 


du 
——=g—ŒU, 


dt 


ỏ đây œ là hằng số, ta nhận được 
U = cải —e 2), 
CŒt 


`. ˆ 3< ` k ` À z. . š „ , ⁄ LÀ . 
LỜI giải này chị ra răng + gân với giá trị cực đại của nó, số hạng g/œ, khi 
| ¬ œ2. 


(b) Tích phân biểu thức trên ta có 





Như vậy z — œ khi ‡ ¬ œ. Điều đó có nghĩa rằng khi người nhảy dù đạt đến 
tộc độ giới hạn thì người đó đã vượt qua một khoảng cách vô hạn. 
(c) Khi tốc độ chỉ là 3 m⁄⁄s, thì ta có thể bỏ qua trở lực của không khí sau 

khi người đó tiếp đất với tốc độ này. Biên đổi cơ năng cho ta biểu thức sau 

kệ? mu? 

LG cà g4 
ở đây £ là khoảng cách của đầu gôi gập xuông và o là tốc độ khí tiếp đất, xem 
đầu gỗi như một lò xo có hằng số k. Lẫy gia tốc là —10g như là cực đại cho 
phép, ta có 

mg — kỹ = —1lŨmg. 
nghĩa là 

£ = llmg/k. 

Phương trình năng lượng khí đó có thể viết 
2 32 


=— ——=0.102m., 
TT TĐATE Tu náo 
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(d) Ta thây rằng nếu trỏ lực không khí tỉ lệ với vận tốc thì thời gian đạt 
đến giá trị vận tộc tới hạn là oc và khoảng cách dịch chuyển được cũng là so. 
Tuy nhiên, khoảng cách đã vượt qua thực tê không quá 3000 m và thời gian 
rơi là có hạn trước khi người nhảy dù đạt đến tốc độ 30 m/s. Vì thế, việc thừa 
nhận trở lực không khí tỉ lệ với vận tốc là không có lý. 
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Một vệ tỉnh trên quỹ đạo tĩnh ở một điểm phía trên xích đạo phải truyền 
năng lượng về trạm mặt đât bảng chùm vi sóng kêt hợp có bước sóng mét từ 
một cải gương 1 km. 

(a) Quỹ đạo tĩnh như thê phải ở độ cao bao nhiêu? 

(b) Thử đánh giá kích thước cần thiết của trạm tiệp nhận ở mặt đất? 

(Columbia ) 
Lời giai: 

(a) Vận tốc góc œ của vệ tính đồng bộ là bằng vận tốc góc tự quay của trải 

đắt và cho bởi công thức 
GA1m 
m(R. + h)ˆ° = ————. 
) (R + hì? 

Từ đó độ cao của quỹ đạo tĩnh là 

1 
GXí 3 
im <) —R=3.59 x 10 km, 


trong đó G = 6,67x10~!! Nm”kg~?, Mƒ = 5,98x 102! kg, R = 6,37x 10 km, 


(b) Vì có hiện tượng nhiễu xạ nên kích thước tuyên tính của trạm tiệp nhận 


là khoảng 
Ah 3,5 4 
¬ ( TT) = 3,59 x10'm.. 
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Một mặt phẳng nghiêng khối lượng Äƒ nằm trên mặt sàn nhám có hệ số 
ma sát tĩnh /. Một vật khôi lượng rmị được treo bởi một sợi dây vắt qua một 
ròng rọc nhãn ở đầu phía trên mặt phẳng nghiêng và nói với vật khôi lượng 
mạ trên mặt phẳng nghiêng, nó có thể trượt không ma sát trên mặt phẳng 
nghiêng. Mặt phẳng nghiêng tạo với mặt nằm ngang một góc 0. 
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(a) Tìm gia tóc của ¡, zr¿ và lực căng dây khi ¿¡ rất lớn. 
(b) Tìm hệ sỏ ma sát nhỏ nhất để mặt phẳng nghiêng còn đứng yên. 
(Columhia } 


Lời giải: 
(a) Khi „ đủ lớn mặt phẳng nghiêng còn đứng yên. Phương trinh chuyển 
đồng của rrịị và r¡¿ là (xem hình 1.12) 
1"ỊQ — Ì ` = miytt. 


T —rnaw»intf — rmạa. 


` mật phẳng nhân 
Z 





mật sản nharm 


Hình 1,12 Hình 1.13 
Ta có 
(? — mạ su Ø)g 


g= 
Trị tr 


T= Trryrn¿(T1 + sin 0)g 
s— T1 + TTI¿ 


(b) Mặt phẳng nghiêng chịu lực thăng đứng và nằm ngang (xem hình 1.13) 
với 
ƒ_—- Tcos— Xisint'. 
NMN= Nicos0 + Äfg+ 7(1 +sinổØ)., 
Mì — mạgcos 0. 
Để mặt phẳng nghiêng đứng yên, ta phải có 
ƒ <uN. 


Hệ số ma sắt nhỏ nhất để mặt phẳng nghiêng còn đứng yên là 
man — N 


mạ (0s (1n — rn¿ sin8) 
ÄT(rmi + mạ) + rrrna( 1 + sim Øð)2 + (mị + rna)ma cos2 8 ` 


26 ` Bài tập & lỡi giải Cơ học 
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Mật hạt khôi lượng ;a được chuyển động trên bể mặt bên trong không ma 
sát của một cải nón có bán góc œ, như hình 1.14. 
(a) Hãy tìm những rằng buộc trên các điều kiện ban đâu sao cho hạt 
chuyển động vòng tròn xung quanh trục thẳng đứng. 
(b) Hãy xác định quỹ đạo nào lả bên vững? 
(Prirceton ) 


mỹ 





Hình 1.14 Hình 1.15 
Lời giải: 
(a) Trong toa độ câu (r, 9, 2), phương trình chuyển động của hạt là 


m(† — r2 - rộ”sin° 0) = Eò, (1) 
. mí(rf + 328 — rẻ? sinØ cos 0) = Fp. 
(v2 sẵn Ø + 27vð sin 8 + 2rỦ¿>cos 0) — PỔ | 


Khi hạt bắt buộc phải chuyển động trên mặt trong của nón, 
 = cunstant = œ. 
Khi 0 _ Ú, 1> — -rngcosi, và phương trình (1) trở thành 
trí — bộ? si”? œ) = —mg cos œ , (2) 


ở đầy ¿ là khoảng cách từ chóp nón Ở (xem hình 1.15). Để chuyển động tròn 
xung quanh trục thẳng đứng Í = Ï = Ú. Với ! = lạ, phương trình (2) trỏ thành 


lnwb sẵn œ = 0c05 œ. (3) 
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Về phai của phương trình (3) lả hằng số do đó ¿ — constant = ¿u. Hạt có vân 
LỐC 0p tiếp tuyên với quỷ dạo được cho bởi uạ = lo¿a sìn ø. Phương trình (3) 
khi đó la 


UỖ — tn C08 Œ, 
đỏ là điều kiện ban đầu öøạ và íạ cần phải thoả mãn. 
(b) Giá thiết có nhiễu loạn nhỏ tác dung lên hạt, chẳng hạn !¿ trở thành 
lạ + ẤI, 3u trở thành ¿y + A2. Phương trình (2) bây giờ là 
“ta t.êj) v] -- 
SH — (lạ ~ À)(¿o +† A#}“sI œ — —gc0s0, 
c2 
hay 
Ô — 2l SuÁ2sin @ — Al 3T sin“œ — Íav2“SIHœ% g@60sŒ, 
đ đây AI là viết tất đôi với /2(AI)/df2, bỏ qua sỐ hạng bậc cao hơn bậc một 
của đại lượng ^/ và A.+. Khi về phải của biểu thức này bỏ qua khi tính phương 
trinh (3) ta có | 
AI - 9lndsld¿si ®œ — Alð2 sin” ø =Œ. (4) 
Không có lực tiếp tuyên với quỹ đạo tác dụng lên hạt, do đỏ không có momen 
xoan theo trục thăng đứng và xung lượng góc của hạt xung quanh trục là hãng 
SỐ 
nu: SỈ từ = mỉ ¿sin” (đœ — COnStanL — &. 
hay 
k: | 
SE, —. cố, 4 (5) 
S111” fY 
Khi thay ! = lụ + AI, v2 = du + Ấ¿ vào phương trình (5) và bỏ qua số hạng 
bậc hai hay cao hơn, ta có 
luẤ¿ + 2Alj¿ =U. (6) 
Khử A - khỏi các phương trình (4) và (6), ta nhận được 
AI 1 138 32sin œ)t =0. 


Khi thừa số trong ngoặc là thực và dương thì đó là phương trình của "đao động 
tử điều hòa đơn giản" và vi vậy quỹ đạo là bên. 
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® . _ “ ^ . ` , “ch. ^ˆ 
Ba chât điểm có khối lượng ?rnị,rm¿ và mmịy tương tác với nhau thông qua 
trong lực. 


3BTẠI 6 D2 HỌC 
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(a) Hãy việt phương trình chuyển động. 

(b) Hệ có thể quay trong mặt phẳng của nó với các khoảng cách bằng nhau 
và không đổi của các Cặp khối lượng. Hãy xác định tản số góc của chuyển động 
quay khi các chất điểm cách xa nhau một khoảng cách là d. 


(€) VỚI mm; 3 ray và mạ 3> mị, hãy xác định điều kiện bên của chuyển 
động của mm; xung quanh vị trí dừng. Chỉ xet chuyên động trong mặt phãng 
quy đạo. 

(MIT ) 
LƠi giải: 

Lấy tâm khỏi của hệ là Œ làm góc toạ độ và đặt các vectơ vị trí của 

HHỊ, T72, 11+ tƯOng ng là F\.,F2; 74 như chỉ ra ở hinh 1.16. Ghi nhận: 


Tạ; = Tì¡ — Fj (ï.J = 1;2,đ). 


Hinh 1.16 


(a) Chuyển động của hạt thứ ¡ được cho bởi 





6 G†rt.1HL; 
mvf: = ~ ` rẻ T;, ' 


lửi — 


hay 


p——ến nụ — (ễ— 1.9.3). (1) 


1i Tử 





Chú ý rằng dẫu âm chỉ ra lực là lực hút. 
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(b) Với điều kiện đã cho 7,; = đ, biểu thức (1) được viết lại như sau 
3 


: €Œ «¬ 
F=n S mu{) — W;) 


JZ1 
G 3 3 
7 
= E) — ; m;Tị¡ t 3 mụr; 
J#t J#tI 
G 
b bi 
__Ớ 
Xn —nỀ  m, + mm 
2=l 
GM 
=. 


ö đây M = mị + mạ + mạ. Chú ý rằng việc chọn khôi tâm như là gốc tọa độ 
làm cho ?mn¡r; bị khử bỏ. Như vậy lực tác dụng lên các chất điểm hướng về 
tầm khối của hệ và là lực điều hòa. Với đ là hằng số, hệ TỐ quanh Œ với tần 
SỐ góc 
GM 
d3 

(c) Với nạ < mị Và tạ <&< rny, phương trình chuyển động của 7nị và mạ 

có thể được việt như sau 


Œ(mm + rna) 


si NGG:. rn ' 
Gứm\ + rna : 
Sai ‡?= 1,2. 
T12 


Với khoảng cách giữa mạ và zn; không đổi, hệ HUẬY: quanh khôi tâm với tẳn số 
góc không đổi 


G(m\ + Tra) 


3 
T12 


‡Ù — 


L) ^ ^ #% š ` ..ˆ^ ° ˆ * à Ầ , ` ` - 
Sử dụng hệ toạ độ quay với góc là khối tâm của hệ và tần số góc là ¿ và đặt 

, 4 ˆ .. ˆ Ầ ^ _` , , ^ ki 
các đại lượng ?.? quy chiều về hệ tọa độ quay đó. Xét chuyển động của hạt 
ma trong hệ phòng thí nghiệm, ta có 

: y Grnarn rnaTrv¿ : 
TH(T$ — U“F3) — — ——ÿ T41 — ——g—F32 — Jmạœ X ẺA, 
Tận 32 
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hay 
: €GTn\ Gn› 
[N == “te H3Ị “1 Tạ) 2©” Tạ — 2 X ra. 
n1 Ta¬a 


Nêu z3 tĩnh thì, a -- ra = 0 và biểu thức trên thành 





Œœm Œma 
s (rịT— rạ) + —E— (Tạ — ra) + sÊra = Ú, 
Tần rậo 


+ ` .A r ^ ` 
VỚI mì, rrạ 3S na, Ðˆ rnjr; —= 0 cho ta rnịr)  —mar¿ và biểu thức trên thành 


Trì\ Tn2 TY TT11 

-GÍ — + |ra+GÍ TC Ta |ri+u ra =0. 

r3 r3 rủ "mm 
Tàn £> đÌ 32 


Quan hệ này chi ra răng rạ song song với rị và như vậy ví trí tĩnh của rạ năm 
trên đường nói m và rmạ. Tại vị trí này, lực hút của rm+ và rn; cân bằng. 


Bây giờ ta xét sự dịch chuyển nhỏ đặt vào rnạ tại vị trí tĩnh này, Nếu sự 
dịch chuyển đọc theo đường nỗi mạ và mạ, ta nói nó hướng về mm, thì sự hút 
bởi ri được tầng cường và sự hút bởi mm; bị giảm di. Khi đó mạ sẽ liên tục 
chuyển tới rnụ và sự cân bằng bị phá võ. Mặt khác, nêu sự dịch chuyển vuÔng 
góc với đường nỗi mạ và rnạ, cả hai lực hút bởi rnị và mạ sẽ có thành phần 
hướng tởi vị trí tĩnh và sẽ giữ cho mnạ trỏ về vị trí này. Như vậy hệ cân bằng. Vì 
vậy sự cân bằng là bên vững trước nhiễu loạn ngang nhưng không bền trước 
nhiễu loạn đọc. 
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Một quả câu nhãn nằm trên mặt phẳng ngang. Một chất điểm trượt không 
ma sát từ trên quả cầu xuống bắt đầu từ đỉnh. Đặt ï là bán kính cầu. Hãy mô 
tả quãng đường nó trượt tới mặt phẳng ngang (hình 1.17). 

(Chicago ) 





Hình 1,17 
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Lời giải: 
Như chỉ ra trên hình 1.17 định luật bảo toàn năng lượng cho 


b4 
;inU” = moR(] ~ cos8). 


Lực xuyên tâm tác dụng lên hạt khi trượt trên quả cầu là 


2 
nu 

F =rngcos 8 — ——— . 
Ti 


' xã ^ ` sA , y. ” À _ ` `. Lê kì „` 
Khi ' = 0, hạt không còn tiếp xúc với qua câu nữa và hạt rời khỏi quả câu. 
4 éXy g. 2 ⁄ y 
Tại thời điểm đó ta có 


= gCOS8, 


=pÌ|M- 


uˆ = 2gR(1 — cos 8), 
và cho ta 


2 
cos Ở = q hay 9 = 48, 2°, 


S 


Hạt rồi khởi quả cầu với vận tốc » = +/⁄2gR/3 tại góc 0 = 48,2°. Sau khi rời 
quả câu, hạt rơi xuÔng theo quỹ đạo parabon cho tới khi chạm mặt phăng nắm 
ngang. 
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Diện tích điểm trong trường đơn cực từ. 
Phương trình chuyển động của điện tích điểm.e, khôi lượng rn, trong 
trường đơn cực cường độ ø tại gốc là 
TXT 
rŠ 





7mT — —ge 


Đơn cực có thể xem như nặng vô cùng. 
(a) Chứng minh rằng động năng 7' = rm?2/2 là hằng số của chuyển động. 


(b) Chứng minh rằng J = L + egr/+ cũng là hằng sô của chuyển động, ở 
đầy L — rnr x f. 
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(c) Sử dụng phân (b) để chứng minh rằng điện tích điểm chuyển động 
trên bể mặt hình nón tròn thẳng góc mở £ cho bởi 
cơ 
COSÉ = ——— 


JỊ. 
với J như là trục đôi xứng (xem hình 1.18) [Gợi ý: Xét r - J.] 





Hình 1.18 


Dịnh nghĩa biến số mới R bởi 


[ ¿ : 
Jx(rxJ)= 


sìn £ sIm 


— lr—3Œ -)J, 
Ỏ đây J = J/JJ|. R năm trong mặt vuông góc với J, nhưng với |R| = R = lrị 
để R có thể nhận được bằng cách quay r như chỉ ra trên hình vẽ. Ta có thể sử 
dụng biểu thức mR,x R = J. 

(d) Tìm phương trình chuyển động của R. 

(e) Giải phương trình chuyển động phân (đ) bằng cách tìm thế hiệu dụng 
V„r(R), và mô tả tắt cả khả năng chuyển động có thể của R. 








(MIT) 
Lời giải: 


(4) = — ' (smz) =7mr‹r =efF: (5) =0. 


Vì thê 7 là hằng số của chuyển động 





. đ 
(b) J=T (m xi+^=) 
dt T 
= mr xF+m£ x‡+  +ÍT so 
r L8 Là 
T Tr 
rx(fxr) rx(TxrT) 
= -e c5 ge xã =Ũ 
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Vì thế J là hằng số của chuyển động. Lưu ý rằng ở trên ta đã sử dụng 


tx(rxr)=r(r:r)—-r(r-†). 
(c) Đặt £ là góc giữa r và JjJ Và Xét 


r‹J =r|J|cos€ = r- (mr xÊ + CC” Ệ = cự. 
Tr 


Khi 


COS É = —= CONStâäI( , 


Cø 

lðỊ 

điện tích điểm chuyển động trên mặt phẳng hình nón tròn thẳng góc mỏ £. 
(d) Khi J và £ là hằng số của chuyển động, ta có, khi sử dụng 








...L T : FXxFr 
TXF=_—, L —vJ—-eg-. †nT = —ge€ 
3 
m 7 7 
= m2 “ Ậ 
ml. = ——lÏ x (r xử 
sìn £ 








Đó là phương trình chuyển động của R. 


(e) Đặt ø là góc giữa R và trục cô định trong mặt phẳng của R và r x J. 
Phương trình trên có thể được viêt như sau 


y2 
¬ ẦA C g 
m(Rộ + 2¿h) =0. (2) 


Phương trình (2) có thể viết như sau 


| d 
m(RÌ@ + 2RRó¿) = nmR 2) =0. 
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—ễ-£=e———. ¬——===.., ——— —————S: n — 


mR”@ = constamL.. 


R.xR= ña x (Riu t Hỏi,) 
= R“Qln xÌu,. 
mR?¿ = |jmR x RỊ =J. 


Phương trình (1) khi đó có thể được viết như sau 








` c2gˆ J2 đủ 
= = --——V„,(t(R) , 3 
Đệ: mm ] ù m Rầ (Ñ eữ (R) 43) 
VỚI 
. Ỉ "Ngã... 
_ c?gˆ L 
— 9m. \cos2£ 
22 





khì đó K = c2g?tg2£/2mm. Sử dụng ñ = RdR/dN = đdR?/2dR, phương 
trình (3) có thể được tích phần để có 


Ñ sẻ 


ở đây E là hằng số. Khi đó ta có 


Khi tích phân ta nhận được 


E ;›@mng: V2mK 
+ Ề ' VỆ m ~1—tg"!\/ Rậ -— ì _ ( — #o) 








K :, 
= ( — #0) sin€, 


nó cho quỹ đạo của đỉnh của R. Lưu ý rằng nêu / > cø thì chuyển động là 
không bị hạn chế với bắt kì trạng thái ban đầu nào, và nêu ÿ < eø chuyển 
động bị hạn chế khi  < 0 và không bị hạn chế khi E > 0. 
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'Pari và Luân Đôn được nổi với nhau bằng đường hầm thẳng (xem 
hinh 1.19). Một con tâu chạy giữa hai thành phố chỉ bằng trọng lực của trải 
dắt, Hãy tính tốc đô cực đại của tâu và thời gian cần thiết cho hành trình Luân 
Đôn - Pari. Khoảng cách giữa hai thành phô là 300 km và bản kính trái đắt là 
6400 km. Bỏ qua ma sắt. 

(MIT ) 


Hình 1.19 
Lời giải: 
Các đại lượng r.h,r như ở hình 1.20 vả giả thiết trái đất là quả cầu tĩnh 


đồng nhất bán kính /. Nêu lẫy bể mặt trái đất như mức để so sánh thì thế 
năng hâp dẫn của tâu tại r là 





Hinh 1.20 


VĂ= l GAM *y = CĐ n — RÈ), 


— : rqT — 
là lo 2 l3 


“ 


ở đây rn¡, A7 tương ứng là khói lượng của tâu và trải đất. Khi tầu khởi hành từ 
trạng thái nghỉ trên bể mặt trái đất, định luật bảo toàn cø năng cho 


mu? GmAl(r?: J2) 


: =l. 
9 | 2[j†3 
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" g(Rˆ —£*) 
' ñ | 
ỏ đây ạ = GA1/7?2 là gia tốc trọng trường trên bê mặt trái đất. Khi đó 


+? 
~ 


rẺ =.ÑŸ + (150— +)” = (RŸ - 150”)+ (180 - z)” = R”~ 300r++3” 
„ — gr(300 = z) 
ˆ l : 


* 





3 
+ cực đai khi r — 15 km 


/9.% x 150 x L50 x 1000 kờn it NHúh 
¿ ‹ — “. -=-- Sư am ^“— mm t1‹) * /\ . 
Nuờï: 6400 ; 


Thơi gian từ luân Bồn tới Pari la 


~:4(U đủz "4u0 Lị (lr 
h ¡ \ø vrri 300 = z) 
'h lỊ li 
" ¬—— —1n\! — = 42.3 phút. 
Vswfn Ýoø 
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Ba nguồn điểm có đính được sắp xếp cách đều quanh chu vi đường tròn 
bán kinh ø, tâm ở gốc tọa độ (hinh 1.21). Lực mỗi nguồn tác dung lên một 
chât điểm khỏi lượng +: là lực hút F — —*lR, ở đây It là vectd vẽ từ nguồn 
tới chất điểm. Chât điểm được đặt trong trường lực ở thời điểm ¿ = Ú với điều 
kiện ban đảu P=fu, r Vụ. 


(a) Xác định tọa độ thích hợp và viết biểu thức lực tác dụng lên chất điểm 
ở mỗi thơi điểm. 
(b) Sử dụng định luật Newton II và giải phương trình chuyển động với 
điều kiện ban đầu dã cho, cụ thể tìm rí¿) theo rạ, vụ và các thông sỐố của hệ. 
(e) Dưới điều kiện nào thì quỹ đạo là tròn? 
(MIT) 
Lới giải: 


zà ` , h , : ^ + -! £ . . 
(a) Đặt rị.r¿.r¿y la cac vectơ vị trí của ba nguồn chất điễm có định. Khi 
. > * ả ˆ * ` , 

chung nãm cach đêu nhau trên đường trỏn ta có 


Y + r¿ +ra=0U. 
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Hình 1.21 


Lực tác dụng lên chắt điểm »›¡ là 
Ị /{F -- Tị) - Ÿ[P T2) Â[Fr tr) ~ -öBÀtn. 
(h) Phương trình chuyển động của chất diểm là 
mHT + Ấn lÌ, 


với nghiệm tông quat lá 


".¬ _ Œ l3ä 
rÍf) — atus h=t} + bšmh /—t 
\ T lổ) 


a, b là vectø hằng số. 
Sư dụng điều kiện ban đâu r(U) = rụ, ?(Ú}) = vụ, ta tìm dược 


rtn 


lại sứ hb= V TT. l 


rà)" SE «| In) { LÊ SH hộ 
0) Bộ S05 | VÌ DỤ VD IÊ TT j, 5 
„Ị L $Ƒ „H 


(c) Dễ thầy néu rụ Ì vụ vả vm/3kno — rụ, thì quy đạo chuyển động là một 
đưởng trỏn. 


Và VÌ vậy 
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- * , & ¿.» ˆ r4 “ ˆ^ , 
Màm xoay máy hát quay trong mặt +; với vận tốc góc không đổi + xung 
£ ^ ® " - ˆ ~ Lả , * . h \ 
quanh göc, Một vắt nhỏ trượt trên mâm đĩa hát có vị trị x(f) — (+z(t}.(f}), Ù). 
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Ở đây z và ụ được đo trong một hệ quán tính, hệ phòng thí nghiệm. Có hai 
lực trong hệ phòng thí nghiệm: lực đàn hỏi độ lớn k|x| hướng về góc, và lực 
ma sắt —c(% — v), ở đây c là hằng số và v là vận tốc của mâm đĩa xoay tại vị 
trí của vật thể. 

(a) Nếu vật được quan sát tại một điểm ngoài tâm mâm xoay (có nghĩa là 
đứng yên so với mâm xoay), k bằng bao nhiêu? 

(b) Lây k là giá trị tìm được ở phần (a). Giải để tìm v(‡) = x() với điều 
kiện ban đâu chung. 

(c) Trong (b), tìm x(¿). Mô tả x(£) bằng lời và/hoặc bằng vẽ phác. 

(UC, Berkelsy ) 

Lời giải: 

(a) Vật thể có vận tốc góc w quay quanh gốc để mˆ2|x| = k|x|, cho ta 
k= mưu. 

(b) Trong hệ quy chiều phòng thí nghiệm phương trình chuyển động của 
vật nhỏ là 


rmX = —ÈX ~— c(X — V) 


—= —mu x — c(& — u x X}. 


Đặt z.ự,2, 0, +, là các tọa độ, các thành phần vận tốc và gia tốc trong hệ quy 
chiêu quay gắn với mâm xoay. Trong hệ quy chiều phòng thí nghiệm ta có 


X = (#— 1u)i + (ý + zư)} , 
X = (#T— 2œ — xu“) + (ÿ + 2#u — tu?) 
—kx = -Èzl — kĐ]}, 
—CÍX — 0 X X) —= —c#Ì — Tụ]. 
Lưu ý rằng trong các biểu thức trên ta đã sử dụng œ x Ì = øj, œ x j = -ui. 
Phương trình chuyển động trong hệ quy chiều phòng thí nghiệm khi đó được 


viết như sau 


rn(# — 2u — xu”) = —k+ — cả (1) 
m(ÿ + 2# — yu”) = --kụ — cụ. (2) 


Nhân phương trình (2) với ¡ = v/--1, thêm nó vào phương trinh (1) và đặt 
z — + + ?, ta nhận được 


mnz + (2rmn¿ + c)2 = 0. 
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Tích phân một lần ta tìm được 


Re 1 ÌNG/lÚc 2N Gg: (3) 

cụ thể ta có 
+ — |#ocos(2£) + ứo sin(2u#)|e_ s/m : (4) 
ù = [* #osin(2/f) + ÿo cos(2øt)]e—Um—, (5) 


Bằng cách tích phân trực tiệp phương trình (4) và (5) hay bằng việc tích phân 
(3) và sau đó sứ dụng z = z + ¡, ta nhận được 
rt(CŒa + 2m00) 

c2 + 4rm®ằ2 

m(c#u + 2muJo) 
" "` ¿ch 
rm(2rmm/JTg — Co) 

c2 + 4m22 
tin — €0) 


Ƒ — #ọo + 


m(2muJZo — cứn) 


vã —ci/m 
TRES.PXLNEP sin(220) e .„ (6) 


Ù — t0 — 


rn(c#oa + 2m0) 


COS(2u1Ý : 
Re hề? c2 + Am 2u? 


3a âmau2 sin(220) ế “HN, 07) 


Trong phần trên, ở, ;o là các thành phần vận tốc của vật thể nhỏ tại ? —= Ö 
trong hệ quay. 

(c) Phương trình (6) và (7) đơn giản là với vật thể trên mâm xoay, ngay cả 
khi z, có thể đôi khi đầu tiên tăng do các điểu kiện ban đầu xác định, thời 
gian trôi đi vận tốc của nó trong hệ quy chiều gắn với mâm xoay sẽ giảm và 
vật thể đứng lại tại điểm cô định trên mâm xoay, với tọa độ 
((rọ + rn(c#u + 2muo))/(cỄ + Ar24Ê), (0o — rn(2mu4a — củo)) /(cŸ + 4m u22)). 
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Một dao động tử phi tuyên có thê cho bởi 
kz? mÀzrŠ 
6 XIN: DEN. 
Tìm phương trình chuyển động bậc một theo À, giả thiết z = 0 tại ¿ = 0. 
(Prirnceton ) 





với À nhỏ, 


Lời giải: 
Phương trình chuyển động của dao động tử phi tuyên 
md2x  —dU(z) 


—_——=—  ^  —=_-k = 
RP + + mÀ+z 
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Bỏ qua số hạng nzÀz?, ta nhận được nghiệm bậc không của phương trình 
T(0y = ASin(‡ + 2) ¿ 
ở đây u ~ v/k/zn và A là hằng số tùy ý. VÌ z = 0 ở =0, ¿ = 0 và ta có 
+(o = Asin(). 


Giả sử nghiệm bậc một có dạng +(¡ = #(o) + Àz¡. Khi thay nó vào phương 
trình chuyển động và bỏ qua các số hạng bậc cao hơn À, ta có 


#ìị +u 4= Zíq 
= “u — €os(2#)}. 
Để giải phương trình này, lẫy tích phân riêng phần 
zị;= B+Ccos(2u!). 


Thay vào ta có 


| . A2 A2 
—8,U^C cos(2t) + 2B = 5 Ta 005(201). 
So sánh các hệ số cho 
4? A? 
— 2m?) — B2) 


Phương trình đồng nhất 
Tạ + (271 — 0 
có nghiệm | 
#\ = Dị sin(u‡) + Dạ cos(œf) „ 
Vậy ta có nghiệm đây đủ 
2 2 


A A 
Tqy = (4+ À¡)sin(#) + À BS] + acos(u‡) + S02 cos(2ư‡) 


Diều kiện ban đâu z = 0 tại £ = 0 cho ra 


và 
ÀA2I1 5 l 
#(i= Asin(œf) + 253 T3 COS(u£) + n cos(2u)|, 


ở đây 4' là hằng số tuỳ ý. Để xác định A' và 4, ta phải biết thêm thông tin, thí 
dụ biên độ và vận tốc tại † = 0. 


1034 

Một vệ tỉnh khôi lượng 950 kg được tàu vũ trụ dắt đưa vào không gian. 
Hai phi thuyền được nỗi với nhau bằng một sợi dây đều đài 50m khôi lượng 
dài là 1 kg/m. Tàu không gian tăng tốc trong một đoạn đường thẳng với gia 
tộc 5 m/sˆ. 

(a) Lực con tàu tác đụng vào dây? 

(b) Tính sức căng của dầy? 

(c) Do mệt phi hành đoàn ngủ thiếp đi, một mạch điều khiển bị chập mạch 
làm cho con tàu thay đổi gia tốc thành độ giảm tốc còn1 m/s. Mô tả chỉ tiết 
hậu quả của rủi ro này. 

(SUNY, Buffalo ) 
Lời giải: 
(a) 
km (Tnday + TT tỉnh ) ` 4 
= (950 + 50) x 5 = 5 x 10 N. 


(b) Chọn điểm ở đó dây gắn với vệ tỉnh như gốc tọa độ và trục z đọc theo 
đây tới con tàu sức căng dọc theo dây khí đó là 


F{+) = (Trtvệ tình Traay()) _g 
= [950 + 1 x (50 — z)] x5 
.=B5x 102 — 5z N, 
(c) Sau rủi ro, con tàu chuyển động với vận tốc ban đầu œạ và độ giảm tốc 
1 m/s2, trong khi vệ tính chuyển động với tốc độ đều ọ. Sau rủi ro hai tàu sẽ 


va vào nhau tại thời điểm £ cho bởi 


ñ 2 
UuÝ = 0Ũ + Đoỷ — -i ) 


t=VTT =105 


hay 
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Một quả bóng khổi lượng A7 được treo trên trân bằng một lò xo không 
trạng lượng với hằng số đàn hồi £ và chiều đài nghỉ bằng 0. Lò xo sẽ bị đứt 
nêu nó bị kéo đến chiều dải tới hạn (, (I, » A7ø/k). Một lò xo như thể treo Ở 
dưới quả bóng (hính 1.22), Nếu người ta từ từ kẻo ở đầu đưới ở lò xo dưới, lò 
xo trên sẽ đứt, Nêu người ta kéo lò xo dưới quá nhanh, lò xo dưới sẽ đứt. Vẫn 
để của bài toán này lả xác định lực #0} đặt vào đâu lò xo dưới, sẽ làm cho 
hai lò xo đứt đồng thời. 





Hinh 1.22 


(a) Tìm biểu thức tích phần liễn quan của chiêu dài r;(/) của lò xo trên 
với lực đặt vào #`(). 


(b) Sử dụng bắt kì kĩ thuật nào, hãy tìm z;() và rạ(t) với ? > Ú khi #0) 
cö dạng riêng sau 
(, ˆ f#<0U 
"XU 3 gu x 


t, £ứ%Ð 


ở đây ‹: là hằng sô. 


(e) Sử dụng một sơ đỏ tỉ mỉ trong các nghiệm của bạn để chứng minh răng 
nêu œ là quá nhỏ thì lỏ xo trên sẽ đứt. Tương tự, chứng minh rằng nêu a quá 
lớn, khi đỏ lò xo dưới sẽ đứt đầu tiên, 


(d) Chứng minh răng cả hai lò xo cùng đứt đẳng thời khi s+ là nghiệm của 


phương trình 
+. [Ms JÈ — Afg 13 
lu a Ý Ạ ứ "œ AI- 


(MIT ì 
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Lời giải: 


(a) Phương trình chuyển đông của quả bóng và lò xo dưới là 


Mii -Alg kới Lkzy, 
kưa = PN. 


Khủ P lÓ NA c., CÓ 
ÀT7qt Lm = PỨ)+ATg. (1) 


Để khử bỏ số hạng hằng sô, đặt r, - + ! A/z/&. Phương trình (1) khi đó 
Lrö thành 
Đặt r = c2 tf), ö đầy  — v/k/À. Phương trình trên trở thành 


F1 J Lệ 
TA v” 


Ự | 24 và ụ _— 
Phản thuần nhất của phương trình trên 
Ù “ 211) = Ú, 


có thể được giải bằng cách đặt  — Œe°t, ở đây C¡ và ð là các hãng số. Thay 
k ` ! 
thẻ vảo tả CÔ œ¿ — — 91, 


Nghiêm riêng của (2) nhận được băng cách đặt  = ‹ 2'*!ƒ(7), ta có 


dƑ lẻ” La! 
“sẽ 


.. P\f) 
b.=%£ xế Rƒ F 2:1 l 


Vì vậy nghiệm tổng quát của (2) là 


Ụ =({Œ vi 1 J “TY. . GỊ : 


hay 


tụ 


cho 


_F| 
J— lÑ XS || VN. + @] df + Cà 
` : 


J 


+8HLä 70 HỌC 
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%6 Xa ] \ƒ 
=“.. tỊ: Si LÍ tứ) : £*° + Ct\| di + G) biện x (3) 


ỏ đây Œ\,€› là các hãng số tích phân. Để có thể ứng dụng vảo bài toản, hoặc 
là phản thực hay phần ảo của biểu thức cuôi cùng được dùng như nghiệm 
tổng quát. 


(b) Phương trình chuyển động là 





Mĩz| † k?ị = Af0 (4) 
với f < Ũ, và 
ÀXÏlri + krq — œt ~ ÀTa (5) 
với ¡ > II. Trước hệt ta giải (4) khi đất #'(?) = D trong (3). Diều đó cho ta 
: Ài 
tị = iCie * + Cụ” + “óc: 
k 
ở đây Œ¡ là hãng số tích phân thay cho C¡. Lầy phần thực, ta cỏ 
„BA \J 
dị = Ép sim) Ð C+ycos(2P) + _. : 
Nghiệm của (5) la nghiệm của (4) công với nghiệm riêng of /k 
h œÍ AM 
ý “ C¡ HH (~f) + ¿€eos(vf) Ì k L _ . 
Tại! = 0,z¡ — Ä7g/k, rạ =0, ¡ — 0, đo đó Cs = Ú, Cì = —Œ/ku. VI vậy 
(#) (tf 8 ÀIu Œ., (at 
T — — + ———_——IH(†), 
cu k k Ìụ¿ bờ, 
Tờ (Í 
2 LÍ.) m 


(c) Trong các hinh 1.23 (với œä lớn) và 1.24 (với aä nhỏ) là các đường cong 
cho +¡ và r;. Thầy rằng đường cho +; được cho bởi đường thẳng + = Afg/1 + 
‹+t/È, chủng song song với đường trừ đi số hạng đao động ö sin(../)/kă, biên 
độ của nỏ tỉ lẻ với ‹(, Vì vậy, nêu í0¡ và †„ là các thời điểm rị và z; đạt tới !,„ 
chiêu dài tới hạn, ta có, với o lớn, f; < ¿¡„ nghĩa là lò xo dưới đứt đầu tiên, vả 
đốt với (+ nhỏ, ?;¡ < f¿, nghĩa là lò xo trên đứt đầu tiên. 

(đ) Để hai lò xo đứt gẫy đồng “hỡi, tại thời điểm £ = ?ụ, đồi hỏi 

tu 
+2(ta) .. Á = PB 


hay 
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Hình 1.23 Hình 1.24 


vả 


hay 





Ở dây xJj —= VkẢM. 
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Mớt con lắc, tạo nên bởi một quả cầu nặng Äƒ được trco vào chốt XOay trên 
trần bằng sợi đây chiều đài L, dao động tự do trong mặt phẳng thẳng đứng 
(xem hình 1.25). Yêu tổ nào làm cho biên độ đao động thay đổi nêu dây bị 
ngắn lại từ từ đi một nửa? 


(Chicagu ) 
Lời giải: Phương pháp T 


Dỗi với hệ tuần hoàn với một tham số cỏ sư thay đổi từ từ, lực tác dụng 
là bat biên đoạn nhiệt, 


j = ¡ I>úl0 , 
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lHiìinh 1.25 


ä đây 0 = A11.°9, nghĩa là 
xa —- 

“.. # M12 - Ba! = Af1L®(0%)^— 

Vu) 


Jq23 + 
r „„“ 22T 
Mrj .2  DN „ S5 „gui. 


TÀIg!/2pà 13/3. 


Khi ta sử dụng 7` = 2z/„, với ~ = v⁄0/!, cho chủ kỉ, và 
Sa ' ¬-..- 
(“) — (|—fq-~¿ sim(~.f + z0)|“} — — 
bằng cách lẫy Ø — Øạeos(+† + „a). Khi đó, vì J là bất biên đoạn nhiệt, nên 
/10-.-E /iÊu bếc 
Khi 
j. t bế: Úc › 1.60S0y. 


nghĩa là biên độ dao động tăng lên 1,68 lần. 


Phương nhap 2 
Trons khi thảo luận trong một cuộc họp, Einstein đã sử dụng thí dụ sau để 


mình hoa bất biên đoan nhiệt là gì. Ông chứng mình như sau 
ẠI ch) 





Sức căng dây -_ Afg(cosØ)} 





=- f0 (: — 


Cơ học Newtorr. - Sự 
Giả thiết rằng sau một chu kì, chiều dài của dây gân như không thay đổi và 
góc f nhỏ. 

Khi / bị ngắn lại từ từ, công thực hiện ở đao động tử là —(A)A1., ở đây 


là là lực căng dây, —.À7. là độ địch chuyển của đao động tử. Sử dụng biểu 
thức trên, ta nhân được công đã thực hiện 


HH 
— ÄÏnAL — Alq- _: X1: 
Dưới tác dụng của ngoại lực, sự thay đổi năng lượng của dao động tử là 
Q2 
A(=ÄTgL cos ụ) = À —Mạt ụ _ 2) 


= -ÄfgAL + SAfgA(08) 


— 


~ —ÄfqAL + -Afg0SAL \ AlgL0aA0a. 


2 


Cỏng thực hiện và độ tăng năng lượng phải cân bằng, cho ta 





‹3/J)2 ¿ 

LUyAn = c4 kh= =0 ` 
hay 

L8BA In(0nL?1) =0. 
†a rút ra 

0;J13/* - hằng số , 
hay 
BE 

Khi đó 


J 
+, — ") ID — 1.086 t 
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Một quả câu phản xạ hoản toàn bản kinh r và mặt độ ø = 1 bị hút bởi 
mặt trời bằng trọng lực, và bị đẩy bởi tia ảnh sáng mặt trời phản xa trên 
bể mặt. Tính giá trị r để không có hiện tượng đó. Độ sáng của mặt trời là 
1, ~ 4 x 10°! ec/s và khối lượng của nỏ là A/, = 2 x 1U? g. Kết quả tính ra cm 
(coi mặt trời là chất điểm). 

(ÚC, Berkeley ) 
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tá 
5 ˆ 
quả cầu 
Hình 1.26 


Lời giải: 

Đặt éX„ là số photon tấn số + đi qua một đơn vị diện tích bể mặt vuông 
gọc với hướng truyền trong một đơn vị thời gian, ?„ là năng lượng của ánh 
sáng mắt trời tàn số bức xa bởi mặt trời trong một đơn vị thời gian, và 7 là 
khoảng cách từ mặt tròi đến quả câu. Khi ï >> r, các tia mặt trời coi như song 
song vả ngược hướng với trục z như chỉ ra ở hình 1.26. Khi đó 


Ji 
bạ = Tuữ Si No xu ———. 
J : 8 — ArRỀhu 


Các photon va chạm đàn hồi và phản xạ toàn phẳn trên bẺ mặt. Trong 
khoảng thời gian A£, với phân tô bễ mặt A5 tại góc phương vị Ø, xung lượng 
của photon tân số z dọc theo trục z là 


hớ | 
AT; = Nụ E + —. cos(28) | cos 8A SA , 
Từ đó làm xuất hiện lực có giả trị 


ÀĐB,, 2h 


XP ren Hy = TT T—N„cas' 8Ấ.S. 


_ , ^ # ˆ " "5 13: # “ £ ` 
Khi đó tổng lực tác dụng lên trên quả cẩu bởi ánh sảng tân số + là 


2liu¿ Ĩ n/2 : lựn 
#u;¿ = Tan. = =6 sớm J 2T c0sở Ø - sìn Ø ‹ r?d0 — vã 





Vì vậy tổng lực đẩy bỏi ánh sáng là 


2 
.= | Fad»= s : 





Cơ học Newton 49 
Lực hút mặt trời trên quả câu là 


GA1un 


F„ " í† 


ö đây ¡ê = ñ:(1/31xrr' = (4/31nr? là khôi lượng quả cầu. Khi hai lực cân bằng, 
ta CÔ | | 

có, ˆ 4ŒGAtlunr` 

1?ˆe — 3H 





hay 
3J, 
]bircG AM: 
3x 4 x 10% 
10 x 3.14 x 3 x 101 0,67 @ 10 ® x2 x 1083 
5.87 x I0 ”“em. 
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Một hạt có khỏi lượng rr chuyển động theo quỹ đạo cho bởi phương trình 
PP — g COSAIÍ, U = tụ SÌN tU)È. 

(a) Tìm thành phần z và ¡ của lực. Trong điều kiện nào thì lực là lực hướng 
tảm? 

(b) Tim thê năng như hàm của z và ¡. 

(e) Xác định động năng của hạt. Chỉ ra rằng tổng năng lượng của hạt được 
bảo toàn. 


(Wconsin } 
LƠI giải: 
(a) Đạo hàm theo thời gian, ta được 
T7 = —Tqz sin(u)}. _= —Z001† COS(œ‡} , 
Ụ = M2 COS{A22f ), 1 = —W02 sin(¿JaÈ) š 
Theo định luật hai Newton ta có 
F — m{(7i + ÿ]) — —tn|#zas† cos(aif)i + yoá2 sin(s2£)Í| 


= —m(uizÌ + 2j} ‹ 
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———————--ˆ _—-——._..———————r+ —.—.-——— 


Thành phần z và của lực là 


Fy = Ta, 

bu = —J21/. 

Nêu œ = œ;¿, E là lực hướng tâm E = —TH.U{T. 

(b) Từ 
EF = -VV, 
có nghĩa là 

3V 0V 
t„ = —-—, lạ =——¬ 
: ôz k Ôu 


ta nhận được thê năng 
1L ,¿23.3.., 3,2 
V= 21n{u1z +9). 


Lưu ý rằng ta lây thế năng ở gốc tọa độ là 0. 
(c) Động năng của hạt là 


l í l 4 ` 
“AI T— 2m(4Í + ˆ)= ›m|z0si sin?(a1†) + 02 cos2(usÈ)]. 


Tổng năng lượng là 
Eb=T+V 
= .m [z7 sin”(dJÈ) + 022 cos2(a‡)] 
+ u74 cos2(œ†) + œ2 sìn“ (62¿f) 
= sm(zŠø} + vậo)) 


= hằng 5ô. 


Vì thế nó được bảo toàn. 
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Một hạt khôi lượng zn chuyển động với vận tỐC Đụ hướng về tâm tán xạ cỗ 
định, tâm này tạo ra lực đẩy E = (mø?/2)ð(r — a)£, ở đây ? là vectơ đơn vị đọc 


theo bán kính từ tâm lực, a là bán kính cô định tại đó có lực tác dụng, öạ là 
hằng số có thứ nguyên vận tốc. Thông số va chạm là s, như chỉ ra ở hình 1.27. 
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(a) Tìm thể năng. 
(h) Chứng mình răng nêu ðạị << Hị, hạt không đi vào quả cầu + = +, mả 
sượt qua quả cầu và góc tới bằng góc phản xa. 
(c) Vẽ cẩn thân quỹ đạo nêu bạn hỉ vọng tụ > mị, s — a/9, 
(Wtconsim 





Hình 1.27 


Lới giải: 


(a) Lực E là lực xuyên tâm, được bảo toàn. Khi đỏ thể năng có thể viết 


l | s > 
ti} = -Ï EW):d£ = y mỹ ä(r” - a)drf 
¬ 2 
3U VỚI " < da. 
LÌ VỚI PF >> (1. 
Dó là thê năng của hạt trong trường lực. 
(h) Tổng năng lượng 7' ~ t của hạt được bảo toàn 


lL..s #... Í... 
2 ro _— ng + si h 


có nghĩa là e‡ —- tỷ = 0'', ở đây ?ø' là tốc độ của hạt bên trong quả cầu r — a. 
Nếu hạt đi vào quả câu thì œ' phải là thực, có nghĩa là phải đòi hỏi »ụ > 0ị. 

Nếu ứọ < 0¡, thì hạt không thể đi vào quả cầu r = a được. Khi đó lực là lực 
xuyên tâm quả cảu, thành phần xuyên tâm của xung lượng hạt sẽ đổi ngược 
hướng nhưng giá trị không đổi, trong khi thành phân tiếp tuyển với quả cầu 
giữ không đổi. Vì vậy, góc. tới và sóc phản xạ được xác định bằng tỉ số của 
giả trị thành phần tiếp tuyến và của thành phần xuyên tâm, bằng nhau. Lưu 
ý răng khi tính sư bảo toàn có nắng, thì giả trị của xung lượng hạt sẽ không 
thay đổi khi va chạm. 

(C) VỚI Họ z> ©¡ và s = 2/2, hạt sẽ tới chạm vào quả cầu r = a với góc tới 
 — rr VỚI gÓc phản xạ 6g — arcsin|(a/2)/a] = 30”, và đi vào quả cầu, Nếu BÓC 
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nỏ tạo với hướng bản kính là 0, Khi đó sự bảo toàn thành phản tiếp tuyên của 
xung lượng hạt đòi hỏi 


Ũ Š . ý l. PA) 
s1 = cọo^aẲm1 3Ù” — : : 


: : tụ 

/ = arcsin ——— 
1) 2 " Hr 
“VỀ *Ú 1 


Do L/ là hằng số (không có lực nảo tác dụng) bên trong hình cầu, quy đạo 
chuyển động của hạt là đưỡng thăng cho tới khi hạt rời khỏi hình câu. Tại vị 
trí hạt rời khỏi hình cầu r — a, một lần nữa quả cầu bị khúc xạ và bên ngoài 
hình câu hạt phải có văn tóc là e¡ và góc giữa vận LỐc của hạt và bản kính hình 
cầu là 30“, hinh 1.28, 


do đỏ được cho bởi 








Hình 1.28 
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Một tên lửa tâm xa phỏng đi tại một điểm trên bẻ mặt trái đất (bán kinh 
f?) với vận tốc v —= (u;.eø) (hình 1.29). Bỏ qua sức cản của không khí và 
sự quay của trải đất (nhưng cỏ kể đến sự thay đổi của trường hắp dẫn), tìm 
phương trình xác định đô cao cực đại /# của tên lửa. Giải tới bậc bé nhất của 
(H/1*) và kiểm nghiệm lại kết quả quen thuộc khi tên lửa được phóng thẳng 
dứng lên trên. 
(WLsconsn } 
Lời giải: 
Cả xung lượng góc lần cơ năng của tên lửa được bảo toàn trong trường 
hâp dẫn của trải đất một trường lực xuyên tâm. Ta cần quan tâm tới trạng thải 
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[nh 1.29 


ban đầu và trang thái cuối của tên lửa là trạng thải tên lửa đạt đô cao cực đại. 
Ta có 
tt, = tmị[Tt : Hình 
1 ", + . C \Ím l !2 (AÀfm 
IH (Uy tệ | —= — _ = -thUể — ——.. 

g 9 là 3g” R+H 
trong đó dẫu phết liên hệ với trạng thái cuỗi tại đó thành phần xuyên tâm của 
tên lửa bằng không, rm và A7 lần lượt là khôi lượng của tên lửa và trải đất. Kết 
hợp hai phương trình trên ta có 


L.añ 2. GAlm 1 ( t ll „  (/ÄÏm 
=f:(11 + U.}) - — Uạ 





“ 


R 3“ N+T1 R+Hữˆ 


phương trình nảy cho thây độ cao cực đại /. Loại bỏ thành phần bậc lớn hơn 
mỗt của HJ/‡, ta có 


] : GAI 2j AT lÍ 
mì? = nà) —....-. ~= { ') Uộ = ` { = R) : 


2 tì 2 l R ñ 
và do vậy 
Thế 
H % —rz——. 
2( nu) 


Cho trường hợp phóng tên lửa thẳng đứng, u = Ú, ty — 0, và nêu 17/7? 
nhỏ ta có thể coi ø là hằng số với giá trị g = ŒA//HR, Từ đó ta có thể rút ra 
công thức quen thuộc 

ù° tr 
lÍ P9 -THNY =. ! 
2) 2 
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Tàu Mariner 9 được phóng tại Cape Kenedy trong chiên dịch chỉnh phục 
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sao Hỏa. Col tàu được phóng lên một quỹ dạo hình elip quanh mặt trời có 
điểm gắn mặt trời (điểm cận nhật) là trải đắt, điểm xa mặt trời nhất là sao 
Hoa (xem hìinh.1.30). 

(a) Tỉm giả trị của À và = trong phương trình quy đạo r — À(1 + z)/(1 + 
: casfl) và ve hình quy đạo đó. 

(b) Dùng định luật Kepler 1II để tính thời gian của chuyên bay trên quỹ 
đạo dó. 


(c) Chiều phỏng nào từ trải đắt sẽ có chỉ phí nhiên liệu ít hơn. 
Khoảng cách trung bình từ mặt trời tới sao Hỏa là = 1,5 A,U (đơn vị thiên 
văn), 
Khoảng cách trung bình từ mặt trời tới trái đắt là = 1 A.U. 
(Wtscorrsim ) 


Quỹ đạo 


⁄ 7 của tàu Mariner 9 
` Á/ 0e 


của trái đất 
Quỹ đạo của Sau Hoả 
Hình 1.30 
Lời giải: 


(a) Gợi 7? khoảng cách từ mắt trời tới trải đất và /?; là khoảng cách từ 
mặt trời tới sao Hỏa. Ta có 





A[l+:) 
ñr:”” ` ` “=À, 
1+ 
À(l+:z 

tù ~— ¬ cai 


Giải hề phương trình trên ta có À = lì =1 A.U.,z = 0,2, 
(b) Gọi 7¡ và 7 lần lượt la chu kì của trái đât và tàu Mariner 9, Theo định 








(Cư hạc Newton == 





luật Kepler II, 7 2/¿* = hằng số, 


hay 





___ÈÑp©dJWyV"” -. ) = " 
l¡ ` = T. = 1.25/ˆ7, = 1.40 năm. 
— 9# Ệ = | dIẾ CÓ 


Chuyên bay tới sao Hỏa của tàu kéo dài 0,70 năm. 
(c) Để tiết kiệm nhiên liệu, tàu phải phóng theo tiếp tuyên của quy đạo 
x : . ` ^ "- s ' “« LẬ 
trải đất và cùng chiếu với chiều quay của trái đất, 
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Một sao chổi chuyển động trên quỹ đạo quanh Mặt Trời với vận tốc 10 km/s 
tại điểm xa Mặt Trời và 80 km/s tại điểm gân Mặt Trời (hình 1.31). Nếu biết 
vận tộc của Trái Đẫt trên một quỹ đạo tròn là 30 km/s và bản kinh quỹ đạo là 
I.5 ~ 1UẺ km, tim bán kính /„ của điểm xa Mặt Trời của sao chối. 

(Wcansin ) 


ca 


Hình 1.31 
Lời giải: 
Gọi +: là vận tốc của Trải Đắt, /# là bản kính quy đao của Trải Đất, r và mụ 
lần lượt lả khỏi lương của Trải Đật và Mặt Trời. Do đó 


HH (HH, 


lọ N- ` 
hoặc 
ŒGn, — lìc”, 
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Do sự bảo toàn của cơ năng và xung lượng góc (hay momen động lượng) của 
sao chối ta có thể suy ra 
—GTHu1A, „ TH.U2 CT1, tru 
————— ————— +—. 
lì, Ụ lì, 2 


xã --— Ũ 
t2 tùy Hu = my; 





trong đỏ 1. là khỏi lượng của sao chôi, »„ và o„ lần lượt là vận tôc của sao 
“*« ẻ .. G ® ° Pv À ^: tvă * 
chỏi tại điểm xa mặt trời và điểm gẵn mặt trời. Suy ra 


2G, 2l. : 
lồ, _ ` —_ ==P - =œ nš lộ TẾ KHẨ: ¡ 
tu Uu + Đa] Đa(Ua * Đụ) 
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Một hạt cổ điển có năng lượng là và momen động lượng 7. quanh điểm 
(2 tiên tới một vùng trong đỏ cỏ một trường thế hập dẫn xuyên tâm V — - G(z} 
với tâm là diểm (. Hạt đó bị tán xạ bởi thể đỏ. 

(a) Giả thiết năng lượng và momen động lượng được bảo toàn, tìm phương 
trinh vị phần cho ¿/+/dz theo Eùy, L, G(r),r (và khôi lượng hạt rn). 

(b) Tìm phương trình của khoảng cách cực tiểu giữa hạt vả tâm tán xạ 
Fmin; DIẾt #2, ?„ ŒÍPmm)› Vả 7T, 

(WtLsconsin ] 

LỮI giải: 

(a) 


1 Xy TH ắ 
Fạ = ~m (/2+rˆU”) Gtrì. 


L_ m0. 


trong đỏ (2 la góc mô tả trên hình 1.32. Do đó 


;# 2LEu 1G)  E 


Ũ „Ặ mì 2r^ 





[Do 
tÌr dt dd th" `. 


Ít (it | dữ TITẺ ` 
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—-—— ——-- ———-——~- -———=————————— —— 


^ , _ .Á . P ˆ 
Nên có thể viết lại phương trình trên như sau 


“SN” — mết” [3Fu + Gì k* 
ựủ 


b2 4 rĩI Trì*T" 


đản đên 


tr ñ /2m( Ea +@)r1 = 


| PU D CuệC „.....i 
tỉa Y L- "3 





Hình 1.32 


(h) Tại điểm sản tâm tân xa nhất ? = ruụa, £ = 0, Do đó 
l3 


5 à NG y 
bn œ [ii FguÊ =— (r(1 FHIữ ¡ 
à 
: ) ¬- 
2††t†Fmin ` —3~T— = 7| hàn, ) 
= Ký ‹ 
ITLEH 
[ 2 


s — CÁN Thunf) + 


3rrirr 
ẲGIHT t11H 


hay 
L 


v 2m [su + (rÍ F man )] 


Đtryinn ¬ 


Kết quả cũng có thể tìm ra bằng cách đặt ¿1z /¿/Ø — 0, 
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Một sao chối đi chuyển tới mặt trời với vận tốc ban đấu là +. Khôi lương 
“” . * ` + + ` 1x . * ^ - > 
mặt tröt là \ƒ và bản kính là 7ï. Tìm tiết điện toàn phân ø để xảy ra va chạm 
với mặt trời. Coi mặt trời đứng yên và bỏ qua ảnh hưởng của các hành tỉnh. 
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(WIsconsimn ) 
Lỡi giải: 
Gọi tham số va chạm của sao chối là 6. Tai khoảng cách ngăn nhất tới mặt 


trời (r tính từ tăm mặt trời), áp dụng định Hết bảo toàn cø năng và momen 
động lượng ta cỏ 


mW% th? CAIm 


a 3 F 





mì hbŸn — Trir LÝ , 


Ũ ` Ẹ‹ 3 va "ĩ- ˆ R ¬ , cứ ˆ = 
trong đỏ nở là khói lượng của sao chối va ! là vận tốc của no tại điểm gân mãt 
trỏi nhất. Từ đo suy ra 

9G 1M 
b=r,i Tủ 5 
\ É tán 


Neu r < 7, sao chối sẽ va chạm với mặt trời. Do đó tiết điện toàn phần z clẻ 


xảy ra va cham là 
: l 2GAI 
= 1 |bh(HN\* — rẳñRˆ { ' uy 
th, TP) 
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Một hạt chuyển động trên một quỹ đạo tròn có bán kính r đưới tác dụng 
của lực hút xuyến tâm. Chỉ ra răng quỹ đạo ôn định nêu 


f(r]>— KP J 


ỦP |, 





trong đó ƒ(z) là độ lớn của lực tại khoảng cách r so với tâm. 
(CUSPFFA ) 
LỚƠi giải: 
Với chuyển động của một hạt dưới tác động của lực xuyên tâm ta có 


mmr”/) — hằng số = 1,, chẳng hạn, 


m7 — -- ƒ + mrÐ?. 
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Xét hạt chuyển động trong một quỹ đạo tròn có bán kính r với thăng giáng 
nhỏ của bán kính và góc ổr, ôô 


r() =r +ôr(£), 0 = u‡ + ô0() , 


trong đó u; là tần số góc của hạt trên quỹ đạo tròn bán kính r cho bởi zwu?r = 


ƒ(r). Do 
AL  rnr?ð0 + 2mrÔðr , 
THÔT ^ ~ ân + mØ?ðr + 2rmr0ô0 , 
> ằœ + ÔÔ, 


ta CÓ 


c, ƒ 


mỗt 2 —--ôt + Tnưu2ôr + 2U 
đr 


= cá TẾ) Ta ng 


AUÙ— 2mruưyòr 


Trong công thức trên ta chỉ giữ lại thành phần bậc nhất của đại lượng nhỏ đr, 
ò8. 

Quỹ đạo tròn sẽ ổn định chỉ khí ốr là biên thiên điều hòa đơn giản. Nói 
cách khác, điều kiện ổn định của quỹ đạo chuyển động là hệ số của ár âm 


- H “ho 


HT là T 





hay 
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Một hạt khôi lượng rn chuyển động từ xa vô cực có vận tộc ban đâu vo, 
đường kéo dài của vectơ vận tốc có khoảng cách ò so với tâm cô định của 
trường lực đẩy có độ lớn tỉ lệ nghịch với bình phương khoảng cách (độ lớn 
k/r3, ö đây k là hằng số). Tìm: 

(a) Khoảng cách gần nhất của hạt so với tâm trường lực. 

(b) Góc lệch của hạt. 


#-BT&LG CŨ HỌC . 
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(c) Đạo hàm của mặt tắn xạ đø/đ cho dòng hạt đồng nhất tản xạ bởi tâm 
tản xạ trên. 
(CUSPEA ) 
Lời giải: 
(a) Khi hạt tại vị trí gần tâm tán xạ nhất z - 0. Áp dụng định luật bảo toàn 
năng lượng 
mMý  k, rnV^ 


2. R9 
trong đó #‡ là khoảng cách gắn nhật và V (= #6) là vận tộc của hạt tại đó nỏ 
đạt tới điểm cận tâm hút. Từ định luật bảo toàn momen động lượng suy ra 


⁄J = Vạmnnb = rnV R, 


hay 
tụ 
V=—. 
ì 
Do đỏ | 
mWỆ — k TT V¿b' 
8B HíH 3 W ` 
hay 
2 2kR —.. 
Hˆ—-- =;— *t— 
š U/À ấy sdưnn 
Rút ra khoảng cách gân nhất là 
k. l( k \Ẻ 
'; ®— —— NT“. : b . 
rn VẺ k \ (mm) ° 


(b) Quỹ đạo của hạt được mô tả trên hình 1.33. Xung lực của lực E tác 
dụng lên hạt là 


le. 
lÌ Edt = r+iAV , 


ĐÖ 


Trong đó AV = Vự - V, với JV¿| — (V¿| = Vọ. Chỉ quan tâm tới thành phần 
theo phương V; của xung lực ta có 


SG dt 
"Ì Pcos0 d0 = ¬ Mi -Vị— VỆ) 
œGO 


= mVp(cos 28 — 1). 
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. - Tin“ £ “đe " ` ` 
Do ` = Š,rur?8' = J7, về trải của phương trình là 





: r 20 k 
_ mÃ CÓ ữ d0" —-— —= ` si” 28 : 





“`! =ỨÐ 
Do đo 2nk 
F - gìn Ðcos 8 = 2m sin” 6, 
hay ï 
_ JVn s rrtVÊb " 2kb 
cotLÈ = k  k* &k 


với E — )mtV, cho góc lệch 3, 





Hình 1.33 


(c) Tiết điện tương ứng với các tham sô va chạm trong khoảng b và b + db 


là da = 2nbdb, 
Do b — z»cotg0, nên 


£ P 
db — 2p csc” 98d8 


dùng giá trị tuyệt đối. Suy ra 





kNˆ cos8 


Sau đỏ, do góc tản xạ là 29 nên 
d{) = 2m sin 204(28) = Rr cos 8 sìn 0d0, 


và 
“- 
dQC 4\92E) sint0 ` 


Đây chính là công thức tản xạ Rutherford. 
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Xét một hành tỉnh có khôi lượng zn quay quanh mặt trời có khối lượng M. 
Giả sử không gian quanh mặt trời có một lượng bụi phân bố đều, mật độ ø. 


(a) Chỉ ra rắng tác động của bụi là cộng vào một lực hút xuyên tâm. 


_ đmoG 


FƑ'—-mkr, trongđdó k = G = là hằng số hấp dẫn. 





Bỏ qua lực cản của lớp bụi đối với hành tỉnh. 

(b) Xét một chuyển động tròn của hành tỉnh tương ứng với momen động 
lượng L. Tìm phương trình của bán kính chuyển động rọ theo L, ỞƠ, M, mm và 
k (không cần giải phương trình). 

(c) Giả sử Ƒ” là nhỏ so với lực hút của mặt trời và xét quỹ đạo chỉ lệch một 
chút so với quỹ đạo ở phần (b). Bằng cách xét các tần số của chuyển động 
xuyên tâm và chuyên động quay hãy chứng minh rằng quỹ đạo là elip tuê sai 

` , À LÃ z " ^ ` Ầ . ` 
và tinh tân sô góc của chuyên động tuê sai ¿J; theo 7ọ, ø, G và À. 

(d) Trục của elip tiền động cùng chiêu hay ngược chiều với tần số góc của 
chuyển động quỹ đạo? 

(CUSPEA ) 
Lời giải: 

(a) Khối lượng của bụi trong hình cầu bán kính r tâm là tâm của mặt trời 

là 
4nrŠ0 


tui = In 





Nếu r là khoảng cách giữa hành tỉnh và mặt trời, lực hâp dẫn đặt lên hành tỉnh 
gây ra bởi lực hút của bụi (có tính đến tính tỉ lệ với nghịch đảo bình phương 
khoảng cách) như thể là tất cả lượng bụi đó đều nằm tại tâm hình cầu. Nói 
cách khác 


— MbujứnG s —4mr3o rnG _— —47pGrnr 


#5 No Luội ý = 
T2 3 r7 3 


= —-mkr. 


(b) Hành tỉnh có gia tốc (# — rØ?, 2?ô + rổ) trong hệ tọa độ cực. Phương 
trình chuyển động của hành tỉnh là 


—G Mm 


THÍ óc ca rnkr + rnrÐˆ (1) 
r 


nrÐ + 2m†8 — 0. (2) 
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Nhân hai về của (2) với r ta có 


d(mr?8) —_ : 
dc. 7 ` 


hay 
mrˆ9 = L, 


Trong đó 2 là hằng sô, Do đó momen động lượng 7 là hằng số chuyển động. 
Viết lại 


: L2 
mr87 = —;: 
Tnr 
phương trình xuyên tâm trở thành 
„  —GMfm 1 
MT S=——s—-- THIẾT + 


mr3 


Đôi với trường hợp chuyển động quỹ đạo tròn, # = 0, và ta suy ra phương 
trình cho bản kính quỹ đạo tròn rọ 


—GMm ? 
= = krọ + —a =0 
Tọ To 


(c) Gọi r„ là độ lệch của bán kính quanh 7o, r = r — ro, (1) trỏ thành 
GMm 1ˆ 


T.‹†} — ————————x — Tnk(rị Ð} ra) +—— 
| („ + ro)? GP" Bội mn(ro + T)° 


GŒM L7 
= “— — TnÈTo ( + m) T =7 
Fñ (: + z) h 


GM 2 L7 ỏ 
Z— ThS 2) mm (1+ 2) + (1o ch), 


Do ø < rọ. Dùng kết quả của chuyển động tròn, ta có thể viết lại phương trình 
trên như sau 





„  Ị (S“) $n LẺ 
J1 mm Bi: ng lien.) 








Tụ rậ Tụ Tnr§ 
L° 2 GAMfm L2 
=|: ai mbSb IS. # 
Tr\TQ Tụ Tậ m7q 
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Tˆ 
n—_—|-—+3k|[n. 
: c )? 


Đây là phương trình của đao động tử điều hòa với tần sô góc 


| f2 
Jy„ —= "nề 


Do tân số dao động của bán kính hơi lớn hơn tắn số quay (vuông góc với bán 
L) L ~ ` ˆ ẻ NA F 
kính) mưi› QUỸ đạo là một eÌip tiền động. 


hay 


Với ø bậc một, tân số dao động theo phương vuông góc không bị ảnh hưởng 
bởi bụi 
. L — : 
" Tnr2 BH 
0 





` l§ £ v1 
Tần số tuê sai là 











Để có thể tìm biểu thức của .„„ theo ø, G,mn và rọ, sử dụng công thức của 7 
cho k = 0 (sai số là thành phần bậc hai trong œ„) 


L=VWGMm2rụ. 


Do đó 
3 47m X raG kế 
= HS 0 z‡= 9 ==—==jxz| 0- . 
tp am 5 Ø cMmn xpÍ M 


(d) Do dao động trong mặt phẳng bán kính nhanh hơn chuyển động xoay 
theo quỹ đạo, nên trục elip chuyển động tuê sai ngược chiều so với vận tốc 
góc theo quỹ đạo như chi ra trên hình 1.34. 
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Hình 1.34 
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Một thiên thạch có khỏi lượng 1.0 x 10? kg chuyển động quanh trái dât 
theo quỹ đạo tròn ở độ cao 4. 2 x 10® m so với mặt đất. Thiên thạch đó bât ngờ 
va chạm trực điện với một thiên thách khác có khôi lượng bé hơn nhiều và bị 
mát 2,0% động năng nhưng không bị lệch hướng chuyển động và giữ nguyên 
khỏi lượng. 


(a) Nguyên lý vật lý nảo áp dụng cho chuyển động của thiên thạch sau khi 
va chạm? 

(b) Mö tả hình dạng quỹ đạo thiên thạch sau va chạm. 

(c) Tìm khoảng cách ngắn nhất của quỹ đạo thiên thạch sau va chạm so 
với trái đât. 

(ÚC, Berkeley ) 
Lời giải: 

(a) Nguyễn lý bảo toàn cơ năng và momen động lượng được áp dụng cho 
thiên thạch nặng sau khi va chạm. 

(b) Để ban đầu thiên thạch chuyển động tròn thì # < 0, như vậy sau khi 
va chạm ta vân có #Ƒ <. Ú, Sau khi mát 2,0% động năng, thiên thạch lớn se 
chuyển động trên quỹ đạo elip. 

(c) Từ 

mô  GmAI 


r - hp 





ta có động năng của thiên thạch trước va chạm là 


* 2 
đe. GInHÀT " ru 
2 +r 2r 

mm < 9,8 x 103 x 6400ˆ 


TT ———————=. 1 LỆ h 
2(6400 + 4200) lá) ảu 
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Trong đó m là khối lượng của thiên thạch theo đơn vị kg. Thế năng của thiên 
thạch trước va chạm là 


_ ŒGrnMI 


7T 





= ~m+ˆ = ~3,78 x 10m jun., 
Trong quá trình va chạm, thế năng của thiên thạch lớn không thay dối, 
trong khi động năng đột ngột giảm xuống 
1,80 x 107mm x 98% = 1,85 x 10rn Jun. 
Do đó, cơ năng tổng cộng của thiên thạch sau va chạm là 
E = (1,85 — 3,78) x 10m = —1,93 x 10m jun. 
_ —=ỚmM - —nR?g 


2a _ 9g ` 
Ta tim được trục chính của elip có phương trình 


E 


— Rạ  — (6400x103/x9,8 
_— 1,93x107 - 1,93 x 107 


= 2,08 x 107m = 2,08 x 10! km. 
Do sau khi va chạm, vận tốc của thiên thạch lớn vẫn vuông góc với vectơ bán 
kính từ tâm trái đất, nên thiên thạch ở điểm viễn địa của quỹ đạo elip. Khoảng 


cách giữa điểm viễn địa và tâm trái đất lúc đó là 6400 + 4200 = 10600 km và 
khoảng cách của cận điểm tới tâm của trái đật là 

"màn = 20800 — 10600 = 10200 km. . 
Do đó khoảng cách cực tiểu giữa thiên thạch và trái đất sau khi va chạm là 
10200 — 6400 = 3800 km. 


Từ những tính toán trên, ta thấy rằng kết quả không phụ thuộc vào khối 
lượng của thiên thạch. 
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Biết rằng vệ tỉnh ở gần bê mặt trái đất có chu kì là 90 phút và gần bể mặt 
mặt trăng cũng có chu kì khoảng 90 phút. Kết luận thú vị gì có thể rút ra về 
thành phần cầu tạo của mặt trăng? 
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(ỤC, Berkeley ) 
Lời giải: 
Từ phương trình zmrư¿Š — (Œrr+Äf7r” cho vật khỏi lượng z: quay quanh vật 
có khôi lượng Aƒ dưới tác dụng của lực hâp dẫn, ta suy ra 
Phủ” — GÀ. 
Nêu lạn có A/„, A/„ là khôi lượng và r;, r,ạ là hản kính tương ứng của trải đât 


va mặt trăng, thêm vào có chu kị của vệ tỉnh trái đât và mặt trắng gần như 
nhau ta củ 








tư, THÊ 

r — A1, ` 
hay 

M vn 

W Ti 


F , ˆ ` , À * AT 2 1 he £ ` w - ˆ Lnn 
[rong đỏ 1% và (?„ lần lượt là thê tích của trải đảt và mặt trăng. Như vậy khỏi 
lượng riẻng của trái đâu và mặt trăng là giọng nhau. 
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Tương tác giữa nguyễn tử và iỗn tại khoảng cách lớn hơn tiếp điểm được 
cho bởi công thức thê năng sau W(r) - -€r. 1. (Œ = c?H?/2, trong đó ‹ là 
điện tích và 72, là độ phân cực của nguyên tử). 

(a) Vẽ đường cong thê năng hiệu dụng như là hàm của r. 

(b) Nêu năng lượng tổng cộng của iön vượt quả giả trị tạ, là giá trị lớn 
nhất của thê năng hiệu dụng, iõn cỏ thể va chạm với nguyên tử. Tìm 1ÿ theo 
momen đọng lượng í., 

(c) Tìm tiết điện để ion có thể va chạm với nguyên tử (xuyên tới r = U) 
theo vận tóc ban đầu ø»¿ của nó, Giả sử iồn nhẹ hơn nhiều so với nguyên tử, 

(ỤC, Berkeley ) 
Lời giải: 

(a) Thế năng hiệu dụng phụ thuộc vào r là 
-,@ 

3pnrẺ- 


Lú(r] 


“T†* , ` ˆ w .ˆ^ * , ` ` TP 

[rong đỏ / là momen động lượng cua lồn quanh nguyên tử va + la khỏi lượng 
» "ẽ si *.sã " £ » % " k - Ỹ 

của iôn. Biên thiên của thê năng theo r được mỏ ta trên hình 1.35, 
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Hình 1.35 


(b) Để tìm giá trị cực đại của V¿ø, Vụ, ta đất 
dVặp CC — 13 4C _ LÀN 1 DỤ 
tt F TH + Mc 
Nghiệm của phương trình trên là 


Z1 "~* 6, F2 —= - VŒTTt.. 


Xét 
dˆ V&f£ __Ö $ 20C kh ỨC 
d2  — rõ mịr4 


£ ` ` ` "= + 
Thê r¡ vả r¿ vào phương trình trên ta có 


đÌŠVAw -ñ đÊ V&i 
tt? : trẻ 


F—Ti T =T2 


<9: 





. ề % ử Y ..# - _ . _ 
[3o đo tIL T: == ñ V€ LH. Vư đạt gia trị Cực đạt Vụ — Tế: 


(c) Biểu diễn theo năng lượng toàn phần là 
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việt Ø — _¬ Do 


ta CÓ 


dẻ? mr?? - r?2\/2m(E~ V)_ lý- 


Ta có thể tìm được dịch chuyển góc của iôn so với nguyên tử khi di chuyển từ 
ˆ ` z ` LÁ #(a ˆ 7 
VÕ CỰC về vị tri gần nhất rmịn SO VỚI nguyên tử 





ăã "5 
Tmin 7 BI se = S 





0= rị ==.... 
Tmun r2 ( LA ' === ) 
— VÑrnŒ 


| In (r - 2vmC) — 2VmŒ 


——— 


`. TEEN, 





T min 


"mm, khoảng cách cực tiểu từ iôn tới nguyên tử có thể nhận được nhờ cho 
=0 
d0 == 4 





T 
2m(E—V)— =0, 
hay 
2m.Er?~— L?r? + 2mnmŒ =0. 

Do đó 

H2 S— 1?+vI1~Iôm?EC _ E” _ 4mC 

ma 4mT- _ đnE — L2 

hay 
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Thê rmin vào biểu thức của 0Ø) ta có 
Ủr< 66: 


« ` ^ ~ ˆ ˆ kÃ ¬ á =.m. 
Tại sao Øy lại không hữu hạn? Nguyên nhân bởi # = Vạ = Taxi khi z — ØÖ 
hay r —› r„¡n, thành phần vuông góc của vận tốc z9 = z< — mm. là một 
È ˆ ˆ kÀ ` _: " ^ -_ # „+ . L4 # ` 
hằng số, do vậy trong một khoảng thời gian vô hạn quỹ đạo mới tiên tới đường 
tròn bản kính rmịn và không xảy ra va chạm. 





HẠ ⁄ p⁄ . , ^ TA * ^ ⁄ k , 
Nêu #/ > Vụ, rmị„ CÓ giá trị phức thê hiện răng không có khoảng cách cực 
š 2 vÁ ` ^ ^ 7 ^ , r ~ LÁ * ...Á in , ` 
tiểu của iôn và nguyên tử. Một cách vật lý có thể thây rằng khi iôn tới vị trí mà 
. `... 4 LÁ z. ^ 2 3 ` la) Ấ tả 
V2# — Vọ, # # 0 và iôn tiếp tục tiễn tới nguyên tứ. Do / bảo toàn, vận tốc của 


.”A “Jư .. * 2 .ế 1/2 ~ ` ` , “4. r. bì ^ 
iôn, (r2Ø2 + z2)1⁄2 = (sm + r2) , sẽ ngày càng lớn khí tiễn tới gần nguyên 
tử (với điều kiện phương trình thể năng, V(r) = — = vẫn không đổi). 


4 2 2 .A + LÁ LẠ ^ 7 Èb ` Ẫ ` ˆ^ Ầ kì 
Giả sử iôn tiên tới nguyên tử với thừa sô va chạm b va vận tôc ban đâu uạ. 
Để xảy ra va chạm ta phải có 


L. L m”uAb3 
E) = —mmwvỆ =_===—.-- 
8n TP 16Œ7n2 Il6Œ ` 
hay 
8Œ 
b°< —. 
muậ 


Do đó tiết diện để iôn có thể va chạm với nguyên tử là 


Ø = Tnbˆ = Su ch 
ˆ — Đo V mm 
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Xét mô hình cổ điển của một nguyên tử triti có điện tích hạt nhân +1 và 
một electron đi chuyển trên một quy đạo tròn bán kính rọ, quanh hạt nhân. 
Hạt nhân đó đột nhiên phát xạ ra một negatron và điện tích chuyển thành +2. 
(Hạt negatron phát xạ thoát khỏi rât nhanh và không ảnh hưởng tới hệ sau 
khi đã thoát khỏi hạt nhân). Electron đang di chuyển trên quỹ đạo đột nhiên 
có trạng thái khác. 


(a) Tìm tỉ số năng lượng của electron sau khi và trước khi phát xạ negatron 
(lây gỗc năng lượng là động năng bằng không tại điểm vô cùng). 
(b) Mô tả một cách định tính quỹ đạo mới. 
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—_—_———————— ` """>————ễ————————— 


(e) Tìm khoảng cách gần nhất và xa nhất của quỹ đạo mới theo 7g. 
(đ) Tìm trục lón và trục nhỏ của quỹ đạo elip mới theo rọ. 
(UC, Berkeley ) 
Lời giải: 
(a) Khi negatron rời khỏi hạt nhân một cách tức thời, ta có thể coi quả 


trình đó không làm ảnh hưởng tới vị trí cũng như động năng cúa electron trên 
quy đạo. 


Từ mối liên hệ về lực 

















2 2 
m0 e 
: (1) 
LNộ 47£oT§ 
ta có thể tìm thê năng của nó 
mu  e 
2 7r£orop 
và cơ năng tổng cộng trước khí phát xạ negatron là 
TILUS c2 šD c2 
F8. (re vn 
2 4r£oro 87£qgTq 
Sau quá trình phát xạ, động năng của electron không đổi °— - trong khi thể 
năng thay đổi thành 
—2c?7 s— —e? 
47E£gT0 27£EuT0g_ 


Như vậy, sau khi phát xạ, năng lượng tổng cộng của electron là 








rnUậ 2c3 1c” 
Eạ = ~ S9 — “=.._: 
2 47£pT0 S§7£o7o 
từ đó suy ra 
b 
+ =3. 
hì 


Nói cách khác, năng lượng tổng cộng của electron trên quỹ đạo sau phát xạ sẽ 
lớn hơn 3 lần so j khi phát xạ. 


(b) Do Hạ = BXèu: "3 phương trình điều kiện (1) của chuyển động tròn đều 
không thỏa mãn, vì vậy quỹ đạo mới sẽ là một elip. 


(c) Bảo toàn năng lượng cho ta 


-8c? —£ˆ rn(?? + r8) 
———==——+———. 
8rcoru  32cqr 2 
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: - , ` ~ , 2 7 À LÀ ` Á L 
Tại vị trí mà electron quy đạo có khoảng cách gần nhất và xa nhất so với hạt 
nhân, ta có 7 = 0, 








-3eŸ s— mr292 c? s— Lˆ e? 
* 87£qTo - 2 _ 9meoqr 2mr2 2mepr ` 
khi đó với 
12 = m2yậrậ = TC "0 
47£o 


phương trình trở thành 


nghiệm của nó là 


Do đó khoảng cách gân nhất và xa nhất của quỹ đạo mới lần lượt là 
1 
min .) Tmax = Ì 
Đơn vị là ro. 


(d) Đặt 2ø và 20 là trục lớn và trục nhỏ của quỹ đạo elip, 2c là khoảng cách 
giữa hai tiêu điểm. Ta có 


Á7o 
2a = Tmin Ì Tmax = =s ' 

2ro 
2C = Tmax — Tmin = =ì ' 





151 7/ TẠG . 
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Một vệ tính được phóng lên từ trái đất theo quỹ đạo xuyên tâm so với mặt 
trời để thoát khỏi hệ mặt trời với vận tốc vừa đủ. Nó được tính toán sao cho 
sẽ tới quỹ đạo của sao Mộc tại điểm có khoảng cách b đằng sau sao Mộc. Dưới 
ảnh hưởng của trường hấp dẫn của sao Mộc, vệ tỉnh sẽ bị lệch một góc 90°, so 
với phương ban đầu, có nghĩa là sau đó vệ tỉnh sẽ có vận tốc có phương tiếp 
tuyên với quỹ đạo sao Mộc (hình 1.36). Trong quả trình đó, sao Mộc nhận 
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được bao nhiêu năng lượng? Bỏ qua ảnh hưởng của mặt trời tại thời điểm 
tương tác này và giả thiết thời gian tương tác là nhỏ so với chu kì của sao Mộc. 

(UC, Berkeley } 
Lời giải: 

Đặt r là khoảng cách từ sao Mộc tới mặt trời, œ; là vận tốc của vệ tỉnh so 
với mặt trời tại thời điểm cắt quỹ đạo sao Mộc một khoảng ò sau nó mà chưa 
bị ảnh hưởng của sao Mộc và zn và AM, lần lượt là khôi lượng của vệ tỉnh và 
mặt trồi. Do vệ tinh có năng lượng vừa đủ để thoát khỏi mặt trời nên ta có 


nu? _ GmM; 
2T 


_ 2GM, — j2x 4,01 x 1014 x 3,33 x 105 
.- MM 7,78 x 1011 


= 1,8ð x 10' m/s = 18,5 km/4, 





Suy ra 


trong đó sử dụng AÄ⁄¿ = 3,33 x 105 Mẹ (M, là khôi lượng của trái đâU, GŒM, = 
gñˆ? (R là bán kính của trái đất) = 4,01 x 1014 m3/§2, r = 7,78 x 101! m, 


Vận tôc ø; của sao Mộc so với mặt trời là 





92 — GM, 
rẻ r2 7 
nghĩa là 
GMí Đi 
UJ = \Ì—— = ——-~- l3,1 km/. 
J n 73 


. ˆ + ` ` ` £ “ "5 ^ ˆ^ £ ⁄# ˆ 
Khi vệ tinh vừa vào trường hập dẫn của sao Mộc, vận tôc của nó trong hệ 
tọa độ của sao Mộc là 


Vy =ViT— VỤ, 


hay 
uy = v/18,52 + 13, 12 = 22,67 km/s. 


Nếu b không đối khi tương tác, sự bảo toàn momen động lượng của vệ tỉnh, 
trong hệ quy chiêu sao Mộc cho biết vận tốc của vệ tỉnh trong hệ quy chiêu 
sao Mộc khi nó rời trường hấp dẫn của sao Mộc. Sau quá trình tương tác, vệ 
tỉnh rời khỏi trường hấp dẫn của sao Mộc với vận tốc (trong hệ quy chiều mặt 
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Quỹ đạo của Sao Mộc 





MẬẶT TRỜI 


Hinh 1.36 


trời) có phương tiếp tuyến với quỹ đạo sao Mộc. Do đó vận tốc của vệ tỉnh so 
với mặt trời là 


Uy = Uy + Uy = 22,67 + 13,1 = 3ð, 77 km/s. 


Năng lượng thu được trên một đơn vị khối lượng của vệ tỉnh trong quá 
trình tương tác này là 


3ã, 77? — 18, 52 
——s— “468,6 x 108 J/kg. 
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Bằng những lập luận nào và sử đụng những đại lượng do được nào người 
ta có thể xác định được những đại lượng sau với độ chính xác cao? 

(a) Khôi hương của trái đất. 

(b) Khỗi lượng của mặt trăng. 

(c) Khoảng cách từ trái đất tới mặt trời. 

(Columbia ) 

Lời giải: 

(a) Một vật trên trái đắt là nặng hay nhẹ là do lực hút hắp dẫn của trái đất 


quy định. Ta có 
ŒGn„rm 


RẺ ` 





TrLg — 
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từ đỏ khôi lượng của trái đất là 


_ gR” 
jH = _ 
Trong đó ¿ là gia tốc trọng trường, # là bán kính trái đất, và Œ là hằng số hâp 
dẫn, đều là những đại lượng do được. 
(b) Xét hệ hai vật có khôi lượng rnị, mạ, cách nhau một khoảng r, và dưới 
tác dụng của tương tác hập dẫn. Phương trình lực là 


7T1117112 T73 2 
——————= | ———— |Tư⁄, 


r? m\ị + rn› 
hoặc 
4m “r 
Tứ, „. 
G(m ‡ rnạ) = _m- 


Trong đó mirna/(mị + ray) khôi lượng rút gọn của hệ. Áp dụng cho hệ trái 
đât - mặt trăng ta có 
4ndŠ 
G (tựu + Tr1„,) = ra ' 

z ` . ` Ấ . L4 Lá ` ` kí 
trong đó ;nự„,, ¿ và 7 tương ứng là khôi lượng, bán trục chính và chu kì của 
mặt trăng, Nêu biết zn„ trong câu (a) với øa và 7' xác định bằng quan sát thiên 
văn, có thê nhân được mạ. 








Mặt Trời Trái Đất Eros 
J1. . 
: Œị ——— Xa HS 
Hinh 1.37 


(c) Mô tả dưới đây là một phương pháp mang tính lịch sử dùng để xác 
định khoảng cách giữa mặt trời và trái đắt thông qua tiểu hành tỉnh Eros. Khi 
mặt trời, trái đất và Eros nằm thẳng hàng như trên hình 1.37, hai người quan 
sát tại A và B ở vĩ độ À¡ và A; trên cùng mặt phẳng chứa Eros và mặt trời đo 
ØðÓC ai Và œ¿ như trên hình 1.38. Do 


œ3 = À› — ð+ Øa, Œị>› =À¡—ô+đ\, 


6-BT&LG CŨ HỌC 
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Eros 






Xịch đạo 


g- 0 —— 





Trải Đất 
Hinh 1.38 
dân tới 
là = đẩ\ = 8s (t1 À2 + Àt ` 

vả 

S°inú/lạ — sino¿_ SỈ ¿3 giai - 
SUY ra 

đ› — Ủ\ =siu dạ si; = ——(SÌn œ¿ — sII ŒI), 
đt) cm 

t3 CÓ 


H„(SÌn tđrạ — 811 œ1) 
8,r=a= _———— 
Œđ¿ T— (tị - À2 TÀI 


Áp dụng định luật Kepler II 


Trong đó 7 và 7¡ lần lượt là chu kì quay của trải đất và Eros xung quanh mặt 
tröi. Hai phương trình cuỗi cùng cho phép ta xác định được a. 

Tuy nhiên, phương pháp này không chính xác do quy đạo chuyển động của 
Eros và trải đât là elip, không phải là tròn (tâm sai của quỹ đạo Eros = U. 228), 
và góc giữa hai mặt phẳng quỹ đạo lớn hơn 10°. Hiện tại có rất nhiều cách 
khác có thể đo được khoảng cách tới mặt trời chính xác hơn nhưng không phải 
là phương pháp cơ học. 
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Hai nửa hình trụ đồng trục dài với mặt cắt ngang mô tả trên hình 1.39, 
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mang điện tích với phân bỏ để tạo ra điện trường xuyên tâm E = ke;/r ở giữa 
chủng. Một hạt có khỏi lượng m, vận tộc v và mang điện tích âm —„ đi vào 
trong vùng giưa hai nửa hình trụ đó từ bên trải và có phương vuông góc vỏi 
trục của chúng và vuông góc với phương xuyên tâm (như hình vẽ). Do vận tốc 
không có thành phần hướng theo trục của hai nửa hình trụ, ta chỉ xét chuyển 
động của hạt trong mặt phẳng hình vẽ. 





Hinh 1.39 


(a) Nêu hạt chuyển động theo một hình tròn khi ở bên trong hai nửa hình 
trụ, thì bản kính r của chuyển động phải thỏa mãn điều kiện nào? 

(b) Tiếp theo, xét quy đạo chuyển động của hạt tại điểm bắt dâu khi di 
vào vùng không gian giữa hai bản tụ có cùng khoảng cách tới trục của hai nửa 
trụ và có cùng tốc độ như trên câu (a), nhưng nghiêng một góc ở nhỏ so với 
phương ban đấu. Với một góc nhỏ j bất kì thì điểm ?, tại đó hai quỹ đạo lại 
cất nhau mót lẳắn nữa, không phụ thuộc góc ¿3. Tìm vị trí của điểm đó. (Chỉ 
XÉI trong mặt phẳng hinh ve). 

(c) Lỡi giải của câu (a) thay đổi thẻ nào nêu thay điện trưởng bằng một từ 
trường đều hưởng dọc theo trục của hai nửa hình trụ? 

(Coilumbia ) 


Lới giải: 
(a) Khi hạt chuyển động trên một quỹ đạo tròn, ta cỏ 


mu qk 
(¡ 
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.X ` ˆ Ẫ ki ^ ~ ˆ `. ˆ , ~ l4 ^ 
Miễn là vận tốc v của hạt thỏa mãn điều kiện trên, nó sẽ chuyển động theo 
một hình tròn với bán kính bằng với khoảng cách của đường thắng ban đầu 


tại điểm bắt đầu vào miễn không gian giữa hai nửa hình trụ tới trục của hai 
nửa hình trụ đó. 


(b) Hạt chuyển động vào bên trong hai nửa trụ tại điểm có khoảng cách 
rọ Và tộc độ u bằng với câu (a), nhưng nghiêng một góc ở so với phương ban 
đầu. Nguyên lý bảo toàn momen động lượng và năng lượng cho ta 

mmr28 = rnrọu (1) 


“. "ứ 1 ứ 
~m(#ˆ + r20”) + qkìn () = mu" : (2) 
70 


Khi quy đạo mới lệch với quỹ đạo cũ một lượng nhỏ, ta đặt 


"ro tr, 
d 

T muếi 

Ô =uo + ò9, 


trong đó œạọ là vectơ vận tốc gÓC của quÿ đạo tròn ban đầu, và ôz, ðØ là các đại 
lượng nhỏ. Thay vào (1) ta có 


hay 


v ~ , "MA 
[a cũng có thề việt 


2 2 2 ẳr ấr\” 
†“= (fotbốr)” S76 Ll+2—+ — : 
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——~- “——¬—'>—--——t—t  - nh. 


Do vậy (2) cũng có thể viết lại, bỏ qua các thành phản vị phân có bậc lón hơn 


2: 
| đễr \” 3đưnu? — qk 3 qk — mu 
¬ —= = — ——s |(ð —= ôr =0 
2m (T ] tñ = an) tên AC =—) r 


hay (chú ý øk = rmu^), 








Sau đó lẫy đạo hàm theo thời gian cả hai về ta có 
d”ôr 1N 

—+2| _- | ốr=0, 
PB (2) ' 


ôr = 4ain (v22: + +) ' 
0 





với nghiệm là 


Trong đó 4A và „ là các hằng số tích phân. Với điều kiện ban dâu là 


r(0) = 7o, r(0) = usìn Ø, 


hay 
ôr =0 vn —=t%sinØ tạli=0 
r>=ÚŨ, Työr = v8in alif =0, 
Suy ra 
TŨ: : 
=0, ẢÁ = —_-sinØổ. 
ụ2 V2 ! 
Do vậy 


ề 7a . : U 
ðr —= ——sSIn đan v2) , 
v2 ' To 


Tại điểm cắt của hai quỹ đạo, ồr = 0. Diểm cắt thứ hai xảy ra tại thời gian ¡ 
sau đó được cho bởi 


U ° 71 T 
V2—t=z, hoặc t‡—-—=— 
U 


To V2 


và vị trí của P được cho bởi 


60 =ôt ~xugt = —t= — 


T0 Và" 


vậy vị trí P không phụ thuộc vào Ô. 
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(c) Nếu có một từ trường đều tác dụng vào hệ đọc theo trục hai nửa hình 
trụ thay cho điện trường thì ta có 





Bản kính của hình tròn sẽ là 
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Quỹ đạo chuyển động của một hạt chuyển động dưới tác đụng của một lực 
xuyên tâm là rô = hằng só, Xác định phương trình thể năng theo r. 
(Golumbia ) 


Lời giải: 
Xét lực xuyên tâm EF = r#() tác dụng lên hạt có khôi lượng zn. Áp dụng 


định luật hai Newton ta có 


F = mí(# — r8?) , (1) 
0 = m(rô + 2+8) (2) 


trong hệ tọa độ cực. Phương trình hai suy ra 


: ¬"... = 
2r9 = ——(rˆ8) = 
TỦ + 27 . }Ú. 
hay 
r?ð = hằng sô = h, chẳng hạn, 
hay 


8 — hu? 


bằng cách đặt 
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Khi đó đo 
.__ đy _ „đr 2 r đu 
dàn 7 04710 EaEP.DSRNGT.Th 
đi 2 d đu 2 ađ tu 
=0 c=ÏN? ve]: ce.=l2n 
P GE nọt 9E Tp ( 5) hi 
rũ? = —h°u3 = h°u` 


phương trình (1) trở thành 
2 
P`= —mnhˆv? ( + +) : 
Phương trình này thường được gọi là công thức Binet. 
Trong bài toán này, coi r = ¿ và việt phương trình quỹ đạo dưới dạng 
lu= Gỗ v 
trong đó Œ là hằng sô. Công thức Binet suy ra 


—mh? 


PF.= —-mh°uŠ = ñ 
: 





Thế năng theo định nghĩa là 








li" HA Ầ _ ` ˆ À ˆ 
với môc thê năng tại vô cực băng không. 
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Tàu Mariner 4 được thiết kế để du hành từ trái đất lên sao Hỏa trên một 
quỹ đạo hình elip với cận nhật của nó là trái đất và sao Hỏa là điểm viễn nhật. 
Giả thiết là quỹ đạo của trái đất và sao Hỏa là hai quỹ đạo tròn có bán kính 
lần lượt là #z và P„;. Bỏ qua ảnh hưởng với trường hấp dẫn của các hành 


tỉnh đến tàu. 


# vu» ˆ Ầ ` # +» Lệ Ẫ ` * ^« `... 7 "sa Ẳ ` 
(a) Với vận tốc nào so với trải đầt tàu Mariner 4 phải rời khói trải đâầt và 


theo phương nào? 
(b) Sau bao lâu tàu tới sao Hỏa? 
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` : 

(c) Khi tới quỹ đạo sao Hỏa tàu có vận tóc là bao nhiêu so với sao Hỏa? 
(Thời điểm Mariner 4 rời trải đât phải được chọn chính xác nêu nó phải tới 
sao Hỏa. Giả sử điều này đã được thực hiện.) 

(Columbia ) 
Lời giải: 

Do tác dụng của lực hập dẫn lên tàu Mariner 4, là một lực xuyên tâm, là 

một lực thế nên ta có 


_— 


m?2  ŒGmMí : nh? 
2 r 2r2 








` 
h 


Trong đó rn và Mĩ tương ứng là khôi lượng của Mariner 4 và mặt trời, G là 
hằng sô hắp dẫn, và h = r22 là hằng số. Tại điểm cận nhật và viễn nhật của 
quy đạo eÌip, ? = 0, r = ?‡ và r = lề„;. Do đó 

_ =GmM nh? _ —GmM mh? 


#=———— †+——_=_———— †_„èx, 
TM Tng, lìp 2) 


Suy ra 
bạc .. 
hụ/ + ?ir : 


- vo? ^ ^ ^ Ầ + xở `. gX 
Tại điểm cận nhật, vận tôc so với mặt trời là 


¬"~ 2GM Rịụ 
ltp Tg(Ru +) 


Giả sử Mariner 4 được phóng theo hướng cùng chiều chuyển động của trái đất 
quanh mặt trời. Vận tốc của Mariner 4 rời trái đất so với trái đất là 


¬— 2. 2GMRM, — |GM 
"¬ Z U Rg(R + he.) lpg ` 


/ ` ^ HÀ ^ 5 Z2 £ Z ^ l4 : 
trong đó ø;; là vận tốc chuyển động của trái đất. Tương tự ta có vận tốc tại 
điểm viên nhật so với sao Hỏa là 


" 2GMhgp  — |GM 
pỒ # U Rư(Rạ¡ + Re) R. ` 


Áp dụng định luật Kepler 3 ta có chu kì 7 của Mariner 4 quay quanh mặt trời 
là 
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Trong đó 7: = là chu kì quay của trái đất bằng 1 năm. Do đó thời gian để 
Mariner tới sao hỏa là (đơn vị là năm) 


3 
¬.. Hp + Ra. \? 
“pc 2tr 
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Hạt pion mang điện tích (x† hoặc ~x~) có động năng phi tương đổi tính là 
T. Một hạt nhân nặng có điện tích Ze vả bán kính hiệu dụng ð. Xét một cách 
cố điển, hạt pion va chạm với hạt nhân nêu khoảng cách giữa chúng là b hoặc 
nhỏ hơn ở. Bỏ qua ảnh hưởng của lớp sự giật lùi hạt nhân (và các ảnh hưởng 
của vỏ điện tử), chỉ ra rằng tiết diện va chạm của pion là 


2 — + 
ỡ= ... 0l đôi với xỶ , 
T 
và : 
gục 00109 Tu, dỗi với r~ , 
Xà 
trong đó 
Zc? 
V=“= 
(Coluimbia ) 
Lời giải: 


Gọi ở là thông số va chạm của pion khi tới gần hạt nhân. Pion có vận tốc 
ban dâu là V# và momen xung lượng là 27mnd, trong đó zr‹. là khôi lượng 
của pion. Tại điểm gắn nhất của hai hạt, vận tộc theo phương tới hạt nhân của 
pion băng không, tức là ; = 0,  = ÙØ. Áp dụng định luật bảo toàn momen 
xung lượng ta có 

V27Tmd => rnb?ô 
hay 


Bảo toàn năng lượng cho 


] : 
T=V+ ainb)6? : 
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Khi đưa thể năng vào phương trình, hay 


ME 


m 


.Á ..A ° ' ` 
Tiết điện va chạm của pion là 


Ø = Trở “Ø5 mm TỔ — 7Ù TT] + 





2 Ã. Z4 7 
Thay V = “£-, đôi với x? ta có 


J7 ằ=Y 
ĐỘ 2 


` Á. #_» =h; ý 2 , 
và đỖI vỚi z—, V = —“£- ta có 


"1..... 
—= mù? 
Ø TT ( T ì 
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Ước lượng độ lớn của một tiểu hành tỉnh mà bạn có thể thoát ra được nhờ 
một cú nhảy. 
(Golumbia ) 
Lời giải: 


Nói chung, trước khi nhảy, người ta luôn khuyu khớp gồi để hạ thắp trọng 
tâm khoản 50 cm và sau đó mới nhảy. Độ cao thông thường của một người có 
thể nhảy là khoảng 60 cm cao hơn chiều cao của anh ta. Trong quá trình này, 
công sinh ra là (0, 5 + 0, 6)rng, trong đó rn là khôi lượng của anh ta và ø là gia 
tỐc trọng trường. 
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-.— 


Có thể coi khí nhảy trên một tiểu hành tỉnh khối lượng MX và bán kính R 
ta phải tôn cùng năng lượng như trên trái đất. Do đó để thoát khỏi tiểu hành 
tính bằng một cú nhảy ta cần có 


M 
1, mg = —= 


Nếu giá thiết mật độ của tiểu hành tỉnh và trái đất là như nhau ta có 


M _ RẺ 
M;p_ R} ` 


Trong đó Mg và ?„ lần lượt là khối lượng và bán kính của trái đất. Do g = 
GMz/ RẺ, ta có 
TM R 
=7 
1,lg  I,111z 








hay 


R= v1,Lig = 1,1 x 6400 x 103 = 2,7 x 10m. 
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Bạn biết rằng gia tốc gây ra bởi trọng lực trên bể mặt trái đât bằng 
98 m/⁄s2, và chiều dài vòng tròn lón nhất quanh trái dắt là 4 x 107 m. Bạn 
được biết rằng tỉ lệ bản kính và khối lượng của trái đất so với mặt trăng lần 
lượt là 

Tìm Mlm 


=0.,27 à 
D, : và M. 








=0,0123 


(a) Tính vận tốc tôi thiểu để thoát khỏi trường hắp dẫn của mặt trăng từ 
bề mặt của nó. 
(b) So sánh tốc độ này với tốc độ chuyển động nhiệt của các phân tử oxy 
tại nhiệt độ của mặt trăng có thể đạt 100°C. 
(UC, Berkeley ) 
Lời giải: 
(a) Gọi vận tốc để thoát khỏi trường hấp dẫn của mặt trăng là 0„¡a, ta có 


Tu. G M„m 
2 Tm ` 
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. /0.0123\ /GM¿\.— 
min — "_¬— ~~ ———— ———— Tho 
Tìm 0. 27 T£ 


— J/0,0123\ _ : 
=V( n ) 0: DĐ =8/88x 0! HA 


có sử dụng g = GM,/rÈ, D„/D,„ = 0,37 và N„/M,„ = 0.0123. 
(b) Động năng trung bình của chuyển động nhiệt của phân tử oxy tại nhiệt 
độ 100°C là 3k7'/2: 





1 . h' 
-TmUÊ2 = -kT. 
P) 2 


n. Jk7 — lả x 1,đ8 x 10' 23x 373 - 538 m/s 
" V T1" — 32 x 1,67 x 10-2 ¬ : 


^ LÁ „” ^ . ki n 4 ~ . +.^ ˆ r4 ¬ 
”, vận tốc chuyên động nhiệt của oxy trên mặt trăng tại nhiệt độ cao nhât cua 
2 2 ^ LÁ ˆ Ẫ ^ f 3 _ - 
no nhỏ hơn vận tộc „m¡a, vận tốc đề thoát khói mặt trăng. 


Do đó 
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Một vật có khối lượng là một đơn vị khối lượng chuyển động trong một 
trường thê có thê năng //(r). Quỹ đạo của nó là r = øe~®?, trong đó đ là góc 
phương vị đo trong mặt phẳng quỹ đạo. Tìm //(z) chính xác tới một hằng số 
nhãn. 


(MIT) 
Lời giải: 
Đặt 
]L sé? 
ú = — = —— 
r a 
Do đó 
dỀầu b^2eb8 
—>=——=Ù 0u, 
d02 a 


va công thức Binet (Bài 1055) 


5 “d2 
P = —-rnh2u? lâm: + s) 


Cơ hiẹc Newton ¬W  . | | B7 
đôi với m7 1 cho 


VỐN — “(ÈŸ +11 _HỮ/(1) 


ẳ + & ` k £ LÍ và - È ° , 
Lây tích phân va lây góc thê năng Í7(r) tại VÕ CỰC r —+ +, tả CÓ 


lh“^ Ùˆ +] 
uU<eẽẻe , (£ : : 
ụ rẻ 


trong đó /: — z?Ø là momen động lượng được bảo toàn của vật khi chuyển 
động quanh tâm của lực và được xác định bởi các điều kiện ban dẫu. 
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án xa trên hình cầu cứng: 

Chỉ ra răng tiết điện cổ điển đỏi với tản xa đản hồi của nhưng chất điểm 
tử rót hình cầu nặng võ cùng bản kính #? là đăng hướng. 

(MIT) 

LƠi giải: 

Với tán xa đản hồi, góc tới băng góc phản xạ. Khi đó góc tắn xạ z — 20 
(hình 1.40). 





Hình 1.40 


Nêu ¿ là tham số va cham, tạ có 


h = Han, 
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và 
dđb = Rcos 8d0. 


` k¿ .Ấ _' , , - ` 
Đạo hàm của tiết diện tắn xa theo góc đặc #2 là 


2mzbdb = 2z R sìn 8 cos 0d9 = Ta 2m sin Uđd , 
hay 


dơ _ TT sin 28đ8 
d1 2 sin¿dụ 


= Rˆ sìn dụ c. đế” 





— 4ginựd¿ 4 
Như vậy tiết diện vi sai cổ điển độc lập với góc tán xạ. Nói cách khác, tán xạ 
là đăng hướng. 
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Tìm phân bỗ góc và tiết diện tán xạ toàn phần của những viên bí nhỏ 
khôi lượng r„:, bán kính z trên một quả bóng bi-a khôi lượng 4⁄, bán kính R 
(m &« M). Coi tán xa là đàn hồi và không có lực ma sát. 

(Columbia ) 
Lời giải: 

Do z < X7, quả bóng bi-a nặng sẽ không bị dịch chuyển trong quả trình 
tán xạ. Do tán xạ là dàn hồi (hình 1.41), góc tấn xạ © liên hệ với góc tới qua 
biểu thức 

O=zr—-29, 
trong đó 9 được cho bởi 
(R+r)sin 0 =b. 


.Á " Z ` ..Y< 
Tiết diện tân xạ vị sai là 


dơ _ |2mbdb| — 2m|sìn 0 cos 8 - (R.+ r)?dô| 





— 





dQ — dO 27rd cos 
— lạ(R+r)?sin 9d6| — ‡(R+r)?dcos © 
" đcos Q 1 đcos Q 


(R+r2. 


“mi” 
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Do 38 là đẳng hướng, tiết điện toàn phần là 


ị V3 
Ø; = 11— = 1(l+r)}ˆ. 


(lơ 
) 





Hình 1.41 
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Một tàu vu trụ đang bay trên một quỹ đạo tròn bán kính rọ quanh vì 
sao có khỏi lượng A7. Động cơ phản lực của tàu phát động để thay đổi vận 
tóc của nó (ngay lập tức) môt lượng âv. Góc phụt của động cơ phản lực 
(! là góc giữa vectơ vận tốc v và vectơ từ đuôi tới mũi của tàu vũ trụ (xem 
hình 1.42). Dể tiết kiệm nhiên liệu trong Ả lần phụt, động cơ phải tôi thiểu 
hỏa ẤV = $7. |âv,|, AV được gọi là xung lực riêng. 


Hình 1.42 


(a) Giả sử ta muôn dùng đông có của tên lửa để thoát khỏi ngôi sao. Xung 
.ˆ^ * . " * L & .^ ˆ -ˆ bị 
lực riêng tôi thiểu của tàu phải bằng bao nhiêu nêu động cơ phụt một lắn đuy 
^ » %.» . £ » ` , ` 

nhật trong khoang thời gian rầt ngăn? Và phụt theo hướng não? 

(b) Giả sử ta muỗn thăm một hành tỉnh có quỹ đạo là hình tròn bán kính 
r¡ >> “ụ. Xung lực riêng tôi thiểu của tàu là bao nhiêu để tới được quy đạo của 
hành tính trên, và phải phụt theo phương nào nêu một lần nữa động cơ chỉ 
phụt một lần duy nhất trong thời gian rât ngắn? 
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Giả sử ta muỗn sử dụng động cơ của tàu để làm cho nó đảm vảo vì sao 
(giả thiết bán kính của vì sao có thể bỏ qua). Tính xung lực riêng tôi thiểu của 
tàu trong cả hai trưởng hợp sau: 

(c) Phụt một lần trong một thơi gian ngắn với góc Ø — IRU”. 

(đ) Phụt một lẳn trong một thời gian ngắn với góc Ø0 = Ú° và rồi phụt lần 
thử hai với góc Ø - 18U° sau đó. Thời gian lẫn phụt thứ hai và cường độ của 
mỗi lần phụt được chọn để tôi thiểu hóa xung lực riêng tổng cộng, 

(MiT') 
LỚƠi giai: 

(a) Gọi ¡¡, là vẫn tốc của tàu vũ trụ trên quy đạo troỏn bán kinh zụ, và 6, 

là vận tốc thoát khỏi quỹ đạo đỏ. Do đó 





Hì Hồ ` (;Alin bì ĐỂ, ¬ (7ÀTrmn 
“1 KS s. ˆ Fụ 
hay 
— JGÀI _—_ jJ2ŒGMf 
HE Vụ TW - 
Do 


tức — Đtọ + |Av|eos Ø = tụ + ẤV củsØ, 


xung lực riêng cần thiết để thoát khỏi vì sao là thập nhất khi Ø — Ú, có nghĩa 
là vận tốc ban đảu của con tàu và xung lực cùng chiều, và được cho bởi 





h GAI # ¬ 
ẪV = tùy — 0o ~ V — (Về — 1]. 
Ũ 





Hình 1.43 
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(b) Sau lần phụt đầu tiên, tàu vũ trụ thoát ra khỏi quỹ đạo tròn xung 
quanh vì sao và di chuyển trên một quỹ đạo parabon. Khi tàu tiếp cận quỹ đạo 
của hành tinh có bán kính r = r¡ động cơ tàu một lần nữa hoạt động (xem 
hình 1.43). Để tàu đi chuyển trên quỹ đạo tròn bán kính rị, vận tốc của nó là 


U1 = — , 
T] 


Đặt u¡„ là vận tộc của tàu khi nó đến quỹ đạo của hành tỉnh và trước khi động 
cơ hoạt động. Bảo toàn momen động lượng đòi hỏi 


U0e7o — Uịe7) COS @ 
hay 


TaUoe 
T1 


Bảo toàn năng lượng suy ra 








2 TH 1e _ T1 3 
hay 
2GM 
U1e — 
7ì 


. , ..ˆ l§ " .”Á? " ` 
Khi đó xung lực riêng tôi thiểu cân thiết là 

















AV —= [Vì = Vìe| 
hay 
(AV}Ÿ = ty + tị — 20tzu coS 
2GM GM 
= +~ 
_ JƠM - n.. "- 
_ 3% _2 /=) | 
71 T 
Nên 





7-BT&LG Ođ HỌC 
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(c) Với một lần phụt nhanh với góc  = 180°, xung lực riêng nhỏ nhất là 
xung lực làm cho vận tốc của tàu z' = ạ — AV = 0, đo đó nó sẽ rơi xuống vì 
sao. Do vậy, xung lực tôi thiểu cần thiết là 


GM 
AV = ọ = t\j——. 
To 
(đ) Nếu sau lần phụt đâu tiên với góc 9 = 0°, tàu đạt được vận tốc thoát 
Đọc = \/ **, hay AW = v/Š “(v2 — 1), nó có thể thoát khỏi quỹ đạo. Vận 
tốc u của tầu được cho bỏi 


1L. GMm 





=Twu?2—= ———— = hãng SỐ. 

2 T 
Khi r — œ, ø — 0. Lần phụt thứ hai có thể thực hiện khi ø ~ 0 theo góc 
0 = 180° để quay đâu về phía vì sao với xung lực riêng AV¿ + 0; Xung lực 


tổng công là 
GÀiI 
AVz~AVWi=\Í——(vV2—1). 
TD 
Xung lực tổng cộng tôi thiểu nhận được như sau 
Giả sử lần phụt đầu tiên với góc Ø = 0° là 
AVI < oe ~ Đạ , 

Sau đó tàu vũ trụ đi chuyển theo quỹ đạo elip. Vận tốc của nó sẽ cực tiểu tại 
điểm viên nhật. Tại đó động cơ phụt lần thứ hai với góc bằng Ø = 180° để tôi 


thiểu hóa A. Giả sử rằng tại điểm viễn nhật, tàu cách vì sao khoảng rs và 
có vận tôc 0, do đó AVI nhận được băng phương trình năng lượng 


] GÀI 1 M 
— U2 — le Ti ftng JÄ (0c đo 
2 r2 2 To 








Và phương trình momen động lượng 
rnraUa mro(Đg + AV) 
Rút gọn ra ở phương trình trên ta có 


2GMbu 2GM 
2 2 2 
D2 CS. sẽ... ma Ác) c0 


SUY ra 
GM GM 


= ———————- + |—- AU 
ro(Đo ¬+- AW) To(Đo + AVWI) (0o l L) 


Cơ học Newton 93 


trong đó dẫu bên dưới tương ứng với vận tốc tại điểm cận nhật và dâu bên 
trên ứng với vận tộc ỏ điểm viên nhật. Tại điểm viên nhật 
2GMẰ 


=>“ 2/0): 
To(o + AV)) (0o `. 1) 


12 — 


Lần phụt thứ hai Avs phải bằng v¿ về độ lớn nhưng ngược chiều để đừng tàu 
Vả tàu sẽ rơi xuÔng vì sao, nghĩa là vạ + Ava = 0. Do đó 


2GMĂM 


AW› = |Ava| = — — xu 
MT | vạ| = L2 ng rọ(®ọ + AM) 


tĐọ — An. 
hay 
2GMẰM 
AVWì + AVạ = —————_cx+ ~ 0. 
: z ro (Đo -+ AW) lẻ 
Ta thây rằng giá trị của AW; càng lớn thì xung lực riêng AV = AV¡ + AW 
càng nhỏ, với điều kiện 
AI <€ Địa — tụ. 
Do đó để cực tiểu hoá Ệ-ey lượng, lần phụt đầu tiên sẽ thực hiện một xung 
lực AV) = /GM/ra(v/2 - 1) và sau thời gian đài vô cùng, động cơ phụt lần 
thứ hai với xung lực vô cùng nhỏ là AV¿. 
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“Các viên đạn giữa các vì sao” được coi như là những đám mây khí đặc 
chuyển động như các hạt xung kích đi qua đám mây khí mật độ thập hơn. Xét 
một đám mây hình cầu đồng nhất bán kính E, khối lượng M, và “viên đạn” 
bán kính < R và khôi lượng rn„ < AM. Bỏ qua các tương tác phi hắp dẫn. 

(a) Hãy viết biểu thức lực F(r), 0 < r < œ, chịu bởi viên đạn theo khoảng 
cách r từ tâm đám mây, và với thê năng V(z), 0 < z < œ. Vẽ Vfr). 

(b) Viên đạn có momen xung lượng LU = m(GŒMR/32)1/2 quanh r = 0 và 
tổng năng lượng là E = —5GŒM rn/4R. Tìm (các) điểm ngoặt của quỹ đạo. 
Viên đạn ở trong hay ngoài, hoặc lúc trong lúc ngoài đám mây? 

(c) Với L và E như trong phần (b), viết biểu thức đôi với góc quỹ đạo vi 
sai đ9 theo đừ, r và R. 

(d) Viết phương trình quỹ đạo r(0, R) bằng cách tích phân lời giải phần 
(c), có thể sử dụng 

Í==S —2CZ — b 
— aTCSII —————— c<0. 
va TT == Z= Aac 
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Tìm các điểm ngoặt rị và phác hoạ quỹ đạo. 
(MIT) 


Lời giải: 
(a) Lực F` tác dụng lên viên đạn là 


GÀ? 








2 §Í E 2) xà - ái 
1 ˆs 
E= tt 
ŒMtn 
_——— (<r < œ). 
: 


Từ định nghĩa thê năng V'(r), F = —-VV(r), ta có 


Vựj=- [ #‹&- [ Ea (0<r<®, 


œ R 
Vự)=- | F á (R<?< *1. 
>> 


Khi thay thê vào biểu thức gắn đúng với F và tích phân, ta tìm được 


GM _ | 
Hi LENC —ớ) (0<r<ñ), 
| (AIm 


ỉ 





Vín)— 
(HÑét< Ẳ@œ) 


Hinh ve phác V'(r) như ở hinh 1.44. 


V {rị 





Hình 1.44 Hình 1.45 


(b) Như trong hình 1.44, với tổng năng lượng ` ~- —5GÄfm/4ñ, viên đạn 
chỉ có thể chuyển đồng bên trong đám mây khí trong vùng được bao bởi các 
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điểm ngoặt. Tại các điểm ngoặt, ? = 0, u = öuạ. Do đó 





TTnUạ = Tn k Di c0, 

0 — 32 ) 
GMmn, › 2 TUỆ _ —=9Gfm 
2n (r "2n Nuynn : 


Khử ›œạ, , ta có, với khoảng cách ngoặt r 


32(S) -16(T) +1=0, 


chúng có nghiệm 








(g)-*$f 

R6 R ` 

SUY ra l 
r+ = 2$ vền, 


(c) Bảo toàn năng lượng và momen xung lượng cho ta 


m{(†? + r20) 


E = V(r)+ 2 
L—rnr?8. 
Thay vào biểu thức trên 
—k 
— Tnr2 ` 


, _ drd0 _ ,„dr T.. dy 


C da. d8 mr2d8 Ì 








ta có 
5GMm  GMm, › s1 |1 /đ#\?7, 1|GMR 
1TR — 2n ứ — 88) + àm | (MỘ tà 3 7 
hay 
đr\”— s[ se/rá r\2 
5) =r I-s2(2) +16) 1 | 
nghĩa là 


đø = Ị-32 §) +16 (@ = i ¬ - | 
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(d) Để lây tích phân biểu thức cuỗi cùng, đặt z = (r/R)~? và viết lại 
phương trình như sau 





_2/j80 = đền 
V-32 + Iör - r7. 
Tích phân, ta nhận được 
22 — 16 
œ — 28 = arcsIin 
§v⁄2 
hay 
zœ==+ 4V2sin(œ — 28) = 8+ 4V2cos(28 + 8) , 

nghĩa là 


tần “=_— 
R 4l2+ v2cos(29 + ø)|_ 
ở đây ở là hằng số tích phân. Bằng việc chọn hệ tọa độ thích hợp, ta có thể 


cho Ø = 0. Tại điểm quay, r hoặc cực đại hoặc cực tiểu, nghĩa là cosØ = +1. 
Do đó các điểm quay cho bởi 


Tạ — | ¬ 2+v2 
My ho ý S 


Như vậy có tất cả 4 điểm quay như chỉ ra ở hình 1.45. 
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Một chùm hạt nhỏ có khối lượng rm chuyển động song song bay về phía 
mặt trăng với vận tộc ban đầu 1. 


(a) Va chạm giữa chùm hạt với bề mặt mặt trăng là va chạm gì? Biểu diễn 
sự va chạm ơ giữa bán kính , vận tốc khí rời khỏi bể mặt mặt trăng W4. và 
tạ. Bỏ qua sự xuất hiện của trái đất và mặt trời. 

(b) Nêu bạn không thể suy ra từ công thức, một phản lý luận sẽ đưa ra 
một công thức tốt dựa vào sự phân tích kích thước hạt và căn cứ vào hai điều 
kiện giới hạn 1ạ tiên đến 0 và Vọ tiễn đến vô cùng. 

(UC, Berkeley ) 
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Lời giải: 
(a) Hằng số va chạm lớn nhất là b„„„. Các hạt sẽ va chạm với mặt trăng 


nêu khoảng cách giữa chúng xắp XI bmax hoặc nhỏ hơn. Sự biên thiên năng 
lượng và momen xung lượng được tính 


mM?- mV? ŒMrn 


j s4. h 
?nVbÐmax = ?nV R. (2) 





(1) 


Từ phương trình (1) chúng ta có thể tính được 


2GM1 
VỀ = VỆ + —T— = Về + Vạcc- 


Từ phương trình (2) suy ra 


VˆRˆ . 





_ ^ .Lˆ^ # À .- kÀ , r..* ~ »- ` 
Ở dây diện tích bê mặt va chạm của các hạt với mặt trăng là 


| Vẹ 
ø = TÙ2..„ = nÌỀẺ ụ +¬— ) 
Vụ 





(b) Đối với hai trường hợp giới hạn, chúng ta có 


=5 đỗi với Vọ —¬ 0, 


ơ >mrlˆ đỗi với Vạ — co. 


Các kết quả này có thể hiểu như sau. Với Vọ rất nhỏ, tắt cả các hạt sẽ va chạm 
với mặt trăng, chúng ta có thể bỏ qua tác động của trái đất và mặt trời. Đối 
với vận tốc lớn, những hạt tới mặt trăng sẽ chuyển động đến với sự bỏ qua thế 
năng do sức hút của mặt trăng không đáng kể so với động năng tác dụng. 

Để áp dụng phương pháp phân tích kích thước, chúng ta đưa ra diện tích 
bể mặt sẽ là bể mặt hình học của mặt trăng với thừa số kích thước bao gồm 


Vọ và Wsc 5 
: V, 
=rmRˆ|t+0|—]|› 
Ø<&= 7T | + & 


ở đây ø và ò là hằng số chưa biết mà không thể xác định bằng phương pháp 
này. Hệ số a phải dương thỏa mãn hai điều kiện giới hạn. 
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Giả sử mặt trời chuyển động quanh bởi một đám mây bụi mở rộng ra xa 
nhỏ hơn bán kính của trái đất. Mặt trời cho biểu thức thê năng quen thuộc 
V = —GMm/r, và của đám bụi là V = kr?/2, Trái đắt chuyển động tròn theo 
elip với bán kính trung bình rọạ. Tác dụng của đám bụi có thể là nguyên nhân 
chuyển động sẵn với elip. Tìm biểu thức gần đúng (gần đúng bậc một đôi với 

Ầ ^A »Ã ^ ` về 5 , m2 Š 
k) tộc độ tiên động và chiều của nó so với chiểu quay. 
Gợi ý: Xét đao động nhỏ xung quanh ra. 

(ÚC, Berkelsy ) 

Lời giải: 

Trong phương trình chuyển động theo tia của vật dưới tác dụng của các 
lực xuyên tâm thế năng hiệu dụng là 

— 2 r2 
U(r) = RE bie02 ci3N ¬—.: 

ƒ 2 2mr? 
Trái đất sẽ chuyển động với quỹ đạo kín bán kính rọ nêu (ro) là giả trị vô 
cùng, nghĩa là 





đr T—Ffo 
hoặc 
GM ? 
Tq Thro 


từ đó có thể xác định được rọ . 
Khai triển U(z) theo chuỗi Taylor 
dU 
U)=0(s)+ ( C) — tr—n)+ 
đr r=7o 
1 (đ°U 
= —=Í — — raì2 
(ro) n 2 ( dr? )_ ứ ro) , 
vì (2) r=vo = 0 chỉ còn lại những số hạng chủ yếu. Phương trình năng lượng 
có thể viết được với r — rọ = z như 


nhị - c3 z?= hằng sô. 
r==7ro 


Lẫy vỉ phân hai về của phương trình trên theo thời gian ta được 
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Ở đây đao động nhỏ quanh rọ với tần số góc 


“ôÔỞỒ 
Tt 





trong đó 
—2GMIm 4ÿ 0G 1” 
U“(roe) = —— +k+di—_=3k+d+--.. 
3 An Ầ 


Sử dụng phương trình (1). Đôi với chuyển động gần tròn U = mz2u¿ạ, và chúng 
ta tim được 
U”(r) = 3k + muiệ , 


„ là vận tốc góc của chuyển động quanh mặt trời. Tính gần đúng bậc một 
theo k, chúng ta có 


` L4 ˆ . rÁ ^ ` 
và tốc độ tiên động là 


Khi ¿„; > ưa, nghĩa là thời gian chu kì dao động theo tia nhỏ hơn so với chu kì 
quay, hướng tiên động là ngược với hướng quay. 
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Một hạt có khỏi lượng mm nảy lên với thế năng bậc nhất U = kr. 


(a) Xác định năng lượng và mômen xung lượng đôi với quỹ đạo tròn bán 
kinh là r? 
(b) Xác định tần số của chuyển động này? 
(c) Nếu hạt lệch khỏi chuyển động tròn ở mức độ không đáng kể, tần số 
của dao động nhỏ này là bao nhiêu? 
(UC, Berkeley ) 
Lời giải: 


Lực tác dụng lên hạt này là 


100 Bài tập & lữi giải Cơ học 
(a) Nếu hạt chuyển động tròn với bán kính z, chúng ta có 
2 


TU”? =R. 


nghĩa là 


Năng lượng của hạt được xác định là 


2 Ta 2 
Trì+) TYìLJˆ 7 đkr 
m= k — k =. c0, 
Ì T -+E T - : 








và momen xung lượng quanh gốc tọa độ của hạt là 


k ”. 
ÙL = trvr? = rnar2\Ì ——- — V?nkr3. 
V mr 


(b) 1ần số góc của chuyển động tròn này là u = \/ . 
(c) Thê hiệu dụng là 
L 
Ai 
sẽ nh 2mr2 


Bán kinh rạ của chuyển động tròn ổn định được xác định bởi 





nghĩa là 


Vì 





d°Ueg\  _ 312|  _ 312 (mEN” v (mE\ 
ÚÌ* J sau. “THẾ loa THẾ Vi” L2 


Ầ £ # 2 ˆ " Kả h , ` ˆ “hi. ~ˆ 
tần số góc của dao động theo tia nhỏ quanh rọ, nêu nó hơi lệch so với chuyển 
động tròn ỗn định, là (bài tập 1066) 


1 (8®, - _U3E:/ynkN” 
JĂM TU - vi sgg — VWm \ 12 


3k 
= _— = V3ws , 


T7ọ 








2 ˆ ` Ä Á z > hv ^ ` ^ - 
ö đây u¡ọ la tần số góc của chuyền động tròn ôn định. 
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Một hành tỉnh chuyển động tròn xung quanh một ngôi sao có khối lượng 
À1. Ngôi sao bị nổ lớp vỏ, bắn ra bên ngoài với vận tốc lớn hơn nhiều so với 
vận tốc chuyển động của hành tinh, dẫn đến sự giảm khối lượng ngay tức 
khắc. Phần còn lại của ngôi sao có khối lượng Ä⁄? lớn hơn nhiều so với khối 
lượng của hành tỉnh. Xác định tâm sai của quỹ đạo của hành tính ngay sau khi 
nổ. (Bỏ qua lực thủy động lực tác dụng lên hành tỉnh bởi sự mỏ rộng ra của 
lớp vỏ. Tâm sai được xác định liên quan đên năng lượng E và momen xung 
lượng L bởi 
2a 2EL 

M,KẺ ' 
ở đây A„ là khối lượng của hành tỉnh và độ lớn của lực hắp dẫn giữa ngôi sao 
và hành tinh là #/r2.) 
(ÚC, Berkeley ) 
LỜI giải: 

Trước khi vụ nổ xảy ra, hành tỉnh chuyển động tròn với bán kính ï quanh 
ngôi sao. Vì tâm sai e của quỹ đạo bằng không nên từ phương trình xác định e 
ta CÓ 


E = z MuK? 
2177 
Vì 
M,n? + 
Lộ =. ng)  = Mau ` 
chúng ta có 
L 
— ÄK ` 


Gọi Ƒ/ và F” lần lượt là momen xung lượng và năng lượng toàn phân của hành 
tỉnh sau khi nổ. Khi đó 


„ GỤM = M°)Mẹ 
F | 





Với CC = GA My, và K! = GM!M, chúng ta có đôi với tâm sai e của quỹ đạo 
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;j 
sau vụ nõ 
2EL2 
”IGG) 
c=Ì+ M,K? 
2 
Su. — + “TrG(M — M')Mụ| L2 
s M„K? 
Mệnh 
s M: M } ` 
từ đó ta có 
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Một vệ tỉnh nhân tạo chuyển động quanh trái đất với quỹ đạo elip dưới tác 
dụng bởi hai thành phần nhiễu loạn: 


(a) Một thành phẳẩn không xuyên tâm của trường hấp dẫn trái đắt do độ 
đẹt cực của trái đất. 

(b) Lực cản không khí mà do sự giảm áp suất nhanh theo độ cao nên tập 
trung gắn điểm cận địa. 

Dưa ra lý luận định tính để chỉ ra những nhiễu loạn này sẽ thay đổi hình 
đạng và hướng của quỹ đạo chuyển động Kepler. 

(DG, Berkelsy ) 
Lời giải: 

(a) Do độ dẹt cực của trải đắt (phần gạch gạch chéo trong hình 1.46), mặt 
đẳng thê ở khoảng không gian lần cận là một quả cầu đẹt (elipsoi đứt nét). 

Giả sử mặt phẳng quỹ đạo của vệ tỉnh tạo một góc Ø vót mặt phẳng xích 
đạo Aƒ của trái đâầt. 

Vì mặt đẳng thê lệch so với mặt câu, lực trọng trường của trái đất tác dụng 
lên vệ tỉnh, vốn vuông góc với mặt đẳng thế, không còn hướng thẳng về tâm 
của trái đất (như lực tác dụng lên vệ tỉnh tại 4 và B hình 1.46). Vì lực này 
là khá nhỏ, quỹ đạo của vệ tỉnh vẫn có thể xấp xỉ được coi như hình tròn. 
Hiệu ứng của thành phân lực không xuyên tâm tự triệt tiêu qua một chu kì, 

3 ⁄ + 7. A 5 + LÁ ` : ^ 
nhưng momen quay của nó đồi với tâm của trái đầt thì lại không. Momen quay 
“tương đương” này hướng vào mặt phẳng của tờ giầy và vuông góc với momen 
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mặt đẳng thế 


Ilinh 1.46 


xung lương quy đạo L của vỆ tỉnh vốn vuông góc với mặt phẳng quỹ đạo ,V và 
năm trong mặt phẳng Của tỜ giẫy. Nó là nguyên nhân lảm vectơ momen xung 
lượng toàn phần tiên động quanh L.. 

(b) Bởi vì lực cản của không khí là tập trung gắn điểm cận địa, nỏ làm cho 
vệ tỉnh chuyển động chậm dẫn về điểm cận địa và làm giảm năng lượng và 
momen xung lượng của vệ tỉnh ở mọi lúc nó đi qua điểm cận địa. Điều này sẽ 
làm cho điểm viễn địa của quỹ đạo vệ tỉnh trỏ nên gắn hơn với trái đất và cuỗi 
cùng quy đao trỏ thành đường tròn với bán kính bằng với khoảng cách giữa 
điểm cận địa với tâm của trái đất. Tác dụng tiếp của lực cản sẽ làm giảm di 
hơn nữa khoảng cách của nó với trải đât cho đên khi nó rơi xuông trái đât. 
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Một hạt có khỏi lượng chuyển động dưới tác dụng của lực hấp dẫn 
xuyên tâm ƒ(r). 


(a) Hãy lựa chọn điều kiện ban đầu để có thể quỹ đạo chuyển động là 
đường tròn. 

Quy đao chuyển động tròn là với giả thiết nhiễu loạn xuyên tâm nhỏ. 

(b) Xác định mỗi liên hệ giữa các đại lượng ƒ(r), r và ðƒ/ðr để quỹ đạo 
chuyển động này ổn định. 

Cho biểu thức của f(r) có dạng ƒ(r) — -K/rh. 

(c) Xac định giá trị lớn nhất của ;: để quỹ đạo chuyển động tròn ổn định. 

(Princetan ) 
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Lỡi giải: 
(a) Thể hiệu dụng của hạt là 


J? 


— Đmr? kà Ác 


trong đó J là hằng số và V liên hệ với ƒ bởi ƒ = “#*“, khi đó năng lượng tổng 
cộng sẽ là 
v2 
717 
Eb=—_—+YV'". 
2 
Chuyển động có thể coi như là một chiều và dọc theo hướng bán kính. Chuyển 
động tròn của hạt trong trường V tương tự như hạt chuyền động quanh vị trí 
cân băng trong trường V*, 
Ở vị trí cân bằng r = rọ, 
VY - 





9r ° 
hoặc 
8V ở? 
Ốp — mưã- - 


Nếu điều kiện ban đầu thỏa mãn đẳng thức trên và Z = V*(rạ), thì quỹ đạo 
chuyển động là quỹ đạo tròn, 


(b) Để quỹ đạo tròn bến, V* phải nhỏ nhất tại r = rọ. Điều này đòi hỏi 
62V* 
K3 Xc, 
T7o 


"` LỚN -‹ 3J2 2ƒ 
—= ề 0, hay BE IE ðr 


tức là 
>0, 


tại ” = 7ọ. 
(c) Nêu ƒ = —K/r*, thì 9ƒ /ðr = nK/r®+! và (1) cho ta được 


J?= mkK/ry 3 
Điều kiện ở đây là 
3/2 ôðƒ 
HP th 
nghĩa là 
3K nK 
"¬ >0, 
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đòi hỏi rằng n < 3 để quỹ đạo chuyển động là bên. 
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Xét hành tính khôi lượng zz„ chuyển động trong quỹ đạo gần tròn bán kính 
R xung quanh ngồi sao khối lượng M⁄. Ngoài lực hấp dẫn có lực đẩy lên hành 
tinh tỉ lệ với khoảng cách r từ ngôi sao, F = ár. Tính vận tôc góc của quá 
trình tiên động của điểm cận tính (điểm gần nhất với ngồi sao). 
(Princeton ) 
Lỡi giải: 


Lực tác dụng lên hành tỉnh là 





Với  = }, công thức Binet (bài 1055) cho phương trình quỹ đạo 


dˆu A 
„¿22/061 `. Go 
nh“ E- tư) GMznu“ + 5 


với quỹ đạo gân tròn ta đặt u = uạọ + 6u, ở đây ðu là đại lượng nhỏ. Phương 
trình trên khí đó cho ta, chỉ giữ lại đại lượng bậc thấp nhất 














» |đˆ(ð A 
mh? | úp +riếu =nMHÀ“==———c- 
d8 quả ụ — xã 
Ô tp 
3ò 
~ GMm - (§) ụ = T | (1) 
Nêu quỹ đạo đúng tròn,  = uọ, êu = 0, biểu thức trên trở thành 
: : 
mnh“uạ = GMĩn — —r. (2) 
tra 
Sử dụng phương trình vào (1) ta nhận được 
» [đ”(ðu) SA 
2 
1h | d8 +- õu| —= nn” § 
hay 
đ?(êu) ả4A 
 NG: ụ- Tưng) ôu =0. (3) 
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Chọn tọa độ thích hợp ta có thể viết lời giải như sau 


ôu = Bain(a8), 


1 3A Ẫ 3A4R3 
(I —= — ———— = CN. 66... 
rnh2uà GMĩn — AR3 


khí h2ưo = GM — A/maà, uọ = 1/R. Khi đó nêu 6) và 6; là góc của hai điểm 
cận tỉnh kê tiếp, ta có 


ỏ đây 


qÔ› — gỔy = 27 ‹ 
hay 
A0 = —. 


q 
Khi ø < 1, góc tiên động là 


27n(1 — a) 
"—¬.—.. 


A0» = À8 — 2m = 


Thời gian đòi hỏi để đường nói điểm cận tỉnh và sao bắt đầu quay một góc 
AØ, là 


ÄÑi= A = = : 
8 a8 
Do đỏ vận tốc góc tiên động là 
AØ . 
ep = TA =(1—g)ổ. 


Vi vận tốc góc quay của hành tỉnh được xác định bởi h 


¿_ h _ |GM —A 
—_ 2 R3 mm 
ta có 
_ J@M A_ ÍGM 4A 
Bế RŠ —m RP 
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(a) Một hành tỉnh khôi lượng zn quay quanh ngôi sao khối lượng AM. Hành 
tỉnh chịu một lực kéo nhẹ F = —œv gây ra do chuyển động qua khí quyển đậm 
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đặc của ngồi sao. Thừa nhận quy đạo là tròn với bản kính + = rụ tại † = 0, 
tĩnh quan hệ phụ thuộc thời gian của bản kính. 
(b) Bây giờ hỏ qua lực kéo. Thừa nhận rằng có thêm thê hắp dẫn Newton, 
hành tinh chịu thẻ nhỏ để thê năng thực là 
¬ (GAÀïm 3 
V[r) >= Lá 
' KT, 
ở đây : là hằng số nhỏ. 
Tinh tốc độ tiên động của điểm cận nhật của hành tỉnh, để bậc ¿ nhỏ nhất. 
Ta có thể công nhãn rằng quỹ đạo gản như tròn. Nói cách khác, ta phải tính 
góc „z được phác hoa trong hình 1.47. 
(Princeton ) 





Hinh 1.47 


Lời giải: 

(a) Khi lực kéo E nhỏ, nó có thể được xem như một nhiều loạn nhỏ cho 
chuyển động của hành tỉnh dưới trong lực của ngôi sao. Phương trình năng 
luợng khỏng bị nhiều loạn là 
(7AIm 


r 


x + Ä! 
m(?? + r20ˆ) 





Nều quy đạo tròn với bán kinh r, ta có 


2 
| „1U! ŒGAftm 
?=(Ú, mrŨˆ _— — — : N” 
r r 
và như vậy 
ŒA1fmn 


Jr 


E`— 





Lực kéo gảy nên tổn hao năng lượng với tốc độ 


(À1 


P 


`5 V'— (YV :V = cEU” —= 





§-8TẠLG 0 HQC 
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—_: 


Nó cần phải bằng 


đkE : GÌMrmmr 
dư TC 2r2 ` 
làm xuất hiện 
2œ 
„—=T———r 
m 


tích phân nó cho ta 
T = Tuế£: 
ỏ đầy ta đã sử dụng r = ro tại £ = 0. 
(b) Hành tinh bây giờ chuyển động trong thê xuyên tâm V(r) = - S42 + 
+ và năng lượng tổng của nó là 
2 


2rnr2 





L_„ 
".= anf + +ÝVfr), 


ỏ đây .J là momen xung lượng được bảo toàn, J = 7nr2ÿ. 


Vì 
_ dừ do — dt 
— đạ đ dụ ` 
ta CÓ 
2 
dr = m(E — V)— S; - (TT } do, 
hay 
dJdr 
2 — z † const 
“\/2m(E—V š 
r2\/2m(E — lệ 


Trong trường không bị nhiều loạn Vạ = —ŒMm/r, quỹ đạo nói chung là elip. 
Tuy nhiên, trong trường bị nhiễu loạn V, quỹ đạo không khép kín. Trong suốt 
thời gian trong đó r thay đổi từ rwụn tới rmay và lại thay đổi đến rmị¡n, VeCtơ 
bán kính quay đi một góc A¿ được cho bởi 


Tmax 
Ä= >Í đởr 


› 
r2\/ 2m(E — V)— _ 


=- ấy \/2m(E~ V)— Sửn, 


min 





FT min 
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Khi việt V = =4“ + $ = Vụ + ðV, ta khai triển theo chuỗi Taylor theo mũ 
của ðV 
1 /đƒ I /6”ƒ 
V)= ƒ(V — ôV + |—- äV)? 
tê đc hệt THTP Ù tP)... lê tu P9) 
Số hạng bậc không cho ta 2z ứng với quỹ đạo là elip. Số hạng bậc một cho ta 
MÌ. TT 2mðVdr 
2 — 
8J Tiin J2` 
m(?2 — Vụ) — Mr] 


góc được chỉ ra ỏ hình 1.47. 
Biên phải lẫy tích phân theo có thể thay đổi theo cách sau. Ta có 


cLa#t — 7 # 
_ Ý¿_ mr?2de` 
nghĩa là : 
5 
2m(E — Vậ) — .=. 


T2 Tmmr?2d2s 


Do đó tích phân sau cùng có thể được viết như sau 


8 |2m (" › 
êm äVd¿| - 
ó TIƯẾN, văe 


Với ðV = z/r? ta nhận được 
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(a) Tìm lực xuyên tâm đưa đến quỹ đạo sau đây của một hạt 
= øa(l + cosổ). 


(b) Hạt khôi lượng mm bị tác dụng bởi lực hút mà thế của nó là  œ r3. 
Tìm tiệt điện bắt tổng đối với hạt đến từ vô cùng với vận tốc ban đầu W.. 
Lưu ý: Phần (a) và (b) có taể đựa vào các lực khác nhau. 

(Princeton } 
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Lời giải: 
(a) Irong trường lực xuyên tầm, phương trình chuyển động của hạt là 
mịt - rủ?) — F (r). (1) 
r”ủ - hằng sô _ h. chẳng hạn. 


Khi đó 


VỚI r - ø(1 + cosf?), ta cũng có 





P,— œØsinÐ, 
ễ : œh° ý 2sin28 
# = —a(fsin8 + Ø8? cosØ) = ——— | — „ | COS ) 
r1 \ | +cosØ i 
nu} | „ m — ảa 
aL _ (2 — tcosØ) — hf _— : 
T T 


Sử dụng biểu thức trên ta cỏ thể viết (1) như sau 


Ly “ 3ú} ( h )] 3inhu 
F[r]= 0t |—— —r| — & m : 
rÍ r* rl 


nó là lực hướng tâm đồi hỏi. 








Uet† 


Hinh 1.48 
(h) VU =-ã; thê hiệu dụng là 


L° ê 


Duy — TLiẾP 
cữ 2rrrrŠ rẻ 


ỏ đây L — mbV~: là momen xung lượng, nó được bảo toàn trong trường lực 
xuyên tâm, ở là thông sö va chạm. Để tìm cực đại của Ù/¿ty, xét 
đừng — -E* $a 


— _— -+ =. I 
đdÌr tr r1 





(lơ hoc Newtan 
HỖ CÌÓ " 
'đườa 
như khoảng cách ở đó („¡r là cực đại. Khi đó 
L 
(EU luuwax tụ = 10m2œ 


Iang của 1 được chỉ ra ở hình 1.48. Thấy rằng chỉ các hạt với năng lượng 
tổng ` >» L?ụ sẽ rơi vào tâm lực. Như vây thông số va chạm cực đại để bắt 


được cho bởi ?° _- tạ, hay 
.n Tỷ 'ự 1 \ | 
MÔ Y Là | 








10m2@œ °- Nho, 
cho ta 
: I/3 
F Xi 
“max NA : \⁄2 
mm 
ˆ Tí kIjk +4 Kụ ` 
Vì vậy tiết diện bất tông là 
— 
3 
3 - jJ €8 
Ø ~ YrDuyx = 27 h và 3 
\ mV< 
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— k/r?,k»>0. Xét 


(a) Một hạt khỏi lương rr: chuyển đồng trong thé V(r) 
chuyền động trong mặt .X-ˆ, khi cho z và ø¿ là toạ độ cực trong mặt phẳng, 
và cho lời giải với r như hàm của ó, momen xung lượng ¡ và năng lượng ƒ2 


(hình 1.49). 





Hinh 1.49 
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(b) Sử dụng kết quả của phân (a) để thảo luận tán xạ (cổ điển) trong thế 
đỏ. Đặt Ø là góc tán xạ. Liên hệ thông số va chạm với 9 và năng lượng Z và từ 
đó tính tiết điện vị sai như hàm của 6 và Œ. 
(Princeton ) 
Lời giải: 


(a) Lực tác dụng lên hạt là 


842 m m 
hay 
8”u : 2k . 
8¿2 na vn 


ö đây h = r?ó, u = 1/r. Nghiệm của nó là 
 == Asin(uó + 0) , 
ở đây „2 = 1 +2k/mh2, và A và là các hằng số của tích phân được xác định 
từ điều kiện ban đầu. 
Có thể thấy từ hình 1.49 rằng đối với r — oo, có nghĩa là u —¬ 0, @ — 0. 


Vì vậy  = 0. Cũng với r —› co, 7 — ?¿¿ được cho bỏi E = šzm7}., có nghĩa là 


co = —v/ %Š, ö dây dâu âm được chọn vì tỉa tới z giảm với sự tăng ¿. Khi đó 
¡ H 1 
T= rộ —=  -sz=_-h—— =— Ahucos(uở) , 


ta có, VỚi Ï = hơn, 





A=—V2mE 
và vì 
1 2mh , 
PS. sin(ở) , 
ỏ đây u› được cho bởi 
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(b) Từ kết quả trên cỏ thể thấy rằng r là cực tiểu khi „¿ = 7, nghĩa là ỏ 
ở = do = so. Đó là khoảng cách của tiếp cận gần nhất OŒ được chỉ ra trên 
hình 1.49. Do tính đôi xứng của tán xạ, góc tán xạ là 


ð=r— Đo =r(1~ C) 
œJ 


Khi đó vì l2 = m2b??2 — 2b2mnE, ta có 





có nghĩa là 





cho 


như là quan hệ giưa 8 và b. 

Các hạt với các thông số va chạm giữa b và b + đb sẽ bị tán xạ trong góc 
giữa Ø và 0 + d0, có nghĩa là trong góc đặc đQ = 2z sin đô. Do đó tiết diện ví 
saí tại góc tán xạ 6 trên một đơn vị góc đặc là 














dø _ | 2mbdb | | b dồ 
dÖ  |2msn60d0|  |lsian9 d9 
k— m^(m—0) 


— EsinØ (2m - 6)282 ` 
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Dưa ra công thức và tính toán các giá trị của (a} gia tốc trọng trường tại 
bể mặt mặt trăng, và (b) tốc độ thoát từ mặt trăng. 
(SUNY, Buffalo ) 
Lời giải: 
(a) Đặt Mí và P lần lượt là khối lượng và bán kính của mặt trăng. Từ địn]. 
luật hập dẫn vũ trụ và định nghĩa gia tốc hâp dẫn tại bề mặt mặt trăng, ta có 


GMm 
Rˆ 





=7ng ; 
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_——_————— 


ỞỎ dây m là khôi lượng của một vật thể trên mặt trăng. Quan hệ đó cho gia tỐc 
hâp dẫn tại bể mặt mặt trăng như sau 


GMC 6.67 x 1071) x 7,35 x 102?” 
Án 1n SỐ. co (3 j7 0”, 
h. (1 ) 


„74 x 108)Ÿ 


(b) Thể năng của tên lửa khối lượng rm tại khoảng cách vô cùng từ mặt 
trắng ø — œ là 
GmM — mạR? 


p p 
Động năng của nó, một đại lượng dương, ít nhất là bằng zero. Bởi vì để tên 
lửa có thể tới vô cùng từ mặt trăng, tổng cơ năng của nó ít nhật phải bằng 
zero, bỏi định luật bảo toàn năng lượng. 

Tại bê mặt mặt trăng, tên lửa có tổng năng lượng 


5= 
TC ạ muộ — ng]. 


Nếu ogọ là tốc độ thoát, ta đòi hỏi Z = 0, hay 


Uọ = V/2gR = v/2 x 1,62 x 1,74 x 108 = 2,37 x 103 m/§. 
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Xét chuyển động của hạt khôi lượng m dưới ảnh hưởng của lực F = - Kr, 
K là hằng số dương và r là vectd vị trí của hạt. 

(a) Chứng minh rằng chuyển động của hạt nằm trong một mặt phẳng. 

(b) Hãy tìm vị trí của hạt như là hàm của thời gian, thừa nhận rằng tại 
†=0,z=a,=0, Vy =0, Vy = V. 

(c) Hãy chứng minh rằng quỹ đạo là elip. 

(d) Hãy tìm chu kì. 


(e) Chuyển động của hạt có tuân theo định luật Kepler về chuyển động 
của hành tỉnh? Ẳ 


(SUNY, Buffaio ) 
Lời giải: 
(a) Đối với lực hướng tâm F = - Kr, 


TXE-=FFrxfF=0. 
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KhiE_- r:7V/J! ta có 








cï 
: NV. _ 0. 
dì 
hay 
<- Liuh.Ề, =V%V«+F%x = = 
đjI tHịỊ 

Tích phần ta nhận được 

"raw ch. 


một vectở không đổi 
Từ đỏ suy ra 
F.in .Ÿ‹<£ VY =fKW- VN SeU. 
điều này cho thây rằng r vuông góc với veetơ không đổi h, tức là r nằm trong 
« ¿ “ 4, *. _ , ˆ ` hs -ˆ kj Ũ ° 
mặt phẳng vuöng góc với h. Điều đó chứng tð chuyển động của hạt bị giam 


trong một mặt phẳng. Ta chọn mặt phẳng là mặt phẳng r„ với gốc tọa độ ỏ 
tảm lưc. 


(b) Phương trình chuyển động của hạt là 
I ..Ổ DẾE: 
hay trong hệ tọa độ Descartes 


" +, 
# +. "# =ilh. 


LJ | tử“ = D h 
trong đó Ý = * /m. Nghiệm tổng quát của hệ phương trình trên là 


T— 2ltgin(œ tới). 
ý = /1¿sin(f + @¿}. 


Với điều kiện ban đâu đã cho, tức là 


EcS JNydil đi =lt« 


A›»ssim j¿ — 0, 


-. 
| 


d = AliuJUCOSi = Ú, 


Ụ — ZÌ2u¿ củn ôa — Vụ, 
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ta tìm được ở = 7/2, dạ = 0, Ái = ø, Áa = Vg/w = v/n/KVọ. Từ đó 


. lễ ;) 
+#—=0a51 — 1} := Ð ¿ 

mm 2 

rE 
"HN... 


(c) Hệ phương trình cuối mô tả một elip khử tham số ¿ ta thu được phương 
trình chuẩn cho một elip 


VỚI 


(đ) (z, ) trở về cùng các giá trị khi £ tăng lượng 7' sao cho 


, a? 
m 


¬ 


Từ đó chu ki là 


(e) Định luật Kepler thứ ba nói rằng tỉ số bình phương chu kì quay của một 


hành tính trên lập phương chiều dài bán trục lớn của quỹ đạo của nó là một 
hằng số. Do đó ta có 





4mm h b 
(chủ kì? _ Kaầ nềeu 2 >0, 
(chiều đài bán trục lớn)3 4n? [K h 
về mà nều ø < bồ. 
0 


Vì d số này phụ thuộc vào mm và ø hoặc rn và Vạ nên định luật Kepler thứ ba 
không được tuần thủ. 
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(a) Một hạt có khôi lượng zn chuyển động trong một trường xuyên tâm với 


thể năng là (r). Phương trình quỹ đạo thu được là không thay đổi. Biểu điễn 
góc Cực w vào tham số r. 
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(b) Nếu hạt chuyển động từ vô cực ra xa với vận tốc ban đầu Wạ, hằng số 
va chạm ò, và tán xạ theo phương riêng 0, xác định vi phân tiết điện vi sai theo 
thông số ò. 


(c) Tính tiết điện vi sai và toàn phân đối với tắn xạ từ một quả câu cứng. 
(SUNY, Buffalo ) 
Lời giải: 

(a) Nếu một hạt có khối lượng rn chuyển động trong trường lực xuyên tâm 
với thể năng U/(r), cơ năng E và momen xung lượng đối với tâm lực znmh của 
nó là những đại lượng bảo toàn. Như vậy 

II 
am( +r?¿?)+U()= E, 
rˆö = h, hay È¿=—. 


Vì chúng ta cũng có 


dể drd¿v  ,d  hr 


nên phương trình năng lượng trở thành 


Ï Dh  VdyÌ”. .vŸ2 
mn 5) +7 m|+U0)~E) 


tức là 
đợc hdry | 
2 tp — U(r)] — h2 
m 
hoặc : 
hd 
@ = J 5 , 
2y 
r\(—|E — U(r)} - hF 


biểu diễn góc ø theo tham số r. 


(b) Quỹ đạo của hạt trong trường lực xuyên tâm là đôi xứng đổi với đường 
thẳng nỗi tâm điểm đặt của lực với điểm tiếp cận gần nhất (ÓA trong hinh 
1.50). Góc tán xạ của hạt là 

0 =n— 2ựa 
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với „+¡ xac định bởi 


IR hin 
+0 —= ¬—ễ—==.,, 
Tin I2? 


rự ——.E = Urj[=hẻ 


ở đây r„„„ là khir - Ö trong phương trình năng lưỡng hoặc # = L/(r) + HÁN, 
Theo định luật bảo toàn 


khi đo 





Hinh 1.50 


Gọi ¿2V là số hạt tán xạ trong 1 đơn vị thời gian trên một góc khối tương 
ứng vói góc tán xạ Ø và 0 1 đØ, và n là số hạt xuyên qua trong một đơn vị diện 
tích thiết điện ngang của chùm trong 1 đơn vị thời gian. Tiết diện vi sai được 
định nghĩa như sau 
dN 


rị 


tlŒ :— 
Với góc tán xạ ứ có liền quan với hằng số va chạm duy nhất b, chúng ta có 
(N = 2nttbdb , 


tức la 


(tr —= 2rbdb. 
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Chúng ta có thể viết lại biểu thức trên 


(lb | dỡ — “ã tù 
í) 


— ldđfỳ. 
ãm 0! lá 


(ưq — 2b 











( 
ở đây 0 là góc khỏi giữa 2 hình nón tròn thẳng với các góc mở Ø và ( - z0 
() = 3 sin 00. 
Chú ý 5 ở đảy chính là thiết diện ví sai trên đơn vị góc khôi. 
(c) Một hạt chuyển động tự do trước khi va chạm vào quả cầu cửng. lo 


chủng khỏng thể xuyên vào phía: bên trong của quả câu, sự bảo toàn động 
lượng đỏi hỏi góc tới và góc phản xạ được biểu diễn như hình 1.51. 





Hình 1.51 


Khi đủ 


: : z — Ú [) 
h — SINH yấu = 081m _ fL CO 9 


dư bị (0 a° 
_ _ §HIL|Ệ - Ì =—. 
() 2=1m# 9 4 


Vì đại lượng này không phu thuộc vào góc tán xạ, tổng thiết điện tản xạ lả 


` "Ä 9 củI ^ ..ư. ` 3 "5 ˆ . 
œ— 1nfn — a”, và băng với thiệt điện hình học của quả cầu cứng. 





Từ đỏ 
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Một vật có khối lượng 2 ke như hình 1.52 khi dịch chuyển và thả ra ta sẽ 
dao động không ma sát trên mặt phảng năm ngang với chu kì r/6 giây. 


(a) Xác định lực tác dụng để vật dịch chuyển được 2 cm khỏi vi trí cân 
băng? 
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(b) Nếu có một vật nhỏ đặt trên vật 2 kg, và hệ số ma sát giữa 2 vật là 0,1, 
biên độ dao động cực đại là bao nhiêu để cho vật nhỏ không trượt ra? 
(Với giả thiết chu kì không bị ảnh hưởng khi thêm vật nhỏ lên trên). 
(Wisconsin ) 


Em... 


Hình 1.52 
Lời giải: 
Gọi k là hằng số của lò xo. Phương trình chuyển động của vật là 
27+ k+z=0, 


hay 
#+u x~z=0, 


ở đây z là độ dịch chuyển của vật ra khỏi vị trí cân bằng, và ¿2 = Š. Nghiệm 
tổng quát của phương trình là 


z= Ácos(ư‡ + ở). 


27 2 y8 
1ì = TC =2m3/— =—, 
UÙ x; 6 


từ đó cho œ = 12 s~Ì, k = 288 Nm~}, Nếu z = zạ ở£ =0, thì ¿ =0, A =zo 
và nghiệm là z = zọ cos(12t). 


Chu kì của dao động là 


(a) Lực tác dụng cân thiết là 
ƒ =kz = 288 x 2x 10?=5,76N. 
(b) Nếu vật nhỏ địch chuyển cùng với vật 2 kg, nó sẽ có cùng gia tốc như 
vật 2 kg, tức là # = —144zo cos(12£). Gọi khối luợng của nó là rn. Khi nó bắt 


À } Lư rÁ # ^ˆ^ “ , , -~ 
đâu trượt, lực năm ngang lớn nhât tác dụng lên nó vượt quá lực ma sát tĩnh 


0,1 xzng = 144m+o , 
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ta có 
0,98 


144 


Nếu zọ vượt quá giá trị trên thì m sẽ trượt. Do đó là biên độ lớn nhất để cho 
nó không trượt. 





To = =6,8x10 3m. 
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Hai âm thoa đồng bộ cùng tần số và âm lượng tạo ra cường độ bằng không 
tại một điểm A nào đó. Tuy nhiên, nêu chỉ có một trong hai nguồn, âm lượng ! 
tới điểm nghe được ở A. Giải thích tại sao theo định luật bảo toàn năng lượng. 
(WIscortstrt ) 
Lời giải: 
Gợi s và s¿ là khoảng cách từ 1 điểm trong không gian tới 2 nguồn âm 
thoa. Mỗi một nguồn âm thoa cho điểm này một phương trình đao động 


: ởt 
= hs | (`): 
I1 1 & : 


1⁄2 = lasin P ụ - ^)| : 


va 


c là tôc độ âm thanh. 


Ầ ` ` z . XyỒ » 53 z ..}*“ , 
Nếu zø¡ và s; cùng lớn hơn nhiều so với khoảng cách giữa 2 nguồn, chúng 
ta có thể coi J¡ và J; xắp xỉ nhau, tức là 1  7¿ = 7o. Dao động tổng hợp là 


- = =.. T22 
Ự=0ìi +a = Ìo {si JøÚ _]| + sìn J,Ú ^)|) 
= 2Ïasin « ( _- hũ ”)| COS ls(° = >) | 
2e 2c 


Ỏ đầy „=0 nêu 








(J(82 NG S1) 


7 
2c : 


= (2n +1); 


1T): U12 ve 

Kết quả của dao động tổng hợp là 0 nêu tại điểm mà s¿ — s¡ là số lẻ lần nửa 
bước sóng À/2. Điều này không ví phạm định luật bảo toàn năng lượng và 
là hiển nhiên khi chúng ta tính toán đến năng lượng được bảo quản ở trong 
trường chứa sóng. Mặc dù biên độ và năng lượng của dao động là bằng không 
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ở nút, còn ở bụng sóng biên độ của dao động là gập đôi và năng lượng sẽ lớn 
gập 4 lần giá trị riêng lẻ. Tính toán cụ thể sẽ thây năng lượng của đao động 
tổng hợp băng tổng năng lượng của các dao động riêng lẻ. 
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Một vật có khối lượng z› ở trong một mặt phẳng chuyển động tròn đều với 
tần số góc «. Lực hướng tâm được sinh ra bởi một lò xo mà hằng số lực là w 
(bỏ qua trọng lực). Một xung lực rất nhỏ tác dụng vào vật. Tìm tần số của đao 
động xuyên tâm. 

(Wtsconsm ) 
LƠi giải: 
Trong hệ tọa độ cực, hệ phương trình chuyển động của vật là 


m{† — r8”) = —K(r- Tạ), 
m(rổ + 270) =0. 
Từ phương trình (2) ta có 
7ˆ0 = const. 


Gọi # là bán kính của chuyển động tròn đều của vật. Chúng ta có 
m2 = K(Tì — rọ), r?0 = R“u. 


Gọi :/ — r - ñ là độ lệch so với chuyển động tròn đều. Ta có thể viết phương 
trình theo tia như sau 


442 4 2 : 
vy; , SẼ TU s3 Dư SP 
FT cm TT Ty ===[Ƒ}? +R- nọ). 
ƒP (R+r?}ˆ mn ' 0) 
Nêu xung lực xuyên tâm nhỏ, z < /‡ và phương trình trên trở thành 


j= điền” { | kê = _Kn _ tụt - ro) 
l2 


hoặc 


kK 
?' + C + mJ r=Ụ. 
Trì 


.⁄= mem 


, À HÀ k) ˆ : ˆ ˆ ` _ ° 
Do đó tân sô cua đao động xuyên tâm là  = V3? + , 
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Một hạt có khối lượng r chuyển động dưới tác dụng của lực hỏi phục 
—Kz và lực cản —f#u, trong đó z là độ lệch khỏi vị trí cân bằng và 0 là vận 
tốc của hạt. Khi & có định và điều kiện ban dầu tùy ý, tìm giá trị ? = ïì„ cho 
chuyển động nhanh nhất ở xung quanh vị trí cân bằng. Có thể xác định điều 
kiện ban dầu (ngoài z = ø = 0) sao cho chuyển động là nhanh hơn đối với 
R > R. và l< R.,? Giải thích. 

(Wisconsin ) 
Lời giải: 

Phương trình chuyển động là m# + R‡ + Kz = 0. Với giả thiết z = Ae°t, 

chúng ta thu được phương trình ma2 + Ra + K = 0, với 


—R+ VHˆ2_— Ä4Em 
tfSŠ“ =—=_...... 
2m 


Nhìn chung, nêu P? = ï, = 2VWm (tắt dân tới hạn), vật tiễn tới vị trị cân 
bằng nhanh nhất. Tuy nhiên, nêu  > R„, vật có thể tiếp cận vị trí cần bằng 
thậm chí nhanh hơn dưới điều kiện đặc biệt nào đó. Do đó, nghiệm tổng quát 
của phương trình có dạng 


- + VR2— 4Km —=R— vVR^— 4Km 
„=A CXD|'—=——=-—_--——- |1 B S0 0i By ằẶằẶằẶằagẹnngn í 


2n 2m 


Chúng ta có thể chọn điều kiện ban đầu sao cho 4A = 0. Số hạng còn lại có hệ 
số tắt dân là 


_._ R+ VRP- 4Km _ R+ VR?- RỆ R. 


27m, 2n 27m 


) 


do đó sự tiễn tới cân bằng thậm chí còn nhanh hơn đối với tắt dẫn tới hạn. 
Nếu /‡ < H., chúng ta có 


€Œ ' 


— —=R+¡iVTR)- R3 
1" 27m 


do đó nghiệm tổng quát là 


tị ¿v⁄ Rệ — Rˆt 
z >> Aexp | —-— |®exp | ——— 
2m 2m 
tại =“lựn =.Ht 
+ Bexp[— Bi exp|  VSe~”" |, 
2m 2mm 


98TM G C HỌC 
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Khi đó sự tiễn tới trạng thải cân bằng là một dao động với hệ số tất dẫn 
h1. 


— <. : s 
1411 Jm 


Chuyển động tiên tới cân bằng là luôn luôn chậm hơn so với tắt dẫn tới hạn. 
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Một động cơ chạy tự do trên một đệm cao su dày để cho bớt dao động 
(hinh1.53). Động cơ lún xuống đệm cao su 10 em. Uớc tính tốc độ quay (vòng 
trên phút) khi mà động cø sẽ dao động thẳng đứng lớn nhất. 

(UC, Berkeley ) 


Hinh 1.53 
Lời giải: 

Gọi hệ số đàn hỏi của đệm cao su là k. Khi đó kz = rnụ, trong đó m là khói 
lượng của động cơ. Với r — 0,1 m, È = 3# = 98s ?, Khi đó tần số đao động 
tự do của hệ vật là 

“e SỈ “ z bổ gai 
“=VmT—” 
Ở đây, khi động cơ quay với tóc độ 
6U x 9,9 


— = 4, h., 
Sy 3x Xu »g _⁄7 


cộng hưởng với đệm cao su sẽ xảy ra và động cơ sẽ biểu thị đao động thẳng 
đứng lớn nhất. 
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Một ô tô chuyển động theo hướng z và với vận tốc nằm ngang không 
đổi u. Xe ô tô chuyển động ở nơi đoạn đường nhô lên có dạng mô tả bởi 
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ụ = 241|l — cos(mz/Ù)} với U < # < 2l; 0o — 0 (hinh 1.54). Xac định chuyển 
động của tâm khối của xe trong khi đi qua quãng đường nhê lên đó. Hãy coi 
xe như một vật nặng rn vào một lò xo không khôi lượng có chiều dài hồi phục 
lạ và hệ sô đàn hồi k. Bỏ qua lực ma sát và cho rằng lò xo luôn thẳng đứng 
trong suốt quả trình. 

(MIT) 





Hình 1.54 


Lời giải: 

Gọi tọa độ của vật phụ thuộc vào thời gian 0 là (+, y). Chọn gốc tọa độ sao 
cho z(0) = U. Khi đó z(?) — 1ý. Khi đó phương trình chuyển động của vật theo 
trục ¡ lả 


7Ụ — —K(W — tụ — Ín) — 1g 


"- . lx- Z EP +. ( XUẺ 
- kÍu * ==£ TJ kAcos ( TẾ 


Dặt Y — y - Á —i¿ + ngø/k, chúng ta có thể viết lại phương trình dưới dạng 


mỸŸ + kY = —kAcos ỨT) | 

Dây là phương trình miêu tả chuyển động của một dao động điều hòa. Thử 
một nghiệm riêng của phương trình có dạng Y = Z eos(“#), chúng ta có 

Ttex2 

—mBÍ : ) +kB = —kA, 

tức lả 

_— kửA 

_ Tnr2u2 — kì) ` 
Ö đây, nghiệm tổng quát của phương trình chuyển động của vật nặng là 


7f 
Ì 


Mái, 


Ụ = Cl cos(u#) + Ca sin(t) + Bcos ( +A+ip- ? 
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dWN si Ó& 
VỚI “k6 W „ạn * 

Diễu kiện ban đâu y(0) -ia  rnrø/E, 0(0) = 0, cho Œạ — 0, Œị = -(8+ 
A) = tam e2A/(&f — mz?u°), Do đó, chuyển động của khối tâm của xe ö tô 
được miêu tả bởi 


ì Tr†!Í mn 
/(†) —- Cqcosi.t) ! Bcos " ) I2442+g— rã 


'ỐL › /& (@y_ — mưìnA &L* + 
VỐU cơ = nỰ a5] “ipdcni =1 BPP- 
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^ h ` " . K - ` . , - ˆ * %« ` ^ 
Một cái vòng nhỏ có khỏi lượng Äƒ và bản kính r trên một cải bản không 
, xã ` , % « “« ` v ... ca AA * À ®^ + 4 
ma sat, Chiếc vòng được nén bởi 2 cải lò xo giãn giỗng nhau với chiều dải hoi 
: “ H ` Ä * ¬ ` 
phuc !¿ (l¿ 3> r) va hệ số dàn hồi k như trên hình 1.55. 
^ " . .. - " ˆ^ " * à £ " ˆ 
(a) Mô ta cac kiều chuaân cua đao động nho và tần sö cua hệ. 


(b) Các đại lượng của hệ thay đổi như thê nào nêu chiều dài của lò xo lả 
2u? 


(MIT ) 


k k 


—?Ig———;„+- Niệ <ä 


Hình 1.55 
Lời giải: 
(a) Với lạ 3 r, sự xoay bắt kì của chiệc vòng là nguyên nhân gây ra sự thay 
đổi không đáng kể chiều dài của lò xo nên lực đàn hồi xuất hiện cũng không 
đảng kể. Theo định luật 2 Newton ta có 


E'r.R.—— 2Íq++z 
I4 = —È{v(21ụ +1z]ˆ +2 T— bÌ —=———= 
V/ (2lụ + #1“ + 1ˆ 
 ——== 2lạ + 
+ & (2l — z)°>~ 9° —- lị ————. 
báu MT HH ƯỚI tụ 
s ——=—— 1 
Mỹ = —kLV(Bh + z}Ÿ+ tẾ ~— jạ| 4 





V{2h + z)Ê + g2 
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[V2 =5)2 1:2 = thị „ 


(2h — z)” +2. 


; LA 5 ` In: kì ` ` ^ = ? H 
trong đó z, mô tả vị trí tâm của chiếc vòng so với vị trí cân bằng. Bỏ qua số 
hạng bậc cao hơn bậc nhất đối với đại lượng nhỏ z, , chúng ta có 


(2la+z)2 +2 x~ \/ 4l + 4loz  2lo (+) A20 7E đ 
0 


Phương trình trở thành 


mm —= —2k+, 


rn = —kụ, 
với nghiệm 


#= zcos(uzt + ý») , 


trong đó œ; = \/ ẩ› Ủy = Vợ và hằng sỐ 4z, Âu, @x, @y được xác định từ 
các điều kiện ban đầu. Đó là hai kiểu chuẩn của các dao động nhỏ. 

(b) Với chiều đài của lò xo tăng lên thành 2i, trong suốt quá trình đao 
động, một lò xo được giãn ra trong khi đó lò xo còn lại sẽ bị nén lại. Lò xo bị 
nén sẽ tác dụng một lực đàn hồi vào chiếc vòng ngược với lực khi giãn ra. Do 
đó hệ số lò xo là giỗng nhau khi giãn cũng như khi nén, phương trình chuyển 
động sẽ là 


Ẫ ¬— 2lna+z 
Mẽz# = —kÌV(2lo + z)? +  — 2lgÌ—————- 
| ( 0 ) Ù ö] (lo + z)2 + v2 


R 2l — + 
— k[V(la — z)2 + 2 — 2lo|————————— 
 —2Èk17 y 


Mỹ = —k[VW(2lo + z) + g2 — 2a) 
š:Ê | (In =2 12<2bÏ 


ki 


(21 bo 
to ¬ 


“^^. Tơ ' 


ll 


128 Bai tập & lời giải Cơ học 


chỉ giữ lại những số hạng bậc thâp nhật của dại lượng nhỏ z, . Có thể thây 
rằng chuyển động của chiếc vòng theo trục z tương tự như ở phần (a) trong 
khi đó chuyển động trong theo phương , mặc dù là khá phức tạp song với 
bắc cao hơn. 
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Hai hạt được nỗi với nhau bởi một lò xo có hằng số đàn hồi K và ở vị trí 
cân bằng. Mỗi hạt có khôi lượng ?r và tích điện đương ạ. Một điện trường năm 
ngang không đổi E = Eại tác dụng. Chỉ có lực Culông tác dụng, bỏ qua các 
hiệu ứng từ, bức xạ, ....Các hạt không va chạm nhau. 

(a) Nêu các hạt chuyển động không ma sát dọc theo trục z trên một thanh, 
khoảng cách giữa chúng là d không đổi, xác định d. 

(b) Tìm gia tốc của khôi tâm của hệ trong trường hợp (a). 

(c) Trong trường hợp (a), cho khoảng cách đ(¿) chịu tác dụng bởi đao động 
nhỏ quanh vị trí cân bằng. Xác định tân sô dao động của hệ? 

(d) Cho hạt chuyển động dọc không ma sát trên một bàn nằm ngang thay 
vì trên một thanh. Tìm nghiệm tổng quát của phương trình chuyển động. Bạn 
có thể để nghiệm dưới dạng tích phân. 

(MIT) 
Lời giải: 

(a) Xét lực tác dụng vào hai hạt như hình 1.56, chúng ta thu được phương 

trình chuyển động 


gÈ + k(ra — #1) — Fe = my , (1) 
gqgÈ + k(z\ — z;) + Fa¿ = ma, (2) 


Trong đó #‹ là lực tương tác Culông giữa 2 hạt 


_ rã 
— 47eo (xa T— z\)2ˆ 





ta 


Với z¿ — z¡ = đ, là một hằng SỐ, #¿ = #¡. Lẫy (1) trừ (2) chúng ta thu được 


2 





2 
2kd = 2F, = TC— 5 
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£ 
LẠ đd ng 
—_—————->————————-©——  Y 
X1 X2 
1Ð qgể ? qẼ 
“` —=———T^—.S ——<~~£ 
w#W[xa-zl) k(xa-#t) 
[linh 1.56 Hình 1.57 


huặc 





(b) Công (1) với (3) chúng ta có 
SỮP: — TH[ #1 :Ì 31], 


hoặc 
: ạE 
!ìE — ‹ 
1 


ở đây rụ = ‡(ị + z2} là khôi tâm của hệ vật. 


(c) Lây (2) trừ (1) ta thu được 
q? 


7(T2 - Z1) t 2k(T+ - 7) — —— 5g: 4 
27£Ep(#a #ị]} 


Đặt #¿ — rị = đ+ Ôd, ở đây Ất < d, phương trình trên sẽ trở thành 


- 2 
m(Ad) + 9k(d 1 Ad) — TA NÓ ' 
3 đây AdjJ—= đ®®Ad với j3 } #ˆ và thể giết lai 
ö đầy Ad = “-- VỚI d,” = SẮ=. và A¿ << d, chung có thể viết lại như sau 





md | 6kAd = 0 
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k .`ÏŸ~ " 7 ˆ LÀ ^ ˆ z À Ầ , ˆ 7 ` 
chỉ giữ lại sô hạng có hệ sô bậc một ca Do đó tần sô góc của đao động nhỏ là 


(d) Với rạ, rạ và 9 như hình 1.57, chúng ta có thể viết phương trình chuyển 
động 2 chiều của hệ 
mĩ = qEï + k(rạ — ri) — Ec, (3) 
m†¿ = qEi + k(r — rạ) + E., (4) 
với 
= j7 (rạ — rì) 
47£p |F2 E= mị : 





c 


Cộng (3) với (4) chúng ta thu được 


¬- cai 
Tạ +fFa=—= E 1, 


tương đương với hai phương trình vô hướng 


` _ 2qgÈE 
Tạ +172= ——;, 
Tn 
j +a=0. 
Lẫy tích phân ta được 
qEt? 

E2 1010:2100 npnthinDle) 00272. (5) 
ỰỊị ta = Dịt + Dạ, (6) 


ở đây Œ\, Cạ, Dị, D; là các hằng sỐ tích phân. Lây (4) trừ (3) chúng ta thỤ 
được 
mí(tf¿ — F\) = 2E¿T— 2k(r¿a — Fụ). 


Đặt rạ -- rị = r và viết lại phương trình như sau 


] 2N 
-SEC- EEEC — 2k 
“m lên r] = 


Trong hệ tọa độ cực ta có 





? = (— r8?)ey + (rô + 2#Ö)ea, 
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ˆ 


nen 


: 1¬... 
Rối ĐÓ ĐEN TỰ 8)=0, 
cho ta : 

r?ð = hằng số =H, chẳng hạn. 


Chúng ta cũng có 








: 2k 
?— rũ? = 3 =rớ 
2megrrir?7 m 
VỚI ó 
„  Ƒ đổ 1đ,» 2 _ 
=— =T - =„~—(f'). 8ˆ = —>, 
TỔ HC Tdr Đdr IP, l rả 
nó có thể được viết lại như 
đua — q7 2H ` 4kr 
đr — T£gmr2 r3 rn. 
Lây tích phân chúng ta thu được 
...n 4 2` H 
£qmnr m, r? 


4 đr 
—..._ ứ) 
¬ 3 T HH 
_= TEoTnT  Tn r 


trong đó W/ là hằng số. Cũng thé, khi 


P4 (05c =#1)2‹(0ả< ĐT)” 
chúng ta thu được 
Chị : lì — 
H = r”ỗ = [(œa — mì)? + (wa — ì)?]<, lareg mm) | 
dt }'J.=¿P| 


hoặc 


H:i+V= Ha —#I)°+(›- wi)”]d areg (8§=#) (8) 


z2 — đị 





trong đó V là hằng số. 
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Từ bỗn phương trinh từ 5, 6, 7, 8 chúng ta tìm được r;.za.ị và ¿ là hàm 
theo !. Chủ ý rằng các hằng số tích phản €:,€¿. Dị, 2›. J1. V,£' và M được 
xác định từ các điều kiện ban đầu. 
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Một bộ điều khiển ở cơ câu định thời sử đụng một vãt nặng đao động ỏ 
phia cuỗi của một trục năm ngang kích bởi một bánh đả quay đêu như hình 
1.58. Một lỏ xo lá có hệ sò đàn hồi Ñ và có thể không xoắn mà cũng không 
uôn cong ngoại trừ một phương vuông góc với phía phng (hôi phục) của nó, 
Vận töc góc của trục quay là œ dẫn đồng từ bẻn ngoài, dẫn dẫn tăng cho đến 
khi cộng hưởng xuất hiện (cộng hưởng ở đáy tức là vật nặng chuyển động 
theo quy đao tron). Lực cản không khí (tỉ lệ với vân tốc của vật nặng) triệt 
tiêu năng lượng đưa vào vả điều đỏ giới hạn cộng hưởng với biên độ hữu hạn. 
Bạn có thể cho rằng biên độ đao động của lò xo nhỏ và lò xo luôn luôn ở chế 
độ thăng. Đôi với văn để này, bạn đứt khoát không cẩn tính đến lực cản của 
không khi. 


(a) Hãy chỉ ra cho biết cá hai tần số góc khác nhau khi xuất hiện ở một 
công hưởng. Tân số đó là gì? 

(b) Mö tả quỹ đạo chuyển động của vật năng đỗi với một trong hai tần số 
cộng hưởng (chẳng hạn như vẽ một bức tranh của vân đẻ này). 

(c) Ö tắn số cộng hưởng thấp, viết một phương trình momen đối với trục 
quay ồn định như là một hàm của +: và thời gian. 

(d) Chỉ ra rằng có một giới hạn trên đói với momen của trục quay tại cộng 
hưởng dưới. Điều gì xảy ra nêu lò xo đẫn động đồng hồ sinh ra momen quay 
lớn hơn giới hạn trên này? 

(ÚC, Berkeley ) 





trọng lực 


Hình 1.58 
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LữIi giải: 

(a) Khi bảnh đả quay với vận tốc góc .., vật m¡ phải chuyển động dưới ba 
chiều, Tuy nhiên, dao động dọc của lò xo là nhỏ, chúng ta có thể coi như vật 
không chuyển động theo chiêu của trục. Lò xo chỉ cỏ thể uốn cong theo một 
hưởng, gọi * là ly độ của vật rr¡ theo chiêu đó như hình 1.59. Vận tốc góc là 


không đổi khi công hưởng xảy ra và chúng ta có thể coi như đó là phương 
trinh chuyển động vao lúc cộng hưởng. 





x 


Hình 1.59 


Lực đàn hồi là - Nz và thành phần của trọng lực tác dụng theo hướng z 
là + cos(¿f), chúng ta có thể bỏ qua lực cản của không khi, khi đó phương 
trình dao động của vật nặng là 


trợ cos(vl) — Nr T tHÍT Tư), 
tức là 
f+Àˆr = qĂcoS(†), 
trong đó 
h 2a 


À = E= ca 
1" 


Nghiệm riêng của phương trình có dạng r — .1cos(„?), chúng ta trm 4A = 
z7 ->- Phương trinh thuần nhất ? I A?rz — 0 có nghiệm tổng quát là 


r= Hcos(Àf] + Csim(Àt), 


Khi đỏ giả sử điều kiện ban đầu r{0) = a, ?(U) = %, ta thu được nghiệm tổng 
quát 


b 
r — dCOS(Àf} + ì sin(Àf} + =7 —azleos(M) — COs(0†)|, (1) 
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Một chuyển động tròn có bán kính ?? có thể được mô tả bởi phương trình trong 
hệ tọa độ cực là 

r= 2Rcos8. 
Phương trình (1) có thể được viết dưới dạng này với điều kiện riêng biệt như 
sau. Nếu chúng ta thay À trong (1) băng O, ta thu được 


r—ø+ bí + -S(1 — cosut) 
ằJ 


Nêu chúng ta đặt 
g 


ø + bÙf + —; =0, 
lếP 


Chúng ta thu được phương trình quỹ đạo chuyển động tròn 
TS =5 COs(œ2‡) . 


Nghiệm của phương trình này với điều kiện ban đầu a = —*»,b = 0, và với 
vận tốc góc œ thỏa mãn À ~ 0, hoặc 


JK 
J ¬~ (/{ — RE, 


đó là một trong các tần số cộng hưởng. 
Một cộng hưởng khác thu được nêu chúng ta đặt À = ¿ vào (1), sẽ trở 
thành 


b, J 
r = aCOS(0f) + — sin(u#) + se sin(œ‡) . 
u) 2U) 


Sô hạng cuỗi cùng ở về bên phải của phương trình có biên độ phân kì theo 
thời gian. Tuy nhiên, lực cản của không khí sẽ làm mắt đi năng lượng đưa vào 
và giới hạn cộng hưởng tới một biên độ hữu hạn. Số hạng này có thể tiễn đên 
0 (có thể coi như bởi một hệ số tắt đẳn —/* trong phương trình). Bỏ qua số 
hạng cuỗi cùng chúng ta thu được 


b 
r = aCcOS(U‡) + — sin(uf) = AÁcos(œft — @), 
ằœ) 


đó chính là phương trình mô tả chuyển động quỹ đạo tròn. Tân sô cộng hưởng 
tương ứng thu được là À = «2, hoặc 
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Hình 1.60 


(b) Quy đao tương ứng khi cộng hưởng như hình 1.60. Với cộng hưởng ỏ 
„¡,„ điều kiện ban đầu phải được chọn hợp lý. Mãt khác, cộng hưởng tại .:› có 
thể xuät hiện dưới bất kỉ diễu kiện ban đâu nào để xác định biến độ ¿1 và góc 
¡ì, Do đỏ +:; là tắn số cộng hưởng thực tế. 

(c) Phương trình chuyển động ngang của vật nặng là 

E — rrgsl( 2F] = Tr(rt + 27), 
Với cộng hưởng thấp, z = z1eos(f — ¿), chúng ta có + — 0,7 — äøAsin(~ 
ft}, nền 
` — mỊ 22" sin[xf — a} + gsim(Ø)|S 


và momen quay là 
* Ƒ V.* F Ä h ˆ h - a4 
T = F†t = \wÄcOstutt — @œ)|—221⁄2ˆ sh(22f — ä) + qsin(È),. 


(d) Không mắt tỉnh tổng quát khi chúng ta đặt ¿ _— 0. Khi đó 
 = HÀ 5 — A°) SIH(222Ê}, 
ỏ đây r < mA(Š — A2) đói với cộng hưởng thấp. Nếu momen quay sinh ra 
bởi bảnh xe lò xo là lớn hơn giới hạn trên đỏ, ¿2 sẽ tăng và trang thái cộng 
hưởng sẽ không siữ lầu hơn. 


1087 
Một vật ri chuyển động quanh một lỗ trỗng trên mặt phăng của cải bàn 
nắm ngang không ma sát. Vật được nồi với một lò xo xuyên qua lỗ. Mỏt vật 
1; bị buộc vào đâu kia của cái lò xo (hình 1,61), 
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(a) Biết vị trí ban đầu Tt¿ và vận tốc Vẹ trên mặt phẳng của cái bàn và vật 
mị và mạ, tìm phương trình xác định bản kinh quỹ đạo lớn nhất và nhỏ nhật. 
(b) Tìm tân sô dao động của bán kinh quỹ đạo khi quỹ đạo chỉ hơi lệch so 
VỚI Vòng tTÒn. 


(Princeton ) 
mạ 
Hình 1.61 
Lời giải: 
(a) Phương trình chuyển động của ra và mm; là 

tr(P — r8?) = —1', (1) 
mịr”8 = mịh Ó (2) 
T - TrLạqg — TrtạT , (3) 


trong đó mịh là momen xung lượng, là hằng số. Khử 7 từ (1) và (3) chúng ta 
thu được 
mị + mạ)#Ÿ — mịn? + mạg =0. (4) 


Kết hợp phương trình (2) và (4) ta được 


._mịh? 
(mị + mạ)? ~ CT— = -mag. (5) 





® « «e“ - ; # ˆ - L2 ˆ + 
VỚI 7 — ấn sở 2 , lây tích phân biểu thức trên ta có 


| h2 
sứ +mạ]?? + —¬ = —m¿qr +C'. (6) 





¿+ Ú,r = Ra, # = Vạcosó, rổ = Wesin @, ta có h = RaVesin ó, Ở đầy ø là 
góc giữa Rạ và Vụ. Hằng số tích phân Œ' có thể xác định được 


1 : & «Ả 
Da = sim + rrrạ) VỤ cos” @ + trị VỆ sin" ® + r¿g ho . 
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Để r có cực trị, * = 0, phương trình (6) trở thành 
2m;grŠ — 2Cr? +rnịh2 =0, 


mà nghiệm sẽ cho giá trị lớn nhất và nhỏ nhất của bán kính z. 
(b) Khi quỹ đạo của mm là đường tròn, ? = 0, và (5) trở thành 


kì 
h2 =3 T"2Ø7o 
Trì 


_ (7) 


với rọ là bản kính quỹ đạo tròn. Khi quỹ đạo hơi lệch so với tròn, đặt r = rọ+*, 
trong đó z < rọ. Phương trình (5) sẽ trỏ thành 


(mì + mạ)3# — rnịh?/(rọ + z)) =— —-mạg. 


—3 
= = + + 3Z 
(ro+z) ®=rạ*(t+ Z ~rg*Í— CS), 
0 7ọ 


Phương trình trên trở thành 


Với 


(mm + rnạ)# — mm hˆ(ra3 — đzra “) = —-mag. 
Sử dụng (7) chúng ta có 


đm2gz —_ 


(mạ + rn;)# + =—=ÍŨ: 





70 
Điều này cho thấy z dao động điều hòa đơn giản với tần số 


œ) lÌ Š7n2g 
2n 27V (mmị + mạ)rog ` 
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(a) Cho một đao động tử điều hòa tắt dân (trong 1 chiều) với phương trình 
chuyển động 
mm = —mu2+ — +# + Ácos(w†). 
Tốc độ tiêu hao năng lượng trung bình theo thời gian là bao nhiêu? 
(b) Cho dao động tử điều hòa với phương trình chuyển động 


m# = —muz + œz? + Á cos(uf) , 
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trong đó œ là hằng sô nhỏ. 
Vào thời điểm ¿ = 0, z = 0 và # = 0. Giải đôi với chuyển động sau đó, bao 
gốm các sô hạng bậc 1 của a. 


(Princeton  ) 
Lời giải: 
(a) Phương trình chuyển động là phân thực của 
mỹ + muàz + yx‡ = Ae”" . 
Với nghiệm trạng thái ổn định, ta thử z = zoe*°!. Thay vào ta có 
A 
ùn 5 — He"? , 
m(UỆ — 3) + 
với 3 
| Y.) 
 = ———————-——— @ = arCf#——————m~ . 
137.35 2593. 5 5! -. 
V?m (vá - 2)2 + +3u? m(u — œ2) 


Tốc độ thực hiện công bởi lực  = Re(.Ae*Ð là 


Eeftf‹feees09479)(24 8 


=> 


| | I 
10mg it thế nhiế lạ 9 Ưng VỆ TÁC lở TUIẾ 2 Jn 


Khi lây trung bình trong một chu kì thì F¿£ và Ƒ*¿* mỗi SỐ hạng mang một 
hệ số thời gian e‡?*“!, Như vậy công trung bình đuợc thực hiện là bị triệt tiêu 
như lây tích phân trong một chu kì 








1LuAjB : 18 
ae : P lô "ở 6) e= “— sin œ 
jAHB jÖ : +2? +u?.A? 
— ————_YV(Ụ — — ~-——---~———————~——— ., 
2 41. z 2[rn2(u — œ2) + +23) 


Ở trạng thái dừng, đó là tốc độ tiêu tán năng lượng của dao động tử, nó được 
TY. ` .c^ £ " # + .^ , , ` 
cho bởi công thực hiện đôi với sô hạng tiêu tán, tức là 


sẽ ằˆ B? 





(P) =+(Re¿) = + 





Như đã lưu ý, hai cách tiếp cận cho cùng kết quả. 
(b) Phương trình chuyển động bây giờ là 


m%: + Tnu42 = A cos(u£) = ax?. q1) 
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Với a là một số nhỏ, chúng ta có thể việt lại nghiệm như sau 
F =#o +©1\ +07zs+ ` ® 7g + ŒœZ† 
trong xấp xÏ bậc một. +o là nghiệm đổi với œ = 0, tức là nghiệm của 
TrŒa + TnuÐZọ ~= Ảcos(œ). 


Một nghiệm riêng của phương trình thu được bằng cách đặt zọ = ñ cos(œ†). 


Thế vào cho ta #' = nhờ ƠI: Nghiệm tổng quát của phần thuần nhất của 
0 


phương trình là dao động điều hòa. Nghiệm tổng quát đây đủ là 
To = Œcos(ug‡ + U) + B cos(œ£) , 
Với điều kiện ban đầu ze = #o =0 ở =0 cho =0, =—',hay 
rọ = J[cos(œf) — cos(uof)}. 


l4 ` ` ^2 # Ậ ~ "3 ˆ 
Thay thê z = z + œzạ vào (1) và bỏ qua các sô mũ của ø bậc cao hơn 1, 
chúng ta có 


: ) 
tì † 067) Z — 


/2 





[eos(u£) — cos(uot)]f 


L0 10i l 
= ụ + cos(2uÈ) + D cos(2uo‡) — cos[(œo — ằœ)‡] — cos[(0o + s04] 





⁄ứn 


hoặc ở trong dạng phức 


r2 
: Tn c 2 
với một nghiệm riêng hãy thử 


Thay vào ta được 


10-BTALG CƠ HỌC 
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Nghiệm tổng quát của (1) với bậc 1 của ø, là 
Z =za t+OTI 
= Bcos(u‡) — cos(uo)] 
+ ø{D cos(„o£f + 0) + a + bcos(2œÈ) + ecos(2uoÈ) 
+ đcos|(œo — )f| + ƒ cos[(o + @)f]}. 


Với điều kiên ban đầu z = ‡ = 0ở¿ = 0 ta có Ø = 0 và 


10B2(u2 — œ2}° 


D=-(a+bồ j —= —————————. 
(œa+b+c+d+ƒ) 3m7 (0/2= 8/4)(02 =0) 


Do đó, chuyển động của đao động tử điều hòa được mô tả xấp xỉ bởi 


.__ Alcos(uf) — cos(ua£)] 10œ42 cos(«of} 5 ằA? 
tên (8 — œ*) 3m3u (2 — 4u )(uậ — 4u?) rn3(uậ — u2)° 


| cos(2u£) cos(2uof) _ cos[(o — ¿)f} - cos[(a + 0)†] 
SỐ ÔN-IT2.TTR-TRTIRSTTAA NET NUNG. dG 
uUộ — 2(u — 4,2) 64⁄4 œ2 — 2Ju0g 2 + 2u 
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Như đã biết, nêu ta khoan một kênh nhỏ qua trái đất rắn không quay mật 
độ đồng nhất từ Buffalo đi qua tâm trái đất và đến Olaffub ở phía bên kia, và 
thả 1 hòn đá vào lỗ, ta sẽ thầy nó ở Olaffub sau một thời gian 7¡ = 2; ö đây 
uọ là hằng số. Bây giờ, thay vì đánh rơi hòn đá, ta ném nó vào lỗ với vận tộc 
ban đầu ›ạ. oọ là bao nhiêu để hòn đá xuất hiện ở Olaffub sau khoảng thời 
gian 7; = Tì /2? Giá trị đó tính theo uọ và R, bán kính trái đất. 

(Princeton ) 


Lời giải: 
ˆ ` 2 , - ~ 4 Á Lá , Á‹ # 4 ˆ ? # Ẫ 
Gọi r la khoảng cach giữa viên đã, có khôi lượng m, với tâm của trái đât. 
Ầ rÝ L4 ˆ , ` ¬ 3 3 ^ : 
Lực hâp dân tác dụng lên nó là Ƒ' = _ “HA = —=umr, Ö đây uy = TĂE, 


ø là mật độ của trái đắt đồng đều. Phương trình chuyển động của viên đá khi 
đó là 
† = -uiậT . 
` A bá . kh ^ˆ ` ` . 7 LẠ ˆ M Ầ L_ 
Viên đá thực hiện đao động điều hòa đơn giản với một chu kì 7' = nà Nều viên 


đá bắt đầu từ vị trí Bufalo, nó sẽ đến Olaffub sau một thời gian 7¡ = 5 “- 
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Nghiệm của phương trình chuyển động là 


T= ÄcOsS(£ + ý). 


Viên đá bắt đầu tại r = # với vận tốc ban dâu # = —uạ. Chúng ta có 
| R= Acosụ, —Ug = — ẢưJo SIn W ¿ 
cho 
0 0ọ \Ẻ 
@ = arctg () A=tiF2+ (3) 


Để đến Olaffub tại  = '+ = ;—, ta quy định 


~—— 


° 2 
-R=jz++ (®) cos (5 +ø) =— m+ (3) sin #. 
ằJQ 2 (20 


Với sin” + cos? ¿ — 1, chúng ta được 


H^ Rˆ 
Sỉ a6 e—= —=-ẽÏ]) 


R?+ (%) R?+ (®) 


c0 


cho ta 
Uo = la. 
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(a) Một hạt có khối lượng zn chuyển động dưới tác dụng của thế năng 
V(z) = er/{z2 + a?), trong đó c và a là hằng số đương. Tìm vị trí trạng thái 
cân bằng bên và chu kì dao động nhỏ quanh đó. 
(b) Nêu hạt bắt đầu từ điểm đó với vận tốc ò, tìm khoảng giá trị của z mà 
nó (1) dao động, (2) thoát đền —œ, (3) thoát tới +oo. 
(Prtnceton ) 
Lời giải: 
(a) Tại vị trí cân bằng, Ƒ' = —dV/dz = 0, nghĩa là 
DỰ... VU =3). 
dr (12+a2)2 - 
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Do đó, có hai vị trí cân băng, z¡ = ø, z¿ = —a. Vậy 


d?V c— 2cz(zˆ — 3aˆ) 





dz?2  — (z2+a? 
Chúng ta có 
dˆV đ?V 
—— : —~| >Ô 
dx+2 Z1 d+y? T2 


.Á X " , ,É ¿ ^ * ˆ ` ` . , ˆ * 
Tiếp theo, zạ là vị trí trạng thái cân bằng không bền, và z¿ là vị trí cân bằng 
bến. 

Với dao động nhỏ quanh vị trí cân bằng bền, đặt z = —a+z', ở đây z' < a. 
Phương trình chuyển động trở thành 








Ủˆz' cz'(2a — +”) Củ: 
n uc : 
dt? [(z/ — a)ˆ + a2]? 2a3 
Do đó, chu kì của dao động nhỏ tại z = —a là 





(b) Năng lượng tổng cộng của hạt là 


mì ru? C 
E= +V(T-a)= -- 





Đ ` 


7 





(2) Với E —= c + V(z), đôi với hạt chuyển động đến z = —œc, chúng ta 


có j2 > V{(—sœe) = U, nghĩa là 


c 
Ủ >-4J =‹ 
Ta 


(3) Để thoát đến +oo, hạt phải đi qua điểm z¿ = +a, tại đó thê năng là 


cực đại. Do đó ta đòi hỏi # > V(a) = #, nghĩa là 


2c 


„ì 


" 
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Một mặt phẳng nghiêng 3-4-5 được đặt cô định trên một đĩa tròn có thể 
quay được. Trên mặt phẳng nghiêng có một vật được đặt tự do và hệ số ma 
sát nghỉ giữa nó và mặt phẳng nghiêng là ø; = 1/4. Vật được giữ tại vị trí 40 
cm so với tâm quay của đĩa (hinh 1.62). Tìm vận tốc góc ¿ nhỏ nhất để giữ 
vật khỏi bị trượt xuống mật phẳng (về phía tâm quay). 

(SUNY, Buffaio ) 





Hinh 1.62 Hình 1.63 
Lời giải: 
Như trình bày trên hình 1.63, các lực tac động lên vật là trọng lực zx¿, phản 


lực theo pháp tuyên N, lực ma sát nghỉ f, và lực ly tâm ƒ — ¿N, P. = mư?r. 


Như vãy, điều kiên để cân bằng là 


mịp ãn = P'cosÚ + nà, 
X - rTngcosØ + P?sin8. 





Từ do 
mqsin 8 = Ï?cos  ~ nyrng cos Ð + n„P)sìn 0, 
cho | 
sin  — /¿ cos 8 2 
ƒ? = | ——————..- T1 — THhUJ”T , 
eos + „ sìm 8 
hay 
su lăỏa su. VÀ ` 
2_ (8ãmĐ—nạg€osÚ\g l5 3'5 9.8 10.3 
va c@os + r¿ si / r s : 1Š 0.4 MÀ 
nghĩa là 


œ<=:1c98 rad⁄s. 
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Một vật khói lượng + treo cân bảng bởi một lò xo được kéo với một lực 

È = —R (+ - l), trong đó zr là đệ dài của lò xo và ¡ là độ dải của nó khi thả 

lỏng. Tại thời điểm : — 0 điểm gắn lò xo ở trên cùng bắt đầu dao động lên 

xuỗng theo đang sin với biên độ 41, tần sô góc « như trên hình 1.64. Thiết lập 
và giải phương trình chuyển động cho r(?). 

(SUNY, Buffaïo ) 


"“>——%x- 


Hinh 1.64 
Lời giải: 
Coi điểm trên cùng của lò xo, ?, là gốc của trục tọa độ, vật rn có tọa độ r. 


Tại ! = 0, P bắt đầu dao động dưởi dạng sin, như vậy, khoảng cách giữa điểm 
ƒ và điểm đö cô định là 4 sin(¿¿f), Do đó, vật mm có phương trình chuyển động 


ứ" 
r mò } Asgin(ut)| — rag — E(x — Ì)., 
Đặt J=Z--— T¬h tuổ — Ề, Phương trình trên có thể được viết là 


ý ~ 1 = ` Asin(uf). 


Thử nghiệm đặc biệt y = 7 sin(¿f). Thay thể cho 





/Ê Á 
B = 3 3 ' 


Ta có nghiệm tổng quát là 


- SP T, 

J“ 4 sin (uf 

ụ = Ccos(ugf) + Dsin(gf) + ếch Si 
~ 


Sử dụng điều kiện ban dẫu 


¬ Hì( 
my — K(z — Ì), tức là r — s4 - Ï, hay — D 
Vã  = (, chúng ta được 
3 
: : „/” 4 
Cl=0, ll Sẽ — 
uI0(J8 — ¿/2) 
Và ta có ' 
“4 : œ/ n 
#i1‡#†= _ sin(¿]} — — sin{f¿agf)| + _ +Í 
ky — Jƒ] 
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Một vật khôi lượng ra trượt không ma sát trên một mặt phẳng nghiêng cỏ 
khói lượng A7, mặt phẳng nghiêng lại có thể trượt tự đo không ma sát trên 
mặt bàn nằm ngang (hình 1.65). Viết các phương trình đây đủ để tìm chuyển 
động của vật và mặt phẳng nghiêng. Không cần phải giải những phương trình 
đó, 

(Wisconsïn ) 
Lời giải: 

Như trên hình 1.65, đặt z. ¿ là hệ tọa độ gắn với mặt phẳng nghiêng, trục 
tọa độ năm ngang của nó trên hệ tọa độ phòng thí nghiệm được biểu thị là X. 
Các lực tác động lên vật và mặt phẳng nghiêng được trình bày trên biểu đỏ. 





Hình 1.65 


Chúng ta có phương trình cho mặt phẳng nghiêng 


MX = Nsina s 
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cho chuyển động của vật dọc theo phương z 

tr(£ + X CQS@Œ) —= -1ngsina. 
và cho chuyển động của vật dọc theo phương 

—mÄ sina = W — tỊỮ CON ET, 


: kj 
Ba phương trình cho ba ẩn sỏ W.z và X đó có thể được giải để tìm chuyển 
động của hề. 
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Một vòng quay ngựa gỗ (thứ thường thấy trong công viên) bắt đầu quay 
từ lúc nghỉ với gia tóc góc không đổi là 0,02 vòng trên giây bình phương. Một 
người ngỏi trên ghé cách trục quay 6 m cằm một quả bóng nặng 2 kg (xem 
hình 1.66). Tính độ lớn và chiều của lực người đó cẩn dùng để giữ quả bóng 
5 giây sau khi vòng quay bắt đầu quay. Chỉ rõ chiều so với bản kính của ghê 


mà người đó ngồi. 


(Wisconsin ) 


Hình 1.66 
LỜI giải: 
Xét hai hệ tọa độ /L, #† với cùng một gốc. 1, được cô định với phòng thí 


nghiệm, và # quay với vận tốc góc œ. Các đạo hàm theo thời gian của vecto 
A tong hai hệ liên hệ với nhau bởi 


= | — +t+xA. 


4 , ^ .-AP # , , , ` 4 ˆ , 
Liêp đó, cho một điểm có bán kính vectơ r có gốc là góc tọa độ ta có 


É#),~(8),se 
di _ đt /n bà. 


Cơ học Newton 147 


và | 
d2” \dfja VNI H”””” Vip "I\ d/g 
Hay 
d £ _ (dếr Tuy đr 
dt J, \dtJp (d2 CV jpc 
«x (5) =0 sa + x (w xT) 
đjr đt n 
Đặt 
đˆr : dĩ : dư 
dd? dt), — dịp 
T/n R L 
ta CÓ 





dŠr 
Tự? =a +2 xV +wx(@xr) +(xr. 
L 


Trong hệ quay gắn với vòng quay ngựa, phương trình chuyển động của 
quả bóng F = m: (5), khí đó cho 


2 


í ˆ 
ta. = F.+ muyˆt — Tớ X TY — 2m) X V”V 


vì œø.Lr đo vậy r x (œ x r) = —œr. Vì bóng được giữ ổn định so với vòng quay 
ngựa, a' = 0, vˆ = 0, và 


F— —-muˆr +rnd xr. 


Với hệ quay BE, đặt trục z dọc theo trục quay và trục z từ tâm quay hướng ra 
chê, ta có 
œ = /k, t:e71. 


Lực F tác động lên bóng là lực tổng hợp của lực f đo người giữ và trọng lực 
F =f— mạẹk. 


Ta có 
f = —mu ri + r2r] + mạk. 


VỚi ¿ — 0,02 x 27 rad/SẼ,  = 5œ, rn = 2 kg, r — 6m, ta có 
ƒ = —4,T4i + 1,51j + 19,6kN, 


với độ lớn = 20,2N. 


148 s Hui tập & lơt giải Cơ học 
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Một hành tỉnh có mặt độ đồng nhât quay quanh một trục cô định với vận 
tộc góc „;. Do có chuyển động quay này, bản kính xích đạo ??¡: lớn hơn một chút 
so với bản kinh cực của nó ??¡: như được mô tả bởi tham số z — (#‡¿:— E)/Fìy:. 
Kết quả nhiễu loạn đó đóng góp vảo thê hấp dẫn là 
2GA1„z R‡.F›(cos 8 
S(n,6, _ ”” ®" § Sa ch 
ĐÈ 
trong đỏ 0 là góc cực và ƒ»(cos 9) — San ›. Nêu rõ điều kiện cân bằng khả 
dĩ của bể mặt hành tỉnh và tính giá trị của = theo tham sỐ A = c, trong đỏ 
ø là gia tộc hấp dẫn. Ước lượng trị só z của trái đắt. 
(Wisconsin ) 





Hình 1.67 


Lời giải: 

Các lực tác dụng lên một phần tử khối lượng An trên bề mặt của hành 
tinh là lực hắp dẫn, lực ly tâm và lực ràng buộc bởi phần còn lại của hành 
tỉnh, Điều kiện cân bằng của bẻ mặt là hợp lực của lực hâp dẫn và lực ly tâm 
vuông góc với bể mặt, có nghĩa là không có thành phần tiếp tuyến. 

Giả sử bể mặt của hành tỉnh là một elipsoit tròn xoay với trục z là trục đối 
xứng như trên hình 1.67. Đường siao của elipsoit tròn xoay với mặt phăng rz 
là một hình elip 

z — Rpcosd, z— lù:sinœ, 


trong đó œ là tham số, Góc cực Ø của một điểm trên elip cho bởi 


= SE tga, 


tgổ = Rn 


trịh 
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Đơn vị của tiệp tuyên 7 với elip tại điểm này là 


dh: d 
#dc1014:kdsezili= E—” lđã 
dœ dœ 


coöS œ 





= (iR,cosœ — kitp sin œ)dœ = — GRỆ — kR2tg0)doœ 


Lực ly tâm ft tác động lên Arn là 
fị = iAm.R.u sin 8 
và lực hâp dẫn tác động lên nó là 


GMf.Am 2GMecR2.Am 


fạ= —VV =V ` 
n | R 53 


P;(cos9)| 


] 6e R2 6e li 
R2 5R+1 


6GM.,cR?;,Am 


si sin Ø cos Ôea . 


=GM,Am (- Đạ (eos6)) ©ry — 


Với 
e; = isin ổ + kcos Ô, 


©g = lcosØ — ksin 8, 


sinØ 6chƑ... 6c Hệ. 
PB — sa sin ØP;(cos Ø8) — sn4 











f2 =GM,Am - # sinØcosˆ” |: 


cos0  6cRˆ 6c RỆ 
_— na COS0P5(cos 0) È 5 BÀ 





+ GM.Amn - sin? Ô cos | k 


: N 
= GM,Am ụ |-m —b Ẹ cos? Ø — : + cos2 5) sin 8 


1 ` 
+k |—qng — ð (  cas28~ ở — sin2đ | cas0} 
z 2 P3À! 


với b = 6c R2./5RỶ. 
Điều kiện cân bằng của bể mặt là 
(ì+fa)-r =0, 
đưa dến 8 ~ Rp + Rg 


Rộằ” sin9 — RbGM, sin 8 ~ Ô. 
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Ta co 
__ nHệcb & 51 2 BNgu — BÀ 
6ö 6Œ A1, ÕW 6 
3 (11; 5; đa cam cv. T13 Ar 
VỚI ÿ MP « Cho trải đất, f¿: — 6378 x 10” m,ư — siís0g rad/5,  — 
+ 3 


fJÑ m⁄$~. ta có 


2,9 x 10 3. 
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Một về tỉnh chuyển động với quỷ đạo tròn quanh trải đẫt. Bên trong nó, 
một phi hành gia cảm một vật nhỏ và hạ thập ñÖ XUÔI8 một khoảng Ar sơ với 
khỏi tăm của vệ tỉnh vẻ phía trải đắt. Nêu vật được thả ra khỏi trạng thái nghỉ 
(được nhìn bởi phi hành Bìa), mô tả chuyển động tiếp theo được nhìn bởi phi 
hành gia trong hệ quy chiêu gắn với vệ tỉnh. 

(Wiscoristrt ) 
Lời giải: 

Về tỉnh quay quanh trái đầt với vận tốc góc .¿. Ta giả thiết rằng một mặt 
của vệ tỉnh luôn hướng vẻ phía trái đất, cỏ nghĩa vận tốc góc quay của nó cũng 
là «. Chọn hệ tọa đô gắn với vệ tính, điểm gỐc là tâm khôi của vệ tính và tâm 
của trái đắt ở trên trục như trên hình 1.68, trong đó 7? là khoảng cách từ vệ 
tỉnh đến tâm trái đất. 


y 
L2 
Trải Đặt 
R m 
r 
0 X 
Hinh 1.68 


Phương trình chuyển động của vật nhỏ có khối lượng m trong hệ về tỉnh 


Cơ học Newton 151 


————- ¬— - _———-———-—=—=-~-¬^ 


cho bởi phương trình (Bài 1094) 


EF = TT Đ} mừ? xX (2 X Y) +} 2mmáJ) X ƒ + Trà) XT 
m THỲ ¬ Truy 2v + 2m XÊ, 
VÌ œ@ = Ú, œ:r = Ũ, ta CÓ 
2 


mmY = E + rn“r — 2m XYr. 


Theo trên, EF' là lực hắp dẫn do trái đất 








t.- m1 =ẩÏ z2 TH (1t =Ẽ : 
; (L~ ) 
GAIm ỏU 
_ GÀ1m GMIm 3G À†rnụ 
SP N TS XS 
trong đó ¿r là lực hướng tâm và 
—2mw x ? = —2m.ue; x (#‡ex + ÿQ@y + ¿@z) 


- 2muJ(3@u — 1e) 


là lực Coriolls. 

Như ban dẫu, r = Êr@ụu, Và tât cả các lực trên mặt phẳng zự vật luôn 
chuyển động trên mặt phẳng này. Do đó r = zex + /e„. Nêu vệ tỉnh có khôi 
lượng rm', ta có 

GÀ1m: 
R2 
Hay „2 = S%., Vậy số hạng thứ 2 của F khử lực ly tâm. SỐ hạng thứ nhất 
của È tác động lên vệ tỉnh và nói chung là ta không quan tâm. Vì vậy, phương 
trình chuyển động trở thành 


= mR.U? , 





Z€z -† 1J©ụ = 3U 2 ỐỒy, — 2u(#©u - ÿĐz) 
hay dưới dạng, 


ÿ — 3U — 22, (1) 
£ = 2u): (2) 
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Tích phân (2) và dùng điều kiện ban đầu ¿‡ = 0, y = Ar ở =0, ta tìm được 
# = 2u( — Âr). (3) 
Thay thê trong (1) cho 
ÿ = —ư 2 + 4U Ar, 
Nghiệm tổng quát của nó là  = Acos(¿#) + B sin(u£) + 4Ar, A. B là hằng số. 
Với điều kiện ban đầu y = Ar, ÿ = 0 tại ‡ = 0, ta tìm được 
 —= —3Àr cos(u£) + 4Á. 
Phương trình (3) trỏ thành 
# = 6uAr|l — cos(of)|. 
Tích phân và áp dụng điều kiện ban đầu z = 0 tại £ = 0, ta thu được 
Zz = 6Arlut — sin(È)] , 
Do đó, chuyển động tiếp theo được nhìn bởi phi hành gia trong hệ quy chiều 
vệ tinh được mô tả bởi 
z = 6Arl|œ‡ — sin(u£)}, 
ụ = Ar|4 — 3cos(œ£)]. 
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Xét một vòng tròn bán kính quay ø trong một mặt phẳng thẳng đứng với 
vận tốc góc œ quanh đường kính thẳng đứng. Xét một hạt có khối lượng m 
trượt không ma sát trên vòng tròn như trên hình 1.69. 

(a) Dưới điều kiện cụ thể nào hạt đó sẽ cân bằng bên ỏ Ø = 0? 

(b) Tìm giá trị khác của 9 mà trong một số điều kiện, hạt sẽ cân bằng bền. 
Chỉ ra giá trị của « xảy ra điều kiện cân bằng ổn định. 

(c) Giải thích câu trả lời với sự hỗ trợ của đỗ thị thích hợp của thể năng 
theo 6 được đo trong hệ tọa độ quay. 

(Wisconsin ) 
Lời giải: 

Xét hệ tọa độ (r,Ø) gắn với vòng và dùng kết quả thu được từ bài 

toán 1094. Với „ là hằng số, trong hệ quay ta có 


E—=F+ 2 xf#+ứ x (œ xr). 
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lai 


` 


mỹ 
Hinh 1.69 
Với 
F —af“ey + aÖeạ 
tJ  UGy — —COSOy † „2š ỞQg , 


Psz Huy Q 
ta có phương trình chuyển động của hạt theo chiều e; trong hệ quay là 
(# — —gsIHL + Ø2 sin đ cós Ê. (1) 


"nh +» # s , ˆ ¬ SP s.^ 32 ˆ sT d.. ˆ b. 
Để tim các vị trí cần băng, gia sử 0 - 0. Õ trên cho điều kiện cân bằng, 8 = Ù 


và cos s7 
tu! 


(a) Khi 0 gắn bằng không, 


82 
sin 8  ñ, cosử« | ——-. 
; 
Ta có thể xắp xỉ (1) 
0(Z—+?)ø= nu 2 —w2 Z0, 
lới t 
° ` ẻ h q 
01+ 0-0 nêu ““—w2 =0 
3 ñ 


Rõ rằng là nêu và chỉ nêu œ* < ø/a, trong trường hợp như vậy hợp lực tác 
dụng lên hạt luôn hướng vẻ vị trí cân bằng, tại Ø = 0 sẽ là cân bằng ổn định. 
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(b) Giá trị khác của Ø cho hạt cân bằng ổn định là 
Úp = arccos (=5) 
đu) 
Đặt 0 — Øo + ỏ0, trong đó ð9 < 9g. Khi đó 


sin Ø = sin(Øo + ôØ)  sin Øo + cos Øg¿0 . 
cos ổ = cos(Øo + ð8) & cos Ø8 — sin đoð8. 


Thay thê trong (1) cho 





42ã0 ` 2 
St TÚ PEEEC. ä8 =0. 
N.” ụ TP) - : 


, sSÀ +.Fˆ ^ bề ? ` ` 
Do đỏ, điều kiện cân băng ốn định là 


Ìi— —— >‹Q, ha œ2 > vÌ—, 
(201 ¿ q 


(c) Thể năng của hạt trong hệ quay gồm 2 phân, nghĩa là thê năng hấp 
dẫn Vị và thể năng ly tâm V2, cho bởi 


öVWì 
——— — ~Tmn 
ởz X 
nghĩa là 
Vì =rngz = rnga(1 — cos8), 
và” = 7n? 
Ør 
nghĩa là 
| 1 | 
Vy = —-rnu2r? = ——ma®u? sìn? 6. 
GHI - 2 
Do đó 


" 
V = Vị + Vạ ¬>- rnga(1 — cos 0) — aima ` sin” 8. 
Hai vị trí cần bằng cho bởi sàn =Ï) 
sin Ø = (0. hay 0=0. 
( 
cos Ở = „. hay Ø = arccoS (-5) : 
(uJ 


(qU 


Hình 1.70 (a), (b) và (c) là các đỗ thị của thê năng theo ø được đo trong hệ 
quay tương ứng với u < v/0/a, œ = v/g/a và u > Vg/a. 
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;sr€ cos {g⁄qu] 
Í + 





¿ @fc cos(gZau:#) 





1, Đó. 
(a) (h) (c) 


Hinh 1.70 


Thể năng phải là nhỏ nhất để cân bằng là ổn định. Dây là trường hợp 
/ - ( trên hinh (a) và (b) và Ø — :ưccos( Š; ) trên hình (e). Diểm Ø _ 0 trên 
hinh (c) là một vị trí cân bằng nhưng là không ổn định vì V là lớn nhất ở đây. 
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Một đĩa nằm ngang có bể mặt trơn hoàn toàn quay với vận tốc góc w 
quanh một trục thẳng đứng đi qua tâm của nó. Một người ỏ trên đĩa cách một 
khoảng # so với điểm góc bản một đồng xu nhẫn hoàn toàn có khối lượng rn 
(kích thước bỏ qua) về phía điểm gốc. Việc đó cung cắp một vận tốc tương 
đôi ban đầu V' so với đĩa. Chỉ ra rằng sự chuyển động theo thời gian ?, đã bỏ 
qua thành phần (.!)? được quan sát bởi người trên đĩa là một parabon, đưa 
ra phương trình của parabon này. 

(Wtisconsin ) 
Lời giải: 
Dùng hệ tọa độ Descartes gắn với đĩa, như vậy trục z đọc theo trục quay 


` , *.* ^ˆ ra ^ " + Fị " . Fì 
va Lrục r ngược hướng với vận tốc ban dâu V của đồng xu, cả hai trục z. „ đêu 
năm trên mặt phăng đĩa. Trong hệ quay này, ta có (xem bài toàn 1094), 


1éiểÌV tru) 
. —TF Kí xTT— 1n) X (U x T)T— 2m) x v. 
l) ( 


Vì không có lực tác động ngang lên đỏng xu sau khi bắn và œ = úk, ¿ = Ú, từ 


11.BTÁI l5 ©Ơ HỌC 
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trên ta có 

# = ưu + + 20, (1) 

Ù =u ụ — 9u, (2) 
Đặt z = z +. Khi đó (1) + (2) x ¡ cho phương trình 

3 + 212 S— 2z =0. (3) 
Đặt z = ¿9!, ta có phương trình đặc trưng 
+? + 2y — úˆ = (y+ 12)? =0, 


Phương trình này có nghiệm kép + = —i, vậy, nghiệm tổng quát của phương 
trình (3) là 

z=(A+iB)e”"t + (C +iD)te"*“t, 
Các điều kiện ban đầu là z = ñ,  = 0, # = —V, ỳ =0, hay z = R, ¿ = —V, 
tại ‡ — 0, ta có 


R=A+:bB, =V=uB+C+i(D—-uA), 
hay 
A=lh  B=0 C=—V D=uR. 
Do đó 
z = [(R— Vt) + iRutle^*°t, 
hay 


z = (R- Vt) cos(uf) + Re sin(È) , 
= -(R— Vt) sin(‡) + Ràt cos(uÈ) . 


Bỏ qua số hạng (u‡)Ÿ, từ trên ta có 
+ R— Vt, 
ụ  —(R — Vt)ằt + Ruat — Vui : 


Do vậy, quỹ đạo có đạng là một parabon  = #(ñ - z)?. 


1099 
Một vật bắt đầu rơi từ độ cao h so với bề mặt trái đắt tại vĩ độ 40 độ Bắc. 
Với h —= 100 m, tính độ dịch chuyển ngang của điểm va chạm gây bởi lực 
CorioÌis. 
(Columbia ) 
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LỜI giải: 

Nêu vặt có khối lượng z›, trong hệ chuyển động quay của trái đất, lực 
Coriolis —2„¿ x £ được coi là lực tác động lên vật. Ta chọn hệ quy chiều với 
góc đặt tại điểm ở trên bể mặt trải đất phia dưới điểm bắt đâu rơi của vật, 
với trục + hướng về phía Nam, trục hướng về phía Dông và trục z hướng 
lên trên theo phương thắng đứng (hình 1.71). Như vậy, phương trình chuyên 
động của vật trong hệ quy chiêu trái đắt là 


Trị = —Trtgk - 217L X T 
1 3 k 
rnụk — 2m |—uuceos40” Ú u¿sin402 
T Ụ Ễ 





Hình 1.71 


Từ trên ta có thể thu được các biểu thức cho z, ÿ và zš, từ đó tích phân cho 
ra ?, ÿ và ¿. Các kết quả đó sau lại được dùng trong biểu thức cho #, ÿ và z. Vì 
thời gian rơi của vật đủ ngắn so với chu kì quay của trái đất, chúng ta có thể 
bỏ qua số hạng bậc ¿? và viêt như sau 


z=0, 
ÿ = 2qfu cos 40° , 
m& iu 
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Tích phân hai lần và dùng điều kiện ban đâu ta thu được 


=0, 
] ö 
Ự^~ g£ le cós 40” , 
r3 
gf 
`“ TÔÔồ 
$@ —=ñ 9 


Phương trình cuỗi cho thời gian đên bể mặt trái đất của vật khi ¿ = 0Ö 


[2h 
“Ús g 
Tiếp đó, độ dịch chuyển ngang của vật khi va chạm là 


RhŠ 3 
ƯÈ= <\I~ œ COs 10” = 0,U17 mn , 
\ø 


1100 
(a) Độ lớn và chiều lệch của quả dọi treo từ đỉnh tới đáy của tháp Sather 
(Companile) do sự quay của trái đát là bao nhiều? 
(b) Điểm va chạm của mốt vật rơi từ đỉnh tháp xuống là thế nào? 


Giả thiết rằng Berkeley ở 0° vĩ độ Bắc và tháp có độ cao là L m. Dưa ra các 
giá trị sô cho (a) và (b) dựa theo các ước lượng L và 0. 


(Columbiu ) 


F. 
‹ị 
z^8 mq 


Hinh 1.72 
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Lời giải: 


(a) Trên hình 1.72, Fs là lực ly tầm tưởng tượng, ø là góc tạo bỏi trọng 
lực biểu kiên zng, theo hướng về tâm trải đất. Trọng lực mgọ đôi với trái đất 
không quay quan hệ với các đại lượng trên theo công thức 


7ng = rmngo + E;. 


Theo tam giác lực, ta có 
E, 7g 
sinœ  sinô@ ộ 





hay 
FzsinØ - rn Ru? cos 8 sin 8 _— Ru? sin 28 
ng ~ mg 3g 


SIT œ = 


Do đó, độ lệch của quả dọi là 


2ø 
La — Ù arcsin (“”) : 


2g 


(b) Độ dịch sang bên của vật rơi từ độ cao L ở phía bắc bán câu do lực 
Coriolis là về phía Đông có độ lớn (bài toán 1099) 


4 
m=. 225077 7. 
3Ý 9 


1101 


Dưới điều kiện đặc biệt thuận lợi, một dòng biển tuần hoàn ngược chiều 
kim đồng hỗ khi được nhìn trực tiếp từ trên cao đã được phát hiện trong một 
lớp rât biệt lập phía dưới bề mặt. Chu kì quay là 14h. Tại vĩ độ nào trên bán 
cầu nào đòng đó được phát hiện? 

(Columbia ) 
Lời giải: 

Ta chọn hệ tọa độ gắn với trải đắt có gốc tọa độ đặt tại điểm trên bề mặt 
trái đât nơi có dòng biển, trục z hướng về phía Nam, trục chỉ về phía Đông và 
trục z chỉ theo phương thẳng đứng hướng lên trên. Hoàn lưu trên đại đương 
là do lực Coriolis gây ra bởi gia tốc bổ sung (bài 1094). 


a —= —2(J X V, 
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—>—ễ ----—>¬—- -*—>————— ————¬— 


z , + ` ˆ l§ , " # . '4 ` . ^ˆ ` ` 
trong đó, œ — ucos đi + ăäsin Øk là vận tốc góc cua trái đât, 0 là vĩ độ và v là 


vận tôc của dòng biển. Ta có : 
Ì Ỉ k 
a=--2u|-cosØ 0 sinôØ 
Uạ Uy — Ö 


Thành phần nằm ngang của gia tốc ảnh hưởng tới lưu thông của dòng biển là 
a7” — —2sìn 8(—uyÌ + 0y]) = —242;k x v. 


vì a;; luôn vuông góc với v, nó không làm thay đổi độ lớn của v mà chỉ làm 
đổi hướng. Nó khiên cho dòng lưu thông theo đường tròn. Đặt © là vận tốc 
góc của chuyền động tròn. Khi 
= 
|laø| = 2u sinØ = — = 0Â. 
rể 


trong đó, r là bản kính của vòng tròn, ta có 


sin = 2 - 2 bu ö 
— 9). 14 Am 7 
hay 
0 =5ø9°. 


Nếu dòng biển ở trên phía Bắc bán cầu, œ¡„k chỉ về hướng cực Bắc và a luôn 
chỉ về bên phải của vận tốc v. Điều này làm v hướng về phải và làm dòng lưu 
thông theo chiều kim đồng hồ. Tương tự vậy, với bán cầu Nam, lực Coriolis 
gây ra hoàn lưu ngược chiều kim đồng hồ. Do đó, đòng biển tuần hoàn được 
phát hiện tại vĩ độ 59° Nam. 


1102 
Một thiên thể nhỏ ở trên trời được giữ chỉ bởi lực hấp dẫn của nó và có thể 
bị phá vỡ bởi lực triểu tạo bởi một thiên thể lớn khác nêu nó. Với một thiên 
thể có đường kính 1km và mật độ 2g/cmŠ, tìm khoảng cách tới hạn từ trái đất 
(giới hạn Roche). 
(UC, Berkeley ) 
Lời giải: 
Giả sử trái đật được giữ có định trong không gian và quỹ đạo của thiên thể 
nhỏ quanh trái đất luôn cách một khoảng ! như trên hình 1.73. Gọi AZ là khối 
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lượng của trải đất, rr và ø tương ứng là khối lượng và mật độ của thiên thể 
nhỏ đó. Xét một đơn vị khôi lượng của thiên thể trên đoạn ØŒ cách Œ một 
khoảng r. Ta có từ điêu kiện cân băng lực trên nó 


Nó cho «* được dùng trong biểu thức trên. Vì với 7 «< 1, chỉ giữ lai bậc thắp 
nhất trong ?, ta CŨ | 
ĐẢ/\3 
_— \47mø | 


Với Aƒ = l x 10” g,ø-- 3 g/cm], ta tìm được 
[= 1.29 x 1` cm _ 1.99 x 10? km, 


Nêu ! nhỏ hơn giá trị trên, lực hấp dẫn của trái đất trở thành quá lớn nên thiên 
thể không giữ được đơn vị khôi lượng và nó bị rã ra. 





Hình 1.73 | Hình 1.74 


Nêu đơn vị khối lượng nằm phỉia bên phải của € trên đường kẻo dài (C, z 
là âm nhưng kết quả trên vẫn đúng. Chúng ta cũng có thể xét một đơn vị khôi 
lượng ở vị trí ngoài OC' như điểm 7? trên hình 1.74. Ta có 





——— F ¿ GÀI 1 } ° 
ví ( TÌ" + 2 4# ° CO8 ( = “ s(as r0( VW + + „? COS 42, 
Í - r)} tư Ỏ 
VỚI 
cos 8 L— 2 cả 
'os = —————mpDCg CO8 2 — ————— - 
V(L->)°+w v2 +2 
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Vì r/! < 1, u/L < 1, và chỉ giữ lại các số hạng bậc 1, ta cũng thu được kết quả 
tương tự. 


1103 


Một vòng quay ngựa gỗ (vòng quay) có sơn hai trục (z,) vuông góc và 
quay trên trái đắt (giả thiết là một hệ quy chiều quán tính zoọ, yo, zg) với vận 
tóc góc không đổi ¿; quanh trục thẳng đứng. Một con bọ có khôi lượng m đang 
bỏ mà không bị trượt hướng ra ngoài dọc theo trục z với vận tốc không đổi uọ 
(hinh 1.75). Tổng lực F¿ do vòng quay tác động lên con bọ là bao nhiêu? Chỉ 
ra tật cả các thanh phản của E¿ trong hệ quy chiêu trái đắt ro, ọ, zo của con 
bọ. 

(UC, Berkeley ) 





Hinh 1.75 


Lỡi giải: 
Trong hệ tọa độ quay (z, y, z), con bọ bò với vận tốc không đổi +ụ dọc theo 


trục +z không có gia tốc, như vậy, lực ngang tác động lên con bọ bởi vòng quay 
là (bài toán 1094) 


F = 2mu2 #3 vÝ + miúy x (2 x TÌ, 
trong đú u› = ¿/e;, vÝ = uụe;, r — re;. Con bọ cỏ trọng lượng -rnge;, như 
vây vòng quay tác dụng một phản lực rnge; tác động lên con bọ. Ta có tổng 
lực vòng quay tác dụng lên con bọ là 


EFạ = 21ruoxe, — my ˆT@x + mạe: . 


Chọn hệ quy chiêu trái đất (zo, ọ, zạ) sao cho tại + — 0, các trục tương ứng 
trùng với trục của hệ tọa độ quay. Tiếp đó, biểu thị các vectơ đơn vị dọc theo 
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To; o; zụ tương ứng là ì,j,k.. Ta có 


©; = cos(u‡)1 + sin(u£)} , 


— Sin(œ)i + cos(u£)] ¿ 
8; =k. 


Cụ 


Để đơn giản, giả sử con bọ ở điểm gốc tại ¡ = 0, ta có z = uọt. Trong hệ quy 
chiêu trái đất, F; có thể được việt như sau 
Eb§ = —rmoaa[2 sìn(@È) + ‡ cos(o‡)]|Ï 
+ rnuou{[2 cosa(£) — £ sin(0£)|] + mạẹk . 
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Xét một sô các hạt cơ bản tích điện có cùng tỉ sô điện tích/khối lượng 
(c/m), tương tác với nhau qua các lực xuyên tâm được bảo toàn. Chứng minh 
rang chuyển động của các hạt này trong một từ trường nhỏ B giống với khi 
không có từ trường khi được xem xét trong một hệ tọa độ quay với một vận 
tộc góc œ được chọn một cách thích hợp (định lý Larmor). Giá trị thích hợp 
của œ là bao nhiêu, và như thê nào được coi là nhỏ? 

(Chicago ) 
Lời giải: 

Giả thiết từ trường là đều và gọi lực xuyên tâm tác dụng lên một hạt là 
F(r). Xét hai hệ tọa độ 7 và # với các gốc là tâm của lực sao cho R quay với 
vận tốc góc œ quanh điểm gốc chung. Bài toán 1094 cho phương trình chuyển 
động (trong đơn vị SÌ). 

F(r) +ev xHB = ma (1) 


trong L và 
Fír) + ev xB.= ma + 2mœ› x vˆ + né x (œ x T (2) 
trong R. Vì v = v' + ư xr, (2) cố thể được viết là 


ma” = E(r) + ev x B ~ 2mœ x (V — œ x r}T— Tmnœ x (œ x T 


= F(r) + v x (eB + 2m) + rnœ x (u x Y. 


nêu # được chọn với 
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và nêu số hạng ly tâm rnœ› x (œ x r) có thể bỏ qua, phương trình trên trở thành 
F(r) = mai Ó 
nghĩa là, chuyển động của hạt khí được nhìn trong hệ quy chiều quay là giỗng 

như khi không có từ trường. 

Kết luận này áp dụng cho một hệ các hạt có cùng tỉ số e/zn và chịu các 
lực xuyên tâm có cùng một tâm. Các hạt sẽ chuyên động như thể không có 
từ trường nhưng hệ xét về toàn bộ tiễn động trong hệ quy chiêu phòng thí 
nghiệm với vận tôc góc u¡. 


Chúng ta đã giả thiết rằng đối với mỗi trong hệ, 


mÌœ x (uu x Y)| & 2m|¿ * vị, 





nghĩa là 
2U 
tJ/ớG. my 
P 
hay 
4m 
lì < 
ŒT 


biểu thức này giới hạn cường độ của từ trường. 
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Tâm quay của một con lắc cứng bị dao động theo phương thẳng đứng với 
phương trình z() = no cos(a‡). Con lắc này bao gôm một thanh không có khôi 
lượng với chiêu dài U và vật có khôi lượng m gắn ở một đầu. 

(a) Tìm phương trình chuyển động cho 0, trong đó 0 là góc của con lắc 
theo như trên hình 1.76. Giả thiệt Ø < 1 và ro < L. 

(b) Giải phương trình bậc nhất với ;;; với các điều kiện ban đầu: 

()0=a, 9=0.và 


ÑỊ):Ø DU, - Đen T, 


(c) Uớc lượng các nghiệm cho (j) và (ïï) khi cộng hưởng và mô tả sự khác 
biệt giữa hai trưởng hợp. 
(MIT) 
Lời giải: 


(a) Dùng hệ tọa độ Descartes với gốc đặt tại 2 như trên hình 1.76, trục z 
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Hình 1.76 


nằm ngang và trục „ thẳng đứng hưởng xuống đưới. Ta cỏ 
#—~ LAI, ý — Lcosfl + nụ[] — cos(¿f),, 
ti? = — È`sm 9, ệ„ = 1đ0  FcosÐ 
Với Ø «- 1 rađ, ta có thể bỏ qua số hạng bậc 02 và coi cos 9 ~ |, gìn Ø 9, Tả có 
‡ - LUØ? + LŨ. ÿzz ~LŨU + tu ớt cos(vf}, 
và phương trình chuyển động cho 2 là 


¬- : ` 
É' + ï [# ru“ coa(-„/)|# = (. (1) 


(b) Đổi với nghiệm gần đúng bậc nhất với a = ?, đặt 
Ủ=y+ œ£(È) l 


trong, đó, „› thỏa mãn phương trình 3 + ăðấy2 — Ô, VỚI J3 = ý, có điều kiện ban 
đầu giöng như cho 0. 
(¡) Với các điều kiện ban đầu Ø = ø„ ) — Ú, ta có 


x2 = @GOS(u2pŸ] - 


 — acontuf) + a€(t}, 


Thẻ vào (1) và chỉ giữ lại sẽ hạng bậc 1 của õš, 


€ - 05Ẽ = dứt COS(x.pf] eoslet] = s1 {cos|la 1 ¿2)fJ + cos[(ụ — Ø)1|} - 
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Phương trình này có nghiệm riêng 


£s Œ<J N +)(Ì cos|(a0o cTH} 


2 2p 1 24/0 — 
do đó nghiệm tổng quát là 


d2 COS[(t2g + 2)f[ - a Cos|(dp — 2)†| 


Ề —= C¡ cøä (uyf} + Cụ sin(ugf) — —9(3a+u) ˆ 2(2o — 2) 


Các điều kiện ban đầu £ = 0, £ = 0 tại ? = 0 cho 


_/Š 
1— ———, Gà =Ũs 
hộ (2uọ + ¿)(200 — 1) ; 
va 
Í} = (cos(zgf}) 
!Jo {- r2 cos(uuof) — dư) COS|(sdụ + (0)F| . aá2cos|(0o — @)Ÿ] 
& (2u + «0)(2p — a*) 2(2u%ạ ‡ œ} 2(2uq — mm cu —ˆ 


(ii) Đối với điểu kiện ban đầu 9 = 0, ổ - "V/‡ = qua, đặt 
@ — asin(uuyf) ¿ 
( = asin(aaf) + a€C(}, 
Thể vào (1) cho ta 
€ + 8£ — qui cos(d2È) sin(eat) 
= #*“ (sin|fteo L ¿)f| + sin[(o — œ)f|} ¿ 
nó cho nghiệm tổng quất 


au Sin[(sạ Ð 2)f} - œ+sin[(eu — ẳ@)| 


f = Íl)qCox L) + L)¿si 6) ˆ 
& ¡ CO (up Ê ) 2 Sin(uu ) 2(2¿uọ bờ) 2(2-q - tJ) 


Các điều kiện ban đầu £ —- Ú, £ = 0 tại ! - 0cho 








tườ? 
LẠI :3= D, Dạ —= - 
| , (2a + œ1) ( 20g = ằ"] 
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và do đó 


8 = asin(ooÈ) 


To a2 sin(u2pŸ) øu) sin|(œo + œ})‡) h— sin[(ạ — œ)#] | 


- E \(e+u)(a—) — 2(24+) 2(2uo — œ) 


(c) Cộng hưởng xảy ra tại œ = 2o. VỚI úy 2o, ta có với trường hợp (¡) 


= TY (ác = J0 _ T0 2 
8 = acos(ugf) XrƑ cos(ðugf) = a Ũ + TT T008 (aaÐ)] cos(uqf) ¿ 
và đôi với trường hợp (ii) 
_ bu TÚ <ửle Da Tổ s2 i 
8 = asin(uot) 4T sin(3uaÈ‡) = a L AT + r sin (eat)| sin(œof£). 


Ta thây biên độ cộng hưởng bị giới hạn tới ~ a trong cả hai trường hợp. Tuy 
nhiên, hai cộng hưởng xảy ra tại các pha lệch nhau 5. 


1106 


Một cái bát hình bán câu có bán kính R quay quanh một trục thẳng đứng 
với vận tốc góc không đổi ©. Một hạt khối lượng A⁄ chuyển động trên bể mặt 
phía trong của bát dưới tác dụng của lực hập dẫn (hình 1.77). Thêm vào đó, 
hạt còn chịu một lực ma sát F = —kV;4¡, trong đó k là hằng số và V;ạ¡ là vận 
tốc của hạt so với bát. 


(a) Nếu hạt ở đáy bát (Ø = 0), rõ ràng nó ở trong cân bằng. Chỉ ra rằng 
nêu Ô > $„ thì có giá trị Ø cân bằng thứ hai và xác định giá trị đó. 

(b) Giả sử, hạt cân bằng ở đáy bát. Để mô tả chuyển động của hạt trong 
lân cận của điểm cần bằng, ta xây dựng một hệ tọa độ Descartes quán tính 
cục bộ (z, y, z) và bỏ qua độ cong của bát trừ trong tính toán lực hồi phục hấp 


dẫn. Chỉ ra rằng với |rz| < ï, || < ñR, vị trí của hạt thỏa mãn z = Re(zoe^!), 
ụ = Re(woe^!), trong đó 


» kÀ : k/ 
+1+§) +Íx) Q2?=0. 


` ^ LÁ “ L z ` " # ^? ”ˆ À ` 
(c) Tim vận tốc góc, Ấp, của bat mà tại đó hạt chuyển động tuần hoàn. 
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Hinh 1.77 


(đ) Có một sự chuyển trạng thái từ ổn định sang không ổn định tại Q =— ỦÖạ. 
Bằng cách xét các tần sô lân cận Œạ, chứng minh rằng chuyển đông ổn định 
với Q < Ôạ và không ổn định với 0 > Qụ. 

(MIT) 
Lời giải: 

Trong hệ tọa độ quay với vận tóc góc ©, phương trình chuyển động của 

một hạt khối lượng A/ theo bải toán 1094 là 
F = Afa' +2AƒOQ xv' LAƒOx(QOxr)+Aƒ7O xr, 


+ ( ) ` 5 L * ˆ F - 
trong đó, a/, ví là gia tốc và vận tóc trong hệ quay. 
Với hệ quay, chọn hệ tọa độ cầu (+. 9, „) gắn với bát với gốc Ó tại tâm bát, 
ta có £) = 0. Trong hệ tọa độ câu, ta có 
èy = Ôe¿ + @sin 09, 
C¿ =-wsIlfcy q2cos©eg. 
Do đó, với một hạt tại r = re,, vận tóc là 
v re, + rữeg ‡ rẻsin 0e, 
và gia tóc là 
a = (# — rổ” — rở” sin? 6)e, 
+ (r8 + 2r8 — rủ” sin Ø cos Ø)ea 
+ (rdsin 8 + 22 sin 8 + 2r8¿ cos Ø)e„ . 
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(a) Với hạt chuyển động trong bát đang quay, ta có 
ấ§)ì — —Ô cos 8e; + Ô sìn Øea , 
re,  #=F=D Vựa = Rồea+ R¿sin0e,, 
F =Mg+TN - kVạạ 
trong đó, 


Mĩg = Mfgcos 0e; — Äfg sìn Ôea , 
N=— Me, . 


Do đó, phương trình chuyển động của hạt trong hệ đang quay theo chiêu 
é¿ Và c„ tương ứng là, 


\Mf{Rö — MR¿sìn 8 cos 9 
= —Mgsin 8 — kRô — 2MROQ@sin 0 cos9 + MRQ sin Ø cos 0 


A4R¿sin 0 + 2MRÔ02 cos 0 — —kRosin 0 + 2MRQÔ coa 6. 


Lúc cân bằng, ð = 0, ¿ = 0, Ø =0, ¿ = 0, và ta thu được 
—MgsinØ + MRQ  sin 9 cos 8 = Ö, 


từ đó cho 
sin 8 = Ö, hay cos 8 = nọ 
Do đó, ø = 0 là một vị trí cân bằng. Nếu Q > V$ có một vị trí cân bằng khác 
là 
8 = arccos (sa) 


(b) Dùng tọa độ Descartes (z, , z) với hệ quán tính cục bộ có gốc tại đ = 0 
ở đáy bát và trục z dọc theo trục quay. Trong hệ này, vectơ vị trí của hạt gần 
đây bát là 
r =Zzi+j + zk # zÌ + 9Ì, 


bỏ qua độ cong của bát và phương trình chuyển động của nó là 
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Hình 1.78 


Như trên hình 1.78, thành phân lực N dọc theo r xấp xỉ 0 và thành phản 
ÄAfg dọc theo r là 


Mu, — Algu, 
=Äfqgsìn Ø ecos g3 — Äfƒqsin ổ sin y2] _ | — Mi CÀI 
_ h H 

VỚI si1\ ` “ C0Sw2 2 5, gin 2x 3Ÿ. Cũng với rÍ = Vựai +) xn, 


—kVị¿j = —k† + kÑ xr 
k(# 1 Ö)i- kí - zQ)ị. 


Đặt r - rụcể”!,  = u£^! ỏ trên trỏ thành 


| k Ợ k{) 
Fe SN | ——=, 
k -ï sài n) tử T“ NNÊM = 9 


k) : k 
—r?u + G ^+ §) a0. 


Với nghiệm khác 0, ta cần 





+. #6 kQ_ - 

2 kuÃ — š : 

TA R + _[Í272x#] 2È -a, @ 
¿0 Q, RÀ 1 MT ñN NI 
AI Bổ ng TH jÿ 


, £ ° . h) .. ` kả Kụ ˆ. " * + + ¬~ 
Do đỏ, nêu co điều kiện này, ta có thể mô tả vị trí của hạt bởi 


vi 


x = e[Tue ụ = Re(wue). 
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Kết luận này chỉ hợp lệ chỉ với |+z| < R, |ụ| <ñ vì ta đã bỏ qua độ cong và 
xem như hạt chuyển động trên mặt phẳng nằm ngang. 


(c) Về bên trái của (1) có thể phân tích thành thửa số và chứng minh rằng 
có các nghiệm 


. # ^ À ` ». ` 2 “ › ` ˆ 
Đôi với chuyển động tuân hoàn, À phải là ảo, À = zu, trong đó u› là thực. Cân 
& ý kì `. 5 2 - 7 
bằng hai phần thực và ảo cả hai về ta có 


và  = +9. 


Để thỏa mãn những diễu đó, ta cần 


g 
Q= +2 =+0 
R ° 


để chuyển động là tuần hoàn. Chú ý rằng dâu '+' và '—' ứng với hai chiểu quay 
ngược nhau. 

(d) Như đã trình bày ở phần (a), nêu ©@ < ạ, chỉ có một vị trí cân bằng 
Ø = 0. Cân bằng tại đây là ổn định. Với Q > Oạ, có hai vị trí cân bằng đ = 0 
và 8 = arccos( Độ). Tuy nhiên, cân bằng tại vị trí trước là không ổn định, do 
đó cân bằng ổn định bị dịch tới vị trí sau nêu Q > ©ạ. Do đó với 9 = 0, có sự 
chuyển từ ổn định sang không ổn định tại Q = Qạ. 


1107 

Một hạt khôi lượng rr, có thể trượt không ma sát ở bên trong của một ông 

7 ` ` ` , , X ˆ^ ` , 
nhỏ cong thành dạng hình tròn bán kính a. Ông quay quanh một đường kính 
thẳng đứng với tốc độ  rad/s không đổi như trên hình 1.79. Lập phương 
trình vi phân của chuyển động. Nêu hạt bị nhiễu loạn nhỏ so với vị trí cân 
bằng không ổn định tại vị trí 9 = 0, tìm vị trí có động năng cực đại. ˆ 

(SUNY, Buffalo ) 

Lời giải: 

Trong hệ tọa độ quay (r, 0, ) gắn với ông tròn, ta có (từ bài toán 1094) 


F = mai + 2mœ x VÌ + mmnư x (œ X t), 


12-BTâi 6 CƠ HỌC 


172 - Bài tập & lời giải Cơ học 





Hình 1.79 


VỚI 
F=rxg+N 
= —†nqcos Ôey + mạ sìn Đeạ + Ne;y , 
(@ —(UuCOSđey ,2sinØea, 
a' = —afˆe„ + aBoạ , 
v= aÔea. F =a©ry. 
Phương trình chuyển động theo chiêu e¿ khi đó là 
maÔ = maqsin 8 + mau? sin 8 cos 


Vì 8 = cm = ‡#, phương trình ỏ trên với điểu kiện ban đầu đ = ổ = Ú tại 
¡ — 0 cho 
œÐ° = uaw sìn” 8 + 2g(1 - cos 0). 


Trong hệ tọa độ quán tính tại thời điểm trùng với hệ quay, vận tộc của hạt là 


Lai 


v=V +u*xr = de + œSin Øe.., 


và động nàng của nó là 
] ¬~_. 
8= am(a28” + a?,”sin? 8) 
* 
] 
= am|a”a? sin” Ø + 2ga(1 — cosØ) + œÊaÊ sin” 8) 


= malu”asin” 8 + g(1 — cos 8)] . 
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Để E đạt lớn nhật tại đọ, ta cần 


dP d2F 
(), =ẽ (, Nho 


Vì 
đkÈ 
n ma|2„”a sin 8 cos 8 + øsin Ø| = 0, 
d“È 
F773 = na|4u”a cos? 9 + øcos ổ — 2u; 2a] › 


ta có đỗi với vị trí động năng cực đại 





8n = 7T nêu t2 < + › 
20 
—~g H 2 g 
Ổa = arcCOS nều >—. 
Da (s$) “ “2s 
1108 


Gọi S là hệ trục có tâm đặt tại tâm trái đất, với trục z hướng về phía cực 
Bắc là một hệ quy chiều quán tính. Gọi 6 là hệ đặt tương tự nhưng quay cùng 
với trái đât. 

(a) Viết phương trình phi tương đối tính cho thấy phép biến đổi đạo hàm 
theo thời gian của một vectơ bắt kì từ S” sang $. Dùng nó để tìm biểu thức cho 
lực Coriolis cho một vật chuyển động trong Š”. Định nghĩa tất cả các kí hiệu. 

(b) Trong bán câu Bắc, tìm chiều của lực Coriolis tác dụng lên một Vật 
chuyển động về phía Đông và một vật chuyển động thẳng đứng lên trên. 

(c) Xét một vật rơi từ một độ cao 10 fut tại vĩ độ 30° Bắc. Tìm gần đúng 
độ lệch ngang do lực Coriolis khi nó rơi đến mặt đất. Bỏ qua lực cản không 
khí. 

(SUNY, Buffalo ) 
Lời giải: 

(a) Đặt XY Z là hệ quy chiêu quán tính Ø và X“Y7Z/ là hệ quay S” gắn cô 
định với trái đất, nó quay với vận tốc góc œ. Trong Š”, một vectơ A tùy ý có 
thể được viết thành 

A = Azi + Áyj + A,k. 
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Trong ®, đạo hàm theo thời gian của A là 


dA (dA„. dAy. dA, di, đị „ dk 
Ba CC kESEx) Vì tÍa. +4, C+aA. Ì‹ 
di (2¬ dt 3` Tag )*{ zap Tôygg T Ân 








Gọi đ* /dt là đạo hàm theo thời gian trong S”, khi đó 


dTA — dÁy, đẠy, CA, 
dc di dt 1” “dị 











Động học của một vật rắn cho 




















. x] á] x] n xk 
—— — 1 —- =— “—_= ' 
NI V VỆ” 9 MS UẾ 29 
Từ đó 
đA đ AÀ ` . d*AÁ 
mg +œ x (4;Ì+ Ayj + 4;k) = +øxA, 
Như vậy, với vectơ bán kính r tới một điểm P, ta có 
dr _ đc 
ĐH” QỊ 7n vi 
d?r  d* /d*r NA? N d ?r To 
:=—¬x =: == —— — r 
d2 — dt \ di ko) B "ni 
=5 : `. 7e, 
di? ở đị 
Chú ý ở trên 
dt. ©=ổdi — đự ` 


Định luật 2 Newton áp dụng cho hệ quản tính, như thê với một hạt khối 
lượng mn tại P bị tác động bởi lực F, ta có 


đ?r d*?r đ*r d*ứ 
+ 2m % + mmư x (œ x T) †1n—— xT. 


R` — ức XI 65c: 
như — “Ủy di dt 





”_^? + x & ^ Ầ ^ ˆ ` z#.x ` LÁ LẠ H . 
Biểu thị 2 bằng một dâu chÃ'- trên và chú ý là với trái đât ¿ = 0, phương 
trình ở trên được viết thành 


TnỶ —= F — 2m X  — rnú9 x (œ2 X T) 


đôi với hệ tọa độ quay. Điều này chỉ ra rằng định luật 2 Newton vẫn hợp lệ 
£ Ñ` , ` kủ 3 + . . 
nều ngoài E` chúng ta đưa vào hai lực tưởng tượng: —2mn‹›3 x , lực Corlollis, 
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Và —rnœ» x (œ x v), lực ly tâm. Như vậy, một vật khôi lượng m chuyển động 
trên trái đất với một vận tốc v/ được quan sát trên trái đất như chịu một lực 
Coriolis —2mmœ x Ví. 


(b) Chọn cho $*“ một hệ cô định tại một điểm trên bề mặt trái đất tại vĩ độ 
À và đặt các vectơ đơn vị trực giao của nó là i,j, k chỉ tương ứng theo hướng . 
Nam, Đồng và theo phương thẳng đứng hướng lên trên. Khi đó 
#4 — —COS Ài + ¿/SIn Àk. 
(1) Khi vật chuyển động về phía Đông, v/ = øj, lực Coriolis là 
Ec = —2mœ x ví = 2m sỉn Ài + 2muJU cos Àk, 
nó có độ lớn 
IFc| = V (2m sin À)2 + (2muug cos À)2 = 2m 


và chỉ về hướng Nam. nghiêng một góc ¿ cho bởi 


tgó — SSC = tạ (5 — A) 


(2) Khi vật chuyển động lên trên, v' = ¿k, lực Coriolis là 
F¿ = —2mư! x vˆ = —2mJz cos À} , 


nó có độ lớn 2wuz cos À và chiều hướng vẻ phía Tây. 


(c) Phương trình chuyển động cho một vật rơi tự do trong Š” là 


rnz = 2m sin À , 
Trụ — —2rm/J(Z sìn À + z cos À) , 
Tnz —= —Tng + 2m. coS À , 


với điều kiện ban đầu z = g = 0, z = h = 10 ft, #‡ = ÿ = š = 0 tại  = 0. Tích 
phân và dùng các điều kiện ban đầu ta được 


+ = 3u sin À, 
ÿ = —20[z sin À + (z — h) cos À] , 
2z = —~g( + %xuycosÀ. 
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Thể vào hệ phương trình ban đầu ta được 


# = —4¿+”|+sin À + (z — h) cos À] sìn À , 
 — 2g†u cos À — 42w, 
Z =~g_— 4 [z sin À + (z — h) cos À} cos À . 


” ⁄ Ầ :, ; Ä ? 
Bỏ qua các sô hạng có u42, ta có gần đúng 


=4 
tj = 2gfu cOs ÀW, 
Z>=~-4. 


Lây tích phân, áp dụng điều kiện ban đầu và khử ¿, ta được 
8/2 cos? À 
2_—_ — x\9 
ˆ= ( 9g ì (h—z)`. 


Khi vật rơi đến mặt dắt, z = 0, 


(“) 2h3 
"SG ]U 
9 


Với h = 10 ft = 3,05 m, À = 30°, ta tìm được y = 1,01 x 10 m. Do đó, độ 
lệch đo lực Coriolis về phía Đông có độ lớn là 0,01cm. 





2. ĐỘNG HỌC CỦA HỆ CÁC CHẤT ĐIỂM (1109-1144) 


1109 

Một xe khôi lượng M có một cột ở trên nó, trên cột treo một quả bóng khối 
lượng bằng một sợi dây mảnh gắn ở điểm P. Xe và bóng có vận tốc ban đầu 
là V. Xe này đâm vào một xe khác có khôi lượng mm và dính vào nó (hình 1.80). 
Nếu chiều dài của dây là R, chỉ ra rằng vận tốc ban đầu nhỏ nhất để làm quả 
bóng có thể chạy theo hình tròn quanh điểm P là V = [(m + M)/m]5gR. Bỏ 
qua ma sát và giả thiết M, rn » bu. 

(Wisconsim ) 

Lời giải: 

VỚI  < m, M, định luật bảo toàn động lượng 


MV = (M +n)V' 
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Hinh 1.80 


^ L1 » . 5 
cho vận tốc của hai xe sau khi va chạm, 


k3 z. MV 
— MÝ+m ` 


Xét chuyển động tròn của quả bóng ở đỉnh xe A7 nêu nó đứng yên. Nếu tại 
điểm thắp nhất và cao nhất bóng có vận tốc tương ứng là Vị và Vạ, ta có 


[ vvấ Ô sy 
sitVỆ = nuVỆ + 20g, 
trĩ 
=5 =T+u0, 


trong đó, 7' là lực căng của dây khi bóng ở điểm cao nhất. V¿ nhỏ nhất khi 
7 — 0. Do đó, Vị nhỏ nhất cho bởi 

bu =suaft-4-Sust 
2 âu 2"9 + 4Hg \ 
nghĩa là 


Vì = v5gÌt. 


Với xe chuyển động, Vị là vận tốc của bóng so với xe. Vì với bóng có vận 
tộc ban đầu V vả xe có vận tốc V7 sau khi va chạm, vận tốc của bóng so với xe 
sau khi va chạm là W — V”. Do đỏ, V nhỏ nhát để bóng chạy theo vòng tròn 
sau khi va chạm được cho bởi 





nghĩa là 
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1110 


Một xe khối lượng n chuyển động với vận tốc 0 tiễn lại gần một xe có khỗi 
lượng 3n đang đứng yên. Lò xo bị nén trong khi hai xe đâm vào nhau (hình 
1.81). 

(a) Tốc độ của xe có khối lượng 3m bằng bao nhiêu tại thời điểm lò xo bị 
nén cực đại và năng lượng bảo toản? 

(b) Câu trả lời sẽ là thế nào khi năng lượng không bảo toàn? 

(c) Vận tốc cuối cùng của xe nặng hơn sau một khoảng thời gian dài trôi 
qua nêu năng lượng được bảo toàn là bao nhiêu? 

(d) Đưa ra vận tốc cuỗi cùng của xe nặng hơn khi va chạm hoàn toàn 
không đàn hỏi. 

(Wtsconsin ) 
Lời giải: 

(a) Khi lò xo nén cực đại, hai xe là gần nhau nhất và tại thời điểm đó 

chuyển động với vận tốc u' chẳng hạn. Động lượng bảo toàn cho 


rau = (tn + ầm}u' , 


nghìa là 


Như vậy xe nặng hơn có vận tốc z tại thời điểm đó. 


(b) Ngay nêu như cơ năng không bảo toàn, kết quả trên vẫn đúng vì nó 
được rút ra từ sự bảo toàn của động lương, điều đó đúng chừng nào không có 
ngoại lực tác dụng. 


Hình 1.81 


(c) Năng lượng và đông lượng bảo toàn cho 


mu? - mu. 3m2 


8” 5 „7 
1nU = Tnuị + 3m0) , 





———— 
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z, , ` ˆ Ấ " ` ¬- 
trong đó, 01, 2 tương ứng là vận tốc sau khi va chạm của xe nhẹ và xe nặng. 
, -~. Lá ^ Á Ấ- ` ` 
Do đó, xe nặng hơn có vận tốc cuỏi cùng là 
: 2rr 0, 


12 na+ảm 27 





(d) Nếu va chạm là hoàn toàn không đàn hồi, hai xe sẽ chuyển động cùng 
nhau sau khi va chạm. Vận tốc khi đó của chúng là š như cho ở (a). 


1111 

Tỉnh toán Œ, š và các khôi lượng: 

(a) Chu kì quay của một sao đôi có hai sao cùng khối lượng (MỊ = Mạ = 
M) cách nhau một khoảng L là bao nhiêu? 

(b) Chu kì quay của một sao đôi có hai sao khác khối lượng (Mì # Mạ) 
cách nhau một khoảng E là bao nhiêu? 

(c) Chu kì quay của một sao ba có dạng hình tam giác đều (cạnh L) đồng 
khôi lượng là bao nhiêu? 

(d) Chu kì quay của một sao ba có dạng hình tam giác đều (cạnh L) có ba 
sao khác khôi lượng (AM # Mạ # Ma) là bao nhiêu? 

(WIsconsin ) 

Lời giải: 

(a) Sao đôi có cùng khỗi lượng 
LỰC hâp đẫn tác động lên mỗi sao là Bán GM?/L?. Bán kính của quỹ đạo tròn 
của mỗi sao đôi với hệ là khối tâm của sao đôi là R = : L/2. Gia tốc hướng tâm 
của mỗi sao là ø = 02/R, trong đó 0 là tốc độ của mỗi sao trong hệ khôi tâm. 
Dùng những điều trên ta có 











Mu _ GM? 
h L2 
hay 
„_GMR _ GM 
— 2  9L_- 
Do đó, chu kì của sao đôi là 
T.2nR _ 7T —, 2L 
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ma 
b, Ï\ l2 : 


Hình 1.82 


(b) Sao đôi không cùng khỗi lượng 
Đặt Ó là khối tâm của sao đôi. Khi đó như trên hình 1.82, 


—— Mại _—— MỊL 
.. AM + Àf¿` vời Àl\ + Mạ 

Với Af, ƒ = GAf Aí;¿/L2, bản kính của chuyển động tròn là !¡, và gia tốc 
hướng tâm là a¡ = z‡/lị. Do đó 





Miaui - GAM: 
lï kˆ ~ 


cho 
s GMạlh GMy Mỹ: 


th === . _ —:==-e 


Bb b ` b /MIÐÁN: 
Chu ki quay của A7; khi đó là 


\Í. Ä M 
J)m=—wlL-wv AC VU < CÓ) „ ong - 


L1 ` #“r: + À1; M„vG V Œ(À1\ + À1) 





Đổi chỉ số treo 1 thành 2 ở trên ta cũng được chư kì 7; ứng với A¿. 


Mỳ 
¿ L 
( 
M; Ma 
Hình 1.83 


(c) Sao ba đạng tam giác đều có cùng khôi lượng 
Đặt Ó là khỏi tâm của sao ba (hình 1.83). Theo hình học / — v⁄3L/3. Với 
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— -————————— —————— ——- ——— - -¬- - —_— ———————ẽ 





M, hợp lực của lực hâp dẫn tạo bởi hai sao theo hướng Ó và có độ lớn là 
(2GM?/L?) cos 30° = v3ŒA/?/L2. Nêu tốc độ của nó là o, ta có 
AI”  V3GAi? 
nh L1 ` 





hay 
VỀ _ v3GœM ị _ GM 


L  L b 7 





vậy chu ki của sao ba là 


r— ĐH „ Đã,, ƑE 
na g7” GM_' 


T 
Mà 
Ú 
0 x 
Mì lạ M› 
Hình 1.84 


(d) Sao ba dạng tam giác đều không cùng khỗi lượng 
Dùng hệ tọa độ như trên hình 1.84. Tọa độ của Ä/¡, Äƒ¿ và À7; tương ứng là 
(0.0), (L.0) và (L/2, và) và vectơ bán kính của khôi tâm €' là 
M, 1 
r T _ Moi+ Di + VỐng, 
- —= —— —==——————— 1 — ÍÌ: —— ÌÌ: 
“NV. W nu LAI cÊ AC 8h v8 


L | 3 
TS ————— +. (li. án. 
Mì + M› + Ma ( l2 ñ)i+ 2 3| 


Lực hâp dẫn gây bởi A7; và A7; lên A7; tương ứng là 
rÍn HÀ) 


Tu mm << Lm 


GMvMa (1. v3, 
la = T3 si + 3 " 


và 
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do vậy, hợp lực lên ÄM⁄) là 





f: =liạ+fla 
GMI" Ma\.. Vv3.„., 
= xÐ) 2 Nízi| 
T3 li 21)1+ 5 3| 


LÁ ` + ^ 4/ 2 rẻ 4x 
Điều này cho thấy f¡ song song với rẹ. Độ lớn của nó là 


GMI |(Mạ+Ma\?Ổ, 3M} GMI Fl. cua cac 
h= L2 (1S) + TW P9 M2 + Mỹ + MạM. 
Bán kính của quỹ đạo tròn quanh khối tâm mà sao ÄX⁄; chuyển động là 


L 
TẾ Tuệ ——————r.v.? M2 + MạMa. 
“ MI\ + Mạ + Ma Bí SẼ 0 tổ "UV "RE 


Từ đó, phương trình chuyển động của M⁄; là 


ÁMhtƒ GM 
R = 1) V Mậ + M} + MaM 


cho tỐc độ ì của M\, 














tị 


G R 
=+ VMỆ + Mỹ + M¿M; ?) 
_ 6G (5 + M‡+ TH 
— kL Mq + Mạ + Ma 
Do đó, chu kì quay của M⁄\ là 
_. 27T 


Ù] 


| L 
= 2fÙL\| —————rry 
° G(Mh + Mỹ + Ma) 


Đó rö ràng cũng là chu kì của M;¿ và Ma. 


? 
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Một hạt khối lượng zn, diện tích g, và vận tốc ban đâu » va chạm thẳng 
vào vật giống vậy như vậy nhưng ban đầu đứng yên. Khoảng cách gần nhất 
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giữa hai hạt (theo cơ học cổ điển) là bao nhiêu? Vận tốc của mỗi hạt ngay khí 
tiên đến gần nhau nhất đó là bao nhiêu? Vận tốc cuỗi cùng của mỗi hạt là bao 
nhiêu? Chứng minh cho những câu trả lời đó. 
(WIsconsmn ) 
Lời giải: 
. œ . . 2 - z À ˆ 
Vận tốc tương đối bằng O khi hai hạt ở vị trí gần nhau nhất. Động lượng 
3 ` ˆ ` ` ˆ kả rT * ;Á ^ 

bảo toàn nên mu = 2m và ' = u/2 là vận tốc của mỗi hạt ngay khí tiến gần 
nhau nhất. Bảo toàn năng lượng cho 








mu? — rnu'2 R mư? # q? 
2. 3 2 7 
và do vậy 
4qgˆ 
mnu2 


là khoảng cách tiễn gần nhau nhất. Vận tốc cuối cùng bằng 0 với hạt tới và 

*& . Z+ , r ^ ` ` + - ` Á. # 
bằng œ đôi với hạt lúc đầu đứng yền. Điều này có thể thầy được từ sự đôi xứng 
của bải toán. 
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Hai quả câu thép, quả đưới có bán kính 2ø quả trên có bán kính a, rơi từ 
độ cao h (đo từ tâm của quả cầu lớn) lên một tắm thép như trên hình 1.85. 
Giả sử tâm của các quả câu luôn nằm trên đường thẳng đứng và tất cả các va 
chạm là đàn hồi. Độ cao cực đại của quả cầu ở trên có thể đạt tới là bao nhiêu? 
Gợi ý: Giả thiết quả cầu lớn va chạm với tắm thép và dội lại trước khi nó đập 
vào quả cầu nhỏ. 

(Wisconsin ) 
Lời giải: 

Gọi khôi lượng của quả cầu nhỏ là mạ và của quả lớn là zmạ. Khi đó mạ = 
§m¡. Vận tộc chạm đất của quả cầu lớn là ø¿ = x/2g(h — 2a) và vận tốc của 
nó ngay sau khi bật lại từ tâm thép vẫn có độ lớn là ø. Tại điểm này, vận tốc 
xuống của quả cầu nhỏ là uy = +/2g(h — 2a) = 0ạ. Gọi vận tốc của quả cầu 
lón và nhỏ tương ứng sau khi va chạm đàn hỏi là ư¿ và œ và coi chiều hướng 
lên trên là chiều đương. Từ sự bảo toàn động lượng và năng lượng cho ra 


Tì2U2 — TIL1U1 —= TI.2U2 + nu» : 


mu? l mauU§ - Tnyu¿ - rmyuƒ 
2 2 2 2. 
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Hình 1.85 
chúng cỏ nghiệm 
Ủy = = = 3 V/2g[h = 2a) 
lị = St = S.V9g(h — 2a). 


Cơ năng của quả cầu bé bảo toàn, do đó độ cao cực đại (so với tâm thép) của 
quả cầu bẻ là 
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Một toa xe trần đường sắt khôi lượng A/ có thể lăn không ma sát đọc theo 
đường ray nằm ngang như ỏ hình 1.86. W người, mỗi người có khôi lượng rr., 
lúc đâu đứng trên toa xe ở trạng thải nghỉ, 

(a) ý người cùng chạy về một phía của toa xe; tốc độ của họ so với toa xe 
là 1 ngay trước khi họ nhảy xuống (đồng thời). Tính vận tốc của toa xe sau 
khi mợi người nhảy xuống. 

(b) W người chạy khỏi toa xe lần lượt từng người một (chỉ có một người 
chạy mỗi lần), mỗi người đều có vận tốc V¿ so với toa xe ngay trước khi nhảy 
khỏi toa xe. Tìm biểu thức vận tộc ban đâu của toa xe. 

(c) Trong hai trường hợp (a) và (b), trường hợp nào toa xe có vận tốc lớn 
hơn? 

(CUSPEA ) 
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Hinh 1.86 


Lời giải: 
(a) Khi không cỏ ngoại lực ngang nào tác dụng, khôi tâm của hệ bao gôm 
toa xe và N người đứng yên. Lây trục z đọc theo, ta cỏ với khôi tâm, 


ÁÍTxze † /Tr7Tngười 
+ = ———————————, 
sử ÀAf+ Nm 
Tem — ẳ) — NI xe + J TỶ người ` 


ở đây ?„e và #ngưạ¡ tương ứng là vận tỐc của toa xe và của mỗi người và sau khi 
mọi người dời khỏi toa xe. Khi viết #„e — V2¿ và chú ý rằng ‡nsười = Vặe — Vý, 
ta có 

AƒV„ + Nm{(W¿„ —- Ÿ;} =Ú, 


từ đó cho ta 
mí 


— ÄNf+.Nm ` 


Vxe 


(b) Xét chuyển rời từ người đến (» — 1) trên toa xe. Đặt 1⁄2, là vận tốc của 
toa xc khi + người rời khỏi xe. Động lượng tông của xe với n người là 


lạ = NV. -+ rmrUn,. 


Khi người thứ ;+ nhảy khỏi toa xe với vận tốc Ý⁄„ so với toa xe, động lượng của 
hệ bao gồm toa xe và 0 người là 


Hạẹ ì = ÄJV„, 1 +Ímn LÌnmVn-t + m(Vn—c( — Wr}. 
Bảo toàn động lượng 7}, ¡ — 7? cho ta 
(Äƒ † nrn)V2y — (Àf + nm\)V  — ky , 
hay 


: 1n V 
V = Vn + ————. 
XÃ, ” Äf +mm 
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rk} 
Vn-s = k* 


Khi r = W, V+x„ = 0 ban đầu, ta CÓ VỚI s8 _— ÑN, 
20 TrL ` m VỊ. 
th = ———— & . 
- Ni -Hr1ˆ 22M +am 
(c) Khi 


] ˆ N 
"Em. MÍ + rưn À1 + Nm 


toa xe trong trường hợp (b) có vận tốc cuỗi cùng lớn hơn. 
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Một viên đạn khói lượng m được bắn ra (với vận tốc V) vào một bia khôi 
lượng A7, bia có một lỗ trong có lò xo với hằng số đàn hỗi k. Bia ban đầu đứng 
yên và có thể trượt không ma sát trên bể mặt nằm ngang (Hinh 1.87). Tìm 
khoảng Ar mà lò xo bị nén lại cực đại. 

(CUSPEA ) 





Hinh 1.87 


Lời giải: 
Tai khoảng khắc lò xo bị nén đến cực đại, viên đạn m và bia A/ chuyển 
động với cùng vận tóc 1⁄2. Bảo toàn năng lượng cho ta 











11À lê ` mn V22 „ AV- : k(Ax)ˆ 
2 2 3 2 


va bảo toàn động lượng 
rểnˆ` — (m + Àf)]V, 
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cho ta 





;, == 
¡I- TrriÀI 
phe \ kím+AI) ` 
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Một ngôi sao nặng khỏi lượng A7 và bán kính # chuyển động với vận tộc 

V đi qua môi trường khi rất loãng mật độ a. Nó kéo các hạt về phía nó bởi 

trường hâp dẫn và bắt tắt cả các nguyên tử va vào bể mặt của nó. Tìm lực kéo 

vào ngôi sao có tính đến sự gắn đúng là vận tóc nhiệt của các nguyên tử bỏ 
qua sơ với [VỊ và các tương tác của các nguyên tử với nhau có thể bỏ qua. 

(CUSPEA ) 


clề 


Hinh 1.88 


LƠi giải: 

Trong hệ toạ độ chuyển động với ngôi sao, các nguyên tử khí chuyển động 
với vận tộc  V về phia ngồi sao từ vỏ củng. Dưới ảnh hưởng của trường hấp 
dẫn quỹ đạo của ngồi sao, phác hoạ về các nguyên tử khí là như hình 1.88. 

Dặt ð là thông số va chạm lớn nhất mà với nó nguyên tử khí chỉ bị bắt 
bởi ngôi sao và + là vận tốc nguyên tử khí ngay trước khi bị bắt. Xét bảo toàn 
momen xung lượng cho ta 

UẺC —- bV , 


va bảo toàn năng lượng cho ta 








3ñ 2 
từ đó †a có 
: 2GMI 
bề = — Ề 32 
V2 '—n 


1+8T À0 CƠ HỌC 
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Lực kéo vào ngôi sao bằng xung lượng được hấp thụ trên một đơn vị thời gian 


đP _~ lnŠ rb?VAt - o(—V) 
dị — A0 Af 


2 
= —nb22VV = =“- (v: + TT) V. 


F= 
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Xét tập hợp các chất điểm zn chuyển động theo quỹ đạo tròn xung quanh 
tâm chung với cùng một động năng. Nêu lực có mặt duy nhất là lực hâp dẫn 
tương hỗ (lực Newton), tìm mật độ hạt như hàm của bán kính r từ tâm để giữ 
được mật độ không đổi ở mọi thời điểm? (Thừa nhận rằng mật độ là đối xứng 
câu). 

(Columbia ) 
Lời giải: 

Đặt 7' là động năng của mỗi hạt. Khi nó chuyển động theo quỹ đạo tròn 

bán kính z dưới tác dụng của lực hâp dẫn tương hỗ, ta có 











mu? GMm 
TÔ. Tả. 
Do đó 
I GMm 
T~ —mu2 = 
D6 2p ` 
cho ta 
YTTr 
AM ÍSY= CS 
(r) ơm 


khi khối lượng tổng của các hạt chuyển động Lọng hình cầu bán kính r tại 
tâm chung. Vì 


đM = 4mr?p(r)dr 


6= —L 4M _ 7 — 
li LÊN tảo 2nr2Gm ` 
từ đó ta nhận được mật độ hạt là 


= T 
_— 9r2Gm2 ˆ 


n{(r) = bai 
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1118 
Cho hệ X chất điểm với lực xuyên tâm bổ sung theo từng cặp, sử dụng 
định luật hai và ba Newton để chứng tỏ rằng momen động lượng toàn phần 
của hệ là một hằng số. Tính toán đó có phụ thuộc vào điểm chọn là gốc tọa 
độ hay không? 
(UC, Berkeley ) 
Lời giải: 
Momen xung lượng của hệ có N chất điểm xung quanh gỐc có định được 
định nghĩa như 
L= ^_ T; X Dị. 
1 


Định luật hai Newton F; = sa cho ta 


TY XE, =Sn xi Đụ = SỐ xu, 


7t { J71 


- 


ở đây f,; là lực của khối lượng thứ j7 tác dụng lên khôi lượng thứ ¡. Với hai khối 
lượng thứ ; và 7, định luật ba Newton cho 
Lj = —Đị 
và do đó 
r¿ XÍ +r¿ xỈ = (rị —r;)xf;j =0, 


Ai vì r¡ — r; song song với f¡;. Vì tổng 5”,3>,.,(r¡ x R;) là do các cặp cực 
giỏng như f;; và f;; gây ra, ta có 


đL 
dẸ nhì 
có nghĩa là 
L= hằng số. 


Vì gốc toạ độ trong chứng minh này là tuỳ ý, nên kết luận không phụ thuộc 
vào việc chọn gốc toa độ. 
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Hai ngôi sao khối lượng M và mm cách nhau một khoảng cách ở chuyển 
động trong các quỹ đạo tròn xung quanh khối tâm tĩnh. Ta có thể coi các ngôi 
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sao gần đúng như chất điểm. Trong vụ nổ sao siêu mới, sao khôi lượng &ƒ mắt 
khối lượng AM. Vụ nổ là tức thời, đối xứng câu, và không gây ra phản lực 
lên phần còn lại. Nó cũng không có ảnh hưởng trực tiếp lên sao khác. Chứng 
minh rằng hệ sao đôi còn lại là được liên kết khi AM < (M + m)/2. 

(MIT) 





Hinh 1,89 


Lời giải: 
Lây khôi tâm như là gốc hệ quy chiều cô định và đặt rạ, r; tương ứng là 
khoảng cách từ khôi tâm đến M, zn trước khi nổ. Ta có 


— mở „_ _ Md 
— M+m` “ M+mẺ` 





Trị +rạ = d, T1 





R 2 k ˆ ` Đ = 
Vận tộc góc u› của chuyển động tròn của Ä⁄ thỏa mãn 





„ GMm GMm 
Mu? = ——` rau? = — P9 
hay 
G(M + rn) 
2 _— 
QJU  = ¬ 


Sau khi A⁄ bùng nổ khối lượng AM rời ngôi. Vì vụ nổ không gây ra phản lực 
lên phân còn lại và không ảnh hưởng lên ngôi sao kia, nên tổng động năng và 
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— 


Ẫ -4 ` À "3 + ˆ - £ vZ z,, 8 Á " ˆ T.4* ` 
thê năng toàn phân của hai sao trong hệ quy chiều găn với khôi tâm mới là 


y„ ~G(M TS] 
_— 2 2 
T~ (M =— (rœ) + nữa) Si, 


ở đây Tạ là động năng của hệ mới trong hệ quy chiều cỗ định nêu tổng khôi 
lượng của nó tập trung ở khói tâm. Động lượng của hệ mới trong hệ quy chiêu 
có định (hình 1.89) là 


(M — AM + m)u = ma — (M — AM)rqu = r„,UuAM, 


ở đây o là vận tốc khối tâm của hệ mới, vì động lượng của hệ gốc mrz¿ — 
Mfryu — 0. Vì vậy, năng lượng tổng của hệ mới trong hệ quy chiêu khối tâm 
mới là 

G(M —- AM) 


T+W=- 
lì d 


I 
7n + s(M — AM)(r:œ)Ÿ + am(rz)” 
_- 
2 


_GMm 
d 


(M ~AM+m).—— nữ} 


(M — AM +m 
GrmntA Xí 
LG 





lÌ ] 
1 5 M(r)° + 2m(rz)ˆ 


(AM) ˆ (mu) 


l 
— —-AM mui 6 (ng 0ê 
(ne) — TT AM +m) 


2 





l 
— —anw” [d~ 2dAM +ryAM + 


= _— đh ` (AM — M_—m)(AM -M) 
— 9(M-— AM+m) & | 


Điều kiện để hệ hai sao mới gắn bó với nhau là 7T + V < 0, có nghĩa là 
2AM<M+m  AM<M, 


hay 
2AAM > M +m, AM>M. 
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Khi AA/ < A7, điêu kiện đòi hỏi là 





A 
MM 2 TH, 


~ 
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Thuyền trưởng một con tàu nhỏ khi đến đới lặng gió xích đạo quyết định 
áp dụng giải pháp kéo neo (r — 200 kg) lên đỉnh cột buôm (s = 20 m). Phần 
còn lại của tàu nặng Äƒ — 1000 kẹ,. 

(a) Tại sao tàu bắt đầu chuyển động? 

(b) Tàu sẽ chuyển động theo hướng nào? 

(c) Nó chuyển động nhanh như thê nào? 

(Chicago ) 
LỜI giải: 

(a) Chuyển động thẳng đứng của nco gây nên lực Coriolis —2mu› x v, Ở 
đảy v là vận tốc của neo và œ vận tóc góc của quả đắt, và do đó tâu chuyển 
đồng, 

(b) Khi œ chỉ hướng bắc vả v hướng thẳng đứng, lực Coriolis chỉ hướng 
tây. Vì vậy tàu sẽ chuyển động theo hướng tầy. 

(c) Khi momen xung lượng tổng của neo và tàu đôi với khôi tâm của quả 
đât trong hệ quy chiêu quản tính được bảo toản, ta có 


(Ä1 + rrt]r Êuạ = Mr" + mi(r † s)“]„ § 


3 + . * ` " £ , " # + £ ` * ` # £ #“. 
ö đây «+ạ và w¿ tương ứng là vẫn tốc góc cua trái đầt và tau, r là bán kinh trải 
đất, cho ta 


“Đo (A1 + m)r? 
ủa - (Äƒ + ma)r? + 2mrs ` 
hay 
“ — 00 _— —21ns _ —27m3 
dp — (AI +im)r t2ms ` (ÀI + mộ 


J)o đó tốc độ tương đổi của tàu ứng so trải đất là 


— 217150 


— - - 
Ti q10) ' TY, 


ý =T{u -- tư) = 


Dâu âm chỉ ra rằng tàu chuyển động theo hưởng tây, 
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Mẫu phân tử cổ điển đơn giản của CO; là cầu trúc thẳng của ba khôi lượng 
với lực tĩnh điện giữa các iôn được biểu diễn bằng hai lò xo đẳng nhât có chiều 
dài cân bằng / và hằng só đàn hỏi là k, như ở hình 1.90. Thừa nhận rằng chỉ 
có một chuyển động theo đường cân bằng gốc là có thể, có nghĩa là bỏ qua sự 
quay. Đặt zn là khôi lượng củaO_ và A7 là khỏi lượng của C†?. 

(a) Hệ có bao nhiều bậc dao động tự do? 

(b) Hãy định nghĩa tọa độ thích hợp và xác định phương trình chuyển động 
của các khối, 

(c) Tìm lời giải cho phương trình chuyển động trong đó tất cả các hạt dao 
động với tắn số chung (kiểu dao động chuẩn) và tính tẳn số cỏ thể. 

(d) Tính biên độ tương đối của dịch chuyển của các hạt đôi với mỗi một 
kiểu dao động đó và mỏ tả nguồn gốc của chuyển động của mỗi kiểu đao 
động. Có thể vẽ sơ đỏ. 

(e) Kiểu dao động nào có thể hi vọng phát xạ điện từ và cấp đa cực của 
mỗi kiều dao động là gi? 


(MIT) 
m M m s “) x3 
TT sa In SN. RE Rư 
_—vvrvrvre-e-e.vfrrrrír-s 
0 C ơ 0 c” G 
Hình 1.90 Hinh 1.91 
Lời giải: 


(a) Hệ có hai bậc dao động tự do, 
(bì Đặt z\, z¿ và rz là dịch chuyển tương ứng củaO „C!†,vàäO- từ vị trí 
cân bằng của chúng, như ở hinh 1.91, Phương trình chuyển động là 


TrìaT | = k(T¿ "= #1) ' 
ÄNlIl?a —= k(ra Ta) k(Ta =- T1) = k(zì HN 272 + T3) ' 


T+Taạ = —k(T3 — T2). 


(c) Đặt rịạ = Aicoszt, r¿ = ¿cosưt và 7x = 1cos¿2f trong phương 
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trình trên. Ta có 
(k — mư?)Aq - kÁs =0, 
—kÁn + (2kT— Mu?) A¿ — kAa =0, 
—kÁ + (k — mú?)Aa =0. 
Với Án, 4s, Aa không đỗng nhất bằng 0, ta đòi hỏi 


k — m2 —k 0 
—k 2k — Mu? —È =.. 
0 —k k — mưŸ 


chúng có các nghiệm 


Jk J(2m + M)k : 
(œJỊ — _. (J2 — =_—==—. (| va uạa=0. 
m mrxM 


Các tần số 8ÓC ¿¡ Và u¿ tướng ứng với các đao động có thể, trong khi ¿ ứng 
với đao động tịnh tiễn của phân tử xét như một khôi. 
(d) Thay thê ¿ và u;a vào các phương trình với Á:, 4a và .4, ta tìm được 





1 | 
biên độ tương đỗi là | 0 | cho øy và "xẻ cho /;, như được mồ tả trong 
—Ì 1 
hình 1.92. 
0 SN 0 
—.> @ «s 
ly 
G c” n 
>>  <-=® đ— 
G4 
Hình 1.92 


*® 
(e) Kiểu dao động ¿ sẽ không làm xuắt hiện bức xạ vì tâm điện tích đứng 
yên trong dao động. Kiểu đao động „; có thể làm xuắt hiện bức xạ lưỡng cực, 
trong khi bức xạ tứ cực và bậc cao hơn là có khả năng đối với cả hai kiểu đao 
động ưa Và u23. 
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Lầy một chuỗi rất dài các hạt được nối với nhau bởi các lò xo giỗng nhau 


Cd học Newton ¬ CS... °Ợ 


với hê số đàn hồi #£ và có độ đài cân bằng là a, như hình vẽ 1.93. Mỗi hat tự 
do dao động đọc theo trục r. Tắt cả các hạt đêu có khôi lượng là + ngoại trừ 
một hạt có khối lượng z¡ị < rrố, Khôi lượng của lò xo nhỏ không đảng kể. 


m đáo: ty 
exrn@xrr@ecexer[Z]xrc0x@xnr@rmre —— x 


- 


3 ‹ 


Hinh 1,93 


(a) Xét từ hạt “đặc biệt, mỗi liên hệ giữa vectơ sỏng và tần số của dao 
động đưa dễến là thẻ nào? 

(b) Với sóng có vectơ sóng k, xác suất phản xa khi sóng đập vào hat đặc 
biệt đỏ là bao nhiêu? 
Gợi y cho (b): Thử một nghiệm có dạng 


TÊt01I “- j3e than với i6 Ô , 


T — Ác 
Tụ, =—Cc€*2" với n>U. 


trong đó .1, 7, và Œ' là các hàm của thời gian. 


(Chicago ) 
Lời giải: 
(a) Với + # 0, 
Tụ — — — |(Tn —#a 1) +[#u — #z+1]) =—_—- lên * #w+{ —#a~L)- 
mm m 


Đặt +; = Ae'f*e"! -#Ù vào biểu thức trên chúng ta nhận được 


2K 


`... LAN, <3 —(8 =e c1*a — € Kuni 5 v [I cos(ka)Ì7„ 


hoặc 
lứ" & CÁ, — ©os(kaø)| . 
l8: 
(b) Thử một nghiệm có dạng 


Tu — lÈ- cm › chu? e với 1? sử. 


`. bu 
ửn= ŒertRan ư#) với 0# >U. 
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Với : = Ö, tương ứng ở trên là C — 44 + j3. Thay nghiệm vào phương trình 
chuyển động của hạt nœ = Ú, 


tủ “ (2f7o -TI —#. 1}: 


chủng ta tỉm ra 





z. 
dJ“T?1 < sải : : 
—— (4i BE) .9(4-+-B}~— (A-t Hìttt — du ha . ng iền 
\ 
Huặc 
Tr1p m1 iL—et*a 
A= Kì e=——— |lf 
"1 — Đụ - ? — mạ Ì — cos(kứ] 


s Lị 1 sSHL(kd) l 
(r - rma)|l  cos(ka)) 


[0o đỏ xác suật phản xạ là 


SA s? 2y TÌ 
i?|“ Ea mm ⁄ sim &a} 
A| - lĩt — tụ 1 — coä( ke] 
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Ba vặt thể có khỏi lượng bằng rr và được chỉ ra bằng các chỉ số ¡ = 1.3,3, 
chủng bị buộc thực hiện các dao động nhỏ dọc theo các trục đồng phẳng khác 
nhau với các góc hợp thanh là 1207 ở các chỗ giao nhau, như hình 1.94, Các lò 
xo liên kết giỗng nhau giữ các vật thể đỏ ở gân các vị trí cân bằng với khoảng 
cách ¡ từ điểm giao nhau của mỗi trục, nghĩa là, độ dài cân bằng của mỗi lò 
xo là v23. Các câu hỏi dưới đây có thể trả lời được mà không cần dùng đến 
các phương pháp giải tích tổng quát. 

(a) Chỉ ra rằng các phương trình chuyển động của ba vật được biểu diễn 
băng hệ liên kết. 


Tri rị 


dt° 





=—Kữ,— (Trì tza+1a), 


trong đó z,(?) + f chỉ ra các khoảng cách tương ứng của chúng từ điểm giao 
nhau. (Đặc biệt, cả # và & đều bằng 3/4 của mỗi hằng só đàn hỏi). 
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Hinh 1.94 


(b) Xác nhận rằng một kiểu dao động chuẩn là đôi xứng hoàn toàn 


Và xác định tần sô của nö. 
" h2 # „^? ˆ _ ` * .Ñ ` , * Lị 
(c) Chị ra rằng các kiều dao động chuản còn lại suy biên va xác định tân 
sỏ của chúng. 
(d) Tìm một cặp nghiệm thực {r4(/).za¿(7).za(1)} miêu tả các kiểu dao 
ˆ + = bà s 
động chuản trực giao suy biến. 
(e) Tìm mót cặp thay thê các nghiệm liên hợp phức biểu diễn các kiểu dao 
động chuẩn trực giao suy biên. 
(Chicago ) 
Lời giải: 
(a) Xem hằng số của mỗi lò xo là ;; và xét các hạt ¡ và ; được đặt ở z, 
và r, từ các vị trí cân băng tương ứng. Sức căng của lò xo giưa 2 hạt là 
Thướn ` £ £ sẽ " È Zaxs7/ v14 
Lư, + zr,] co» 302, vị thê thê năng của hệ sẽ là 


văn W (tì +#¿)?+4 (z¿ + ra) +Í~a+ #17] . 


— 


Lực tác động lên hạt thứ : sẽ là 


DU ẳr} 
ru Tua 
J 
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phương trình chuyển động của nó sẽ lả 
mrmạc Kr,y k[Tj t 7. { Tạ) 


với Ä = k = ẲI, 
(b) Nếu rị¡ = z;¿ = z¡, tất cả 3 chương trinh quy về thành dạng không liên 
kết 
m3, = —-(K +3k)z(. 
Nghiệm se la 
#¡ — uCOS(u£f † #2) 
vỚi 
!K + 3k 


4 — ` 


T" 





(c) Hai kiểu dao động chuẩn còn lại là trực giao với kiểu đao động đôi 
xứng ở trên. Chúng thỏa mãn điều kiện 


+¡ +zạ +zy =0, 
đôi với nó các phương trình chuyển động đó quy về dạng không liên kết 
mi = —-Ñ#(. 


Đặt r, = b, cos(u't + ¿Ÿ), chúng ta có 
E 
Là h, —' 0, Như —=_—. 
ĩ Trt 


Tân số này là tương tự cho cả hai kiểu dao động, chính vì thê chúng là suy 
biến. 
(d) Hai kiểu dao động chuẩn trực giao suy biên có biên độ là bạ, bạ, bạ thỏa 
mãn 3”, b, = 0z Vĩ thê 
bh=U,  bạ= -bạ=e, 


lý? 
ứq‹=IE bạ — bạ — —- 
)=f£ „=0 : 
cho một cặp nghiệm thực, trong đó c là một só thực tùy ý. 
(e) Ta có thể lựa chọn, các biên độ phức cho phép, 


bì =:Ñ, bạ = de* 5, bạ = de* "3 : 
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trong đó ở là số thực, cho một cặp nghiệm kiểu đao động chuẩn trực giao suy 
biên. 
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Ba vật thể giỏng nhau, mỗi vật có khôi lượng là rn, được kết nỗi với nhau 
bằng các lò xo có hằng số đàn hỏi #, như trong hinh 1.95. Chuyển động bị 
giới hạn trong một chiều. 


E 
*14 ông riC - 
ö 


Hình 1.95 


Ö thời điểm † — 0, các vật ở trạng thái nghỉ ở các vị trí cần bằng. Tác dụng 
lên vật .4 một ngoại lực dẫn động phụ thuộc vào thời gian Ƒ(¡) ~ ƒ cos(œ†), 
 > 0. Tính chuyển động của vật C', 

(Princeton ) 
Lời giải: 
Coi z4, r„, +c- là các tọa độ của ba vật và ø là độ dài tự nhiên của mỗi lò 
xo. Các phương trinh chuyền động là 
ƒ cos(t) ~ NÍ#*n — TA — 0) = trŸA, 
K[Te -aTp_—aÌì- RÍTn TA  a)— TrtTpg, 
—RF (+œ tua a) = mïœ § 
Tập hợp các phương trình trên có thể được viết như sau 
ƒ cos(u#) = m(†? 4 + Ÿp + TC) , 
ƒcos(t) — 2u„K — rrn(#A — #€) + K(#A — t©), 
ƒ cos(uft) = rmn(TA — 27p + 1c) 1 3N[rA — 2rp + TC} ( 


hoặc 


ƒ cos(ut) = mịn . (1) 
ƒ cos(t) — 24K = ma + H› Ò (2) 
ƒ cos(uUf) = ma + 3 3 , (5) 
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,. L4 LÁ « 
VỚI 1 —= ZA + #bB +T+C; V2 = TA — #C› a = TA — 21p + rc. CÔ thể thầy rang 
ưa, 2 Và 1a là ba tọa độ chuẩn của hệ dao động này. Các điều kiện ban đâu tại 
thời điểm ¿ = 0 là 

#A =Ö, TB =úủ, Tœ = 2a, TA =ŸB= 6=, 
hoặc 
Uì = ảa, ạ = ~2a, 1a = Ú, Ứ\ —= 2 —= 1Ua=0. 


Phương trình (1) có thể lẫy tích phân, với các điều kiện ban đầu như trên sẽ 
cho ta 


1 = — nh — cos(f)| + 3a. 
Để giải phương trình (2), chúng ta thử một nghiệm riêng có dạng 
2 = AÁscos(ut) + Đạ 
và thu được 4; = .-m B; ='—2a. Nghiệm tổng quát là 
_ ƒcos(ul) - 
°ˆ. K— m2 
trong đó ¿¿ = Vệ Từ điều kiện ban đâu cho ta 


/ 
XIN Ơn Na, 


2a + Óạ cos(0¿£) + D¿ sin(u¿£) , 


Để giải (3) chúng ta thử nghiệm riêng có dạng 
1a — Aa cos(„£) 
và nhận được 4a = ƒ /(3K — m2). Nghiệm tổng quát là 


ỉ 
q= ng + Cạ cos(u1z‡) + Da sin(u4£) : 
trong đó „2 = sK, Diễu kiện ban đầu cho ta 
ƒ 
TT Dạ =0. 


Chính vì vậy các nghiệm sẽ là 


lÍ 


-ụ — cos(œ£)| + 3a, 


= K„alees(ø) — cos(ua£)} — 2ø , 





“ aE-“ maonlcos(øt) — cos(uat)| 
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Chuyển động của vật € là tổ hợp tuyến tính của 1, 1a Và 1a 





X0 g.= ` = ¬ + s = 2u+ mi — cos(‡)] 
ƒ 
2m() — u2) lcos(£) - cos(/2£)] 
ãmoi —on kes(w9 — COs(uaf)|.. 


P £# ` ` Là À Ầ „ ^ LÀ 
Ghi nhớ răng 1; và «J2 là các tần sô chuẩn của hệ thông. 


1125 

Mô hình của vòng benzen rât hữu ích cho một số mục đích là vòng dây 
găn với 6 hạt không có ma sát, với các lò xò căng giữa các hạt, như hình 1.96. 
Mỗi hạt có khôi lượng mm và tật cả lò xo có hằng số đàn hồi là K. Các hạt được 
đánh số để tiện phân loại. Vòng được đặt cô định trong không gian. 

(a) Tính, hoặc viết ra bằng trực giác, tần số riêng của các kiểu đao động 
chuẩn, chỉ ra mọi trường hợp suy biến. Trong hình 1.97, vẽ từng kiểu đao 
động bằng cách kẻ một mũi tên gần mỗi vật chỉ ra hướng chuyển động và tô 
đậm các vật đứng yên. 

(b) Khôi tâm có thể đao động với tần số là bao nhiều? 

(c) Kiểu đao động nào có thể liên quan đến kiểu dao động của phân tử 
benzen thực? 

Gọi ý: Có thể bỏ được nhiều tính toán đại số bằng cách xem xét tính đôi xứng 
của bài toán. 

(Princeton ) 
Lời giải: | 

(a) Xem z„ là dịch chuyển của hạt thứ n. Phương trình chuyển động của 

nó là 
tuÈn = K(n+1 — tỦn) — X(tỦn — tỦn—t) 
= K(t¿n—1 F tn+1 — 2U) . 
Dặt ạ = A„c”“!, chúng ta nhận được 
—mưu” Ân = K(An_Tt + An+: — 2Án), 


hay 
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C2 C2 C2 
C2 C2 C2 


Hinh 1.96 Hình 1.97 





trong đó 


Để hệ phương trình thuần nhất tuyến tính có một nghiệm khác không, định 
thức sau đây phải băng không 


= ƒ Ø0 DU Ö 3 

1. £ 1 Ð 0 9 

( 1 z£ 19080 _ñ 
I ØỞ 1 l 8 : 
IÑ U 0 1l z l1 

I U 00 D 


hoặc 
-Ð d lạ TP + Ä .= sẽ vỏ ) “+ tc 1a S- 
e —=Úy” † 9e“ —4=(£+l) (£ 1J7(c+2)(£—2)=°0. 
Chính vị vậy các nghiệm sẽ là 
F|Ị =: .ấi RE hả Ea œŒ Tạ 


64 = Ì, wW Z ~Ì, E&@= —Ì. 


Các tần số riêng tương ứng là 


4h * +} JK 
lc, —ỚỜG Uy = Ñ, ^'— —¿ 
LẠ) : “3 rH 
ý ĐÃ h 2 
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Có thể nhận ra rằng kiểu 3 và kiểu 4 cũng như kiểu 5 và kiểu 6 đều suy biến. 
Thay :¡,£¿,...,£s lần lượt vào hệ phương trình A„_ +£.4n + Án„¡ = 0, chúng 
ta có thể tìm ra các tỉ số biên độ của mỗi kiểu chuẩn. Kết quả được miêu tả 
bằng hình 1.98. Các dịch chuyển của 6 hạt có độ lớn tương tự nhau trong các 
kiểu 1, 2, 3 và 5 ngoai trừ trong kiểu 3 và kiểu 5 các hạt thử tư và dầu tiên 
đứng yên. Hưởng của chúng được chỉ ra trong hình. Kiểu 2 tương ứng với sự 
quay của hệ thông như là hệ đây đủ. Trong kiểu 4, các dịch chuyển của hạt 
thứ 2 và hạt thứ 5 lớn gắp đôi so với những hạt khác, và trong kiểu 6, các dịch 
chuyển của hạt thứ 3 và hạt thử 6 cũng lớn gắp 2 lần so với những hạt khác. 
Những sự dịch chuyển lớn hơn này chỉ ra bằng 2 mũi tên cùng hướng trong 
hình, 





Hình 1.98 


(b) Từ hinh 1.98 ta thây chỉ có ở kiểu 5 và ở kiểu 6 tâm khối có thể đao 
động với tắn sỏ vk/m. 

(c) Vĩ tâm khối của phân tử benzen thực không thể đao động, chỉ cỏ các 
kiểu 1, 2, 3 và 4 có thể liên quan với phân tử benzen thực. 
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+ ˆ ˆ^ K ? ¿. ..c , F4 ° # Ã‹ #, + £ 
Xem xét một hệ thông cổ điển các chất điểm có khôi lượng ?m, với các vectơ 
vị trí r,, môi hạt chịu tác dụng của một lực F¿. 


(a) Xét lượng 5Š”. m,r, -r;, giả sử rằng nó luôn luôn hữu hạn và chứng minh 


1#+BT&LG CƠ HỌC 
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định lý virian 
toc ===ni 
T — — 32- F) . 
trong đó 7' là tổng động năng của hệ và dâu gạch ngang biểu thị trung bình 
theo thời gian. 


(b) Trong trường hợp một hạt duy nhất chịu tác dụng của một lực theo 
luật bình phương nghịch đảo, chỉ ra rằng 


trong đỏ V là thê năng. 
(SUNY, Buffalo ) 
Lời giải: 
(a) Xem Q(t) = }”, m,, - r,. Chúng ta có 


@(t) = = 2. T¿ñ¡ tự, tà F\ - Tụ 


= Sug t 3. T.‹, : 
Trung bình theo thời gian của @(0) là 
II v2 SE : 
rÍ Q(t)dt = XI ¿ „mái dt + — TÍ 2t r¡dt, 


cụ thể là 


-l9()- (0 =2 + 3F, Fra 


trong đó r là chu kì nêu các chuyển động là tuần hoàn với các chu kì giỗng 
nhau, hoặc nêu không z — sö. Trong cả 2 trường hợp, về trái phương trình 
băng không và chủng ta có 
„T7 + . .c °#¿ = ÐÖ 
1 ' 
đó là điều phải chứng minh. 
(b) Khi tác động lên một hạt duy nhất bằng một lực tỉ lệ với bình phương 
nghịch đảo khoảng cách, 


..= 


Mi CÔ 
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— ——————-—————c B_-_-=_  _. 


trong đó € là hằng số. Khi đó định ly virian cho ta, 





¬ 

| 

| 
t-2| 
b › 
¬ 

¬ 

|Í 

| 
t2 +— 
5 N 
» lS) 
¬—-—... 

| 
2| | 
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Ba hạt rmị. mạ và ;mạ, được đặt ở 3 góc của một tam giác đều có cạnh là s, 
các hạt hút nhau theo định luật hấp dẫn của Newton. Xác định chuyển động 
quay khiên cho khoảng cách tương đổi của mỗi hạt không thay đổi. 

Gợi ý: Viết ra lực trong hệ khối tâm tác dụng lên một trong các hạt. 


(Wtsconsin ) 
Y 
Hước 
ñ_ 
*X 
Ø mộ fạ mạ 
Hình 1.99 


Lời giải: 
Trong hệ tọa đô Descartes ra trong hình 1.99, ba hạt 71, rnạ, rna có tọa độ 
tương ứng là (0,0), (s,0) và (š, X3*). Vị trí của tâm khôi Œ là 


3 Thi 
1 

Fa — 
2 „1mm 


L 


— (sa + .”) i+ Y mại 





r"I † TTrạ + Trrạ 2 





Xét lực tác động lên rm¡. Có 2 lực hút 


Eby= Cma ma, và la = Crrnrna { P xã 





' s° s2 2 
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tương ứng do nạ và mạ gầy ra. Hợp lực của chúng là 


" _ Gmà mạ\, V3, 
h= ta +a = SP [(m + 53) + SÖm, 





Vì f¡ song song với rọ và cả 2 đều bắt đâu từ cùng góc Ó, f¡ đi qua tâm khôi C. 
Chính vì vậy rnị chịu tác động bởi lực xuyên tầm với tâm ó C và do đó 7nị đi 
chuyển theo một vòng tròn tâm khôi Œ. Bán kính của quỹ đạo hình tròn này 


là 
8 
Rì = |ro[= | ——— | \/ m3 + mậ + mạma . 
: Irol (nem) : 3 thiên 


£ Ấ z L) ` 5+ 2 ° 
Vận tóc tuyên tính của rnị là ị được cho bởi 1 = |f¡|, hoặc 


: Rìgi= m2 + rn$ + rnạrna 
: : mị + rnạ + na 


„ Ự, z : ; „sẻ £ 5 ˆ _ z ` 
Bằng cách hoán vị các chỉ số, kết qua trên cung được ấp đụng cho mạ và ma. 


Chính vì vậy chuyển động quay khiến cho khoảng cách của mỗi cặp hạt không 
thay đổi là chuyển động tròn có chu kì 


27 Rì Š 
“À = — 27 ah... . an 
1ì G(m\ + nạ + na) 


Chu kì này chung cho tất cả 3 hạt. 
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Hai hạt phi tương đôi tính có khối lượng và năng lượng bằng nhau được 
chỉ ra trong hình 1.100 va chạm gần như thẳng vào nhau. Trong một hệ tọa 
độ (hệ tâm khối) di chuyển với vận tốc là V, các hạt có vẻ như va chạm đối 
đâu với nhau. 

(a) Tìm V, vận tốc của hệ tâm khôi. 

(b) So sánh năng lượng tổng trong hệ thông tâm khối với năng lượng tổng 
ban đầu. 

Trình bày câu trả lời của bạn dưới đạng vận tốc u và góc va chạm đọ. 

(Wisconsin ) 
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vi 


Sy 


3 
L 
— ". E" BEm en — —=“NG 
N 
_ c= 
Ầ 
Ị 
{ 
» 


Hinh 1.10Q 
Lời giải: 


Dùng hệ phòng thí nghiệm ở hình 1.100 và lẫy thời điểm va chạm £ = 0. 
Các vectơ vị trí của rm và rn¿ tại thời điểm t < 0 là 


Tạ = tr†1 ' 
Tạ = - (cos đại + sin 8g]) . 
Do vậy vectơ vị trí của tâm khôi là 


TY1T1 + thạF¿ Fịạ tra 
š T11 + TH) 2 


1 
= guf|(l — cosổg)i - sin Øạj] 


khi rnị = mạ = ?, chăng hạn. 


Ấ v ^ Ầ * Lẻ ` "5 ˆ " & * ` 
(a) Vận tôc của tâm khỏi, tức là của hệ tâm khôi là 


W=la= 2(ũ củs đọ)1 — sin Ổgj] 


: W/ “% Ả- - Ấ ` 
(b) Trong hệ tâm khôi, vận tôc của mị là 


2I( — €os g}1 — sin ổọ]] 


V. =>» — Fe — tì 
11 ¬ F + 
= si + cos 8ụ)i + sin đụj| , 
và vận tốc của m; là 
Vìỳ›=†¿ạ— „ — - [cosØại + sin Ổạj| — siú — cos Øạ)i — sỉn Öạj] 


= I1 + cos ổạ)i + sin Øụj]}.. 
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Tổng năng lượng của zm¡ và zn¿ khí đó là 


vị? „1m 2ˆ 1 





E' = ==— = -rnu (| † cosổp). 
2 2 NHI l 0) 
Vì năng lượng toàn phần ban đầu là 
Ụ 2 
. TTt1†L Trạu ¬ 2 
l2) ” _- Tu Ò 


tỉ sô của 2 năng lượng là 
E ` 1+cosổp 


E 2 
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Một quả rôc-két được phóng thẳng lên trên và nổ vỡ thành 3 mảnh có khỏi 
lượng bằng nhau khi đạt đến điểm cao nhất của quy đạo (hình 1.101). Một 
mảnh rơi thẳng xuống đưới sau thời gian f¡, còn 2 mảnh khác chạm đất sau 
thời gian !¿, sau khi nổ. Tìm độ cao h(t\, f2) tại thời điểm mà quả đạn vỡ làm 
ba phân. 


(Wisconsin ) 


S 


Hình 1.101 
Lời giải: 
Vận tốc và xung lượng của của quả róc-két là bằng không khi nó chạm tởi 
định của quỷ đạo. Sự bảo toàn xung lượng sau vụ nổ cho ta 
TI11VỊ + T12Vạ +†?n+Vva = . 


Vì 


THỊ — Tnạ — Tna, U Đ+Đuạ + tạ — 0. 
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Vì mảnh thứ 2 và mảnh thứ 3 chạm dắt cùng lúc, các thành phần thẳng đứng 
của va và va là như nhau. Vì vị hướng thẳng xuông dưới, nên mỗi thành phần 
thẳng đứng của vạ và vạ là —u/2. Từ đó đôi với mảnh thứ nhất và mảnh thứ 
2 ta có 

‡2 
h _ in + = ) 


—UtỶ t2 
TT 12 gi2 








P; VY 
cho ta 
ụ, = 9É? - t) 
2q + 
Đệ gít‡a tị + 2a 
2 2+1. 
1130 


Một vệ tỉnh có khối lượng zn chuyển động trên quỹ đạo hình tròn bán kính 
R với vận tốc u xung quanh trái đất. Nó đột ngột nhận một vật nhỏ khối lượng 
ôr đứng yên trước khi va chạm. Tìm sự thay đổi năng lượng tổng của vệ tính, 
và cho rằng quỹ đạo mới là gắn tròn, tìm bán kính của quỹ đạo mới. 

(Wisconstrn ) 

Lời giải: 

Trước khi nhận vật khôi lượng nhỏ, vệ tỉnh chuyển động trong quỹ đạo 
hình tròn, do đó 

mu? _ GMm 
h R2. "` 

từ đó cho Ru2 = GM, trong đó M là khối lượng của quả dất. Chính vì vậy 
tổng năng lượng của nó là 





Sau khi nhận một khối lượng nhỏ tĩnh ốm, tốc độ của vệ tính thay đổi thành 
(xem quỹ đạo mới gắn tròn, mặc dù thực tê nó là quỹ đạo elip) 


: y„émœù 
m. + ôm ` 
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và tổng năng lượng của nó trở thành 


ở I _rnẺu? 


] 
` ——~ +ô =—-—. 
an my 2mm † òrn 
Do vậy năng lượng mắt đi do sự va chạm lả 


—+‡ — -Ì =Z *>ưwmtuˆ- : 
2 TỀU m + ôm Xã T + ðrn 


1..‹ 
~t“m ° 
2 


E`—.E 








ầ 


Nếu bản kính mới läả /? chúng ta cũng có 
Nư? =ŒM = RuỶ, 


cho ta 


sẽ : 
m= () n- †n + ỗrn tG ¡+ 2m B. 
tí Tn m 
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Cho một hệ thông như hình vẽ 1.102, hai vật có khôi lượng giỗng nhau và 
khôi lượng của các lò xo là không đáng kể. Tính chu kì dao động nêu các vật 
được giải phóng từ cầu hình đôi xứng ban đầu như hình vẽ. 

(Wisconsin ) 





Hinh 1.102 


Lời giải: 


Do tính đôi xứng, các dao động của 2 vật là giỗng nhau. Xem xét một trong 
hai vật và viết phương trình chuyển động 


mử#=—=Kx- KÌ(r+xz)= (K +2K')z, 
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trong đỏ z là ly độ từ vị trí cân bằng tương ứng. Khi đó tân số góc của dao 


động là 
K + 2K: 
@= (| ————y 
Trì 
TT: 
DO dc (07 0Y80) 24 


Chú ý, nói chung có hai kiểu của dao động tuyến tính cho hệ thông này tương 
ứng với hai kiểu chuẩn. Nhưng điều kiện đôi xứng ban đầu xác định rằng chỉ 
một kiểu được kích thích. 


và chu kì của đao động là 
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Xét hệ thông trái đất - mặt trăng và để đơn giản giả thiết rằng có thể bỏ 
qua mọi tương tác với các vật khác. Mặt trăng di chuyển quanh trái đất chậm 
hơn sự quay của quả đất tạo ra các dòng thủy triểu trên quả đất. Một tình 
trạng tương tự trên sao Hỏa, nhưng với sự khác biệt đó một trong những mặt 
trăng cúa quay quanh sao Hỏa nhanh hơn sự quay của hành tỉnh. Chứng minh 
rằng một hệ quả của ma sát thủy triểu là trong một hệ thông khoảng cách mặt 
trăng - hành tỉnh thì tăng lên và trong trường hợp kia nó giảm xuống. Trong 
trường hợp nào thì giảm xuống? 

(Wisconstn ) 
Lời giải: 

Với hệ thông trái đât - mặt trăng, lực ma sắt được gây ra bỏi thủy triêu làm 
chậm tốc độ quay của trái đất. Tuy nhiên, tổng momen xung lượng của hệ trái 
đật - mặt trăng được bảo toàn bởi vì sự tương tác giưa hệ thông này với các 
đối tượng khác có thể được bỏ qua. Sự giảm momen xung lượng quay của trái 
đất sẽ dẫn tới sự tăng momeni xung lượng của mặt trăng quanh trái dất (chính 
xác là xung quanh tâm khối của hệ thông). Momen xung lượng của mặt trăng 


là j —mmn 2u. Vì 
@GMm 


R) ` 


J ~ mRP (| SỐ = rnVGMR. 


mnRu? — 


chúng ta có 
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Ở dây chúng ta xem tâm của trái đất là gần đúng đứng yên, do đó R là khoảng 
cách trái đất - mặt trăng. Khi J tăng, R cũng sẽ tăng. Chính vì vậy đôi với hệ 
thông trái đât - mặt trăng, sự ảnh hưởng của thủy triểu làm tăng khoảng cách 
giưa trải đất và mặt trăng. 

Với hệ sao Hỏa - mặt trăng, mặt trăng quay quanh sao Hỏa nhanh hơn sự 
quay của sao Hỏa, chính vì vậy lực ma sát gây ra bởi hiện tượng triều sẽ làm 
tăng tốc độ chuyển động của sao Hỏa, momen xung lượng quay của nó do đó 
sẽ tăng lên, Vì tổng momen xung lượng được bảo toàn, momen xung lượng 
của mặt trăng sẽ giảm. Những luận cứ trên chỉ ra rằng khoảng cách giữa sao 
Hỏa và mặt trăng của nó sẽ giảm. 
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Hai chất điểm, mỗi chất điểm có khôi lượng mm, được đặt đứng yên trên bê 
mặt nằm ngang không ma sát. Chúng được nôi bởi một lò xo có chiêu dài cân 
bằng ¡ và hằng số K. Tác động một xung ¡ tại thời điểm + = 0 lên một chất 
điểm theo một hưởng vuông góc với lò xo. Giả sử răng lò xo luôn năm đọc 
theo đường nôi chiều dài ¿ và không bị cong. 

(a) Sau thời gian , năng lượng tổng cộng và xung lượng tổng của hai chât 
điểm sẽ như thê nào? 

(b) Vận tốc của khôi tâm (kể cả hướng) và tổng momen xung lượng quanh 
khỏi tâm sẽ như thê nào? 

(c) Khoảng cách lớn nhất giữa hai chât điểm trong chuyển động sau khi 
xung tác động sẽ như thê nào? 

(d) Tốc độ tức thời lớn nhất nhận được bởi mỗi hạt sẽ như thế nào? Hãy 
giải thích. 

(ÚC, Berkeley ) 
Lời giải: 

(a) Do sự bảo toàn của xung lượng và của cơ năng, xung lượng toàn phần 
và năng lượng toàn phần của hai chất điểm ở thời điểm ¿ là giống như khi 
chúng ở thời điểm ¿ = 0 sau khi tác động bằng xung lực 


Pˆ „ 
— 9m — 2m ` 


P=Ek E 


(b) Hệ có tổng khôi lượng là 2m, xung lượng toàn phản là 7, chính vì vậy 
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tâm khối có vận tốc là 

— ] 

ma 

Sau khi tác động vào một xung, momen xung lượng của hệ thông quanh tâm 
khối là L = 3. VÌ momen xung lượng bảo toàn trong hệ tâm khôi, r là momen 
xung lượng quanh tâm khối ỏ tất cả các thời điểm sau đó. 


Uc 


(c) Coi ia; là khoảng cách lớn nhất được yêu cầu. Bảo toàn momen xung 
lượng và cơ năng 


li TY. ý... lẽ 
" (39) th Ôn) 5T MU “HN 


2mm KIẪ+ — 4m.KHi, + (2nKl2 — I2JMây + 12 = 0, 


cho ta 


nghiệm thực dương của nó là khoảng cách cực đại giữa hai chất điểm trong 
chuyên động sau xung trên. 


(d) Coi z là khoảng cách giữa 2 chât điểm. Sự bảo toàn của cơ năng đưa 


ra 

1 z.\? /#\?| 1 ST: „+ 

nh KH, vi =” Khiếu ÂE Ì) S== 

5 mm |(§») +Íỗ) |*; 2m (s„) +ak@ ) = 
hoặc 

l h 
T20 +#?) + 2 K(z ~ J = hằng số , 

chỉ ra rằng khi z = !, động năng của hệ 2 chất điểm, được cho bởi SỐ hạng 
đầu tiên ở về bên trái là lớn nhất. Đó là trường hợp tại thời điểm ¿ = 0. Ngoài 


ra, tại £ = 0 chỉ có hạt bị tác động bỏi xung có vận tốc trong khi hạt kia vẫn 
đứng yên. Chính vì thê hạt đầu tiên sẽ có vận tốc lón nhất 


ĐN 
mm 


ỏ tại thời điểm + = 0. 

Diễu kiện z = ! đồi khi lại có thể được thỏa mãn. Tuy nhiền, vì vận tốc của 
hạt thứ nhất không tiễn về không, do đó hạt thứ 2 cũng không thể đạt được 
vận tốc lớn nhất nói trên. Do đó vận tốc lớn nhất hạt thứ 2 có thể đạt được 
nhỏ hơn vận tốc sạ„. 
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Một chuỗi xích với tỉ số khối lượng/độ dài = u treo thẳng đứng ở một đầu 
nơi tác dụng một lực hướng lên #` như hinh 1.103. Tìm phương trình chuyển 
động cho h, độ cao của đầu phía trên so với bàn (h là độ dài của đoạn xích 
treo tự đo). 
(Wisconsin ) 





Hinh 1.103 


Lời giải: 

Vì bài toán này để cập đến biên khỏi lượng nên sẽ thuận tiện hơn khi làm 
việc với xung lượng. Xét sự thay đổi xung lượng của chuỗi dây xích trong một 
khoảng thời gian từ ¿ đến + At. Nếu h và œ tương ứng là độ cao và vận tốc 
của phản dây xich treo tự do ở thời điểm t, xung lượng của nó là uo tại thời 
điểm ¿ và uíh  Ah)(ø + Ao) ở thời điểm t + A! (xem hình 1.104). Phần Ah 
của chuỗi xích chạm tới bàn và truyền một xung lượng  „„Ấhu cho bàn trong 
khoảng thời gian, định lý xung lượng đưa ra 


gníh — Ah)([u + Âu) + tÃAhù — phụ = (pđhg — F)Ất, 
hay, chỉ giữ lại các thành phân bậc nhât 
thâu = (nhạ - F)At. 


Khi At — Ú, phương trình trên trở thành 


/ihù = nh — FẺ. 
Khi + —- —h, chúng ta có phương trình chuyển động 
Ni b .IỂN g 
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Hinh 1.104 
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Dùng phương trinh tên lửa để tìm khỗi lượng còn lại za của tên lửa (theo 
khối lượng) mà ở đó xung lượng của tên lửa là cực đại, đỗi với một tên lửa 
khối lượng rn bắt đầu đứng yên trong không gian tự do. Vận tốc xả khí là một 
hãng SỐ Địa. - 
(Wisconsin ) 
Lời giải: 

Phương trình chuyển động cho một rỗc-két (tên lửa), vận tỐC 0, trong 
không gian tự do lả 








qrrtu s— —ttptưn 

“ÓC dị ` 
nghia la 

áp “Su 





Lây tích phân, chúng ta được 


rH 
= -tgln[ — ], 
Tna, 


trong đó z¿ là khói lượng röc-két khi bẳn di. Xung lượng của rôc-két là 


m 
ïJˆ _ Tnu — —rngÌln | -—— ]. 
Tụ 
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vụ ⁄ . ` - À , 
Đề nó đạt giả trị cực đại ta cần có 


Vì thê rỗc-két có xung lượng cực đại khi khối lượng còn lại là 
Tno 


Trì — 
Ế 
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Một quả róc-két được phóng thẳng lên trên không vận tốc ban đâu. Nó 
được đẩy bởi khối lượng phụt ra với vận tốc phụt không đổi u so với rôc-két 
và với tộc độ không đổi được xác định sao cho gia tốc ban đầu là không. Giả 
sử gia tốc là hằng số theo lực hấp dẫn. 

(a) Tìm gia tốc của rôc-két như là một hàm của thời gian; 

(b) Chỉ ra cách bạn sẽ tìm độ cao của rốc-két như là một hàm của thời 
gian. 

(Không cần thiết phải lẫy tích phân). 

(WIsconsin ) 

Lời giải: 

(a) Xem u là vận tốc của rộc két, phương trình chuyển động là 


nu Ố tđmn _ 
dc. đi kế 





Vì đm /dt = hằng số Và mm = mạ, du/dt = 0 tại t = 0, phương trình trên cho 


đmn — mọg 


E3 t 


ở bắt kì thời điểm ¿ nào sau khi phóng. Lẫy tích phân ta được 
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hay 
đu — g?t 
dt. u— gt` 
nó diễn tả gia tốc của rôc-két như là một hàm của thời gian. 
(b) Vận tốc ở tại thời điểm ¿ là 


( / 
ợt D u 
== dt = —gqi h : 
\ | !(cm) bệnh (rên) 


Tích phân lần nữa cho ta độ cao của rốc két như là một hàm của thời gian 














h lì '+uÌn — dữ : t?+ lÁ le 
_- = —= —~= t( . 
0 t + — gÈ 2” s6 u—øØf 
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Một thùng khối lượng A⁄ (khi trông) đứng yên tại thời điểm ban đầu và 
chứa đây nước được kéo lên từ giếng bằng một sợi dây thừng với một lực ổn 
định P. Nước bị rò rỉ ra ngoài với một tốc độ đều và thùng sẽ trồng sau thời 
gian 7. Tìm vận tốc của thùng tại thời điểm mà nó rò rỉ hết nước. 


(W:isconsrn ) 
Lời giải: 
Coi tổng khôi lượng của thùng và nước là A⁄'. Khí đó 
mử 
M'=M — — 
+? T) 


trong đó rr„ là khôi lượng ban dầu của nước. Vì nước bị rò rỉ có vận tốc bằng 
không với thùng, phương trình chuyển động là 


đu 
M'—=P-M%, 
di hg 
hay 
P— M"g P 
du = t —gÌ d 
Mỹ” (ng. s) 


Vận tốc của thùng ở thời điểm bị rò hết nước là ` 


t6 
Pát PT ÀMJI +n 
Hi 1 “1n | - g7. 
t“Í  w =h( 9 
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Một tàu kiểu rốc-két với khôi lượng Ä⁄¿ và được nạp đây nhiên liệu khối 
lượng :; cât cánh thẳng đứng trong một trường hâp dẫn không đổi như hình 
1.105. Nó phụt nhiên liệu với vận tôc Ứa so với con tàu. Nhiên liệu sẽ phụt hết 
sau một khoảng thời gian 7¡. 

(a) Tìm phương trình chuyển động của rốc-két theo JAf/đt, La, g, và A1, 
trong đó A/ là khối lượng của rốc-két ở thời điểm ¿. 

(b) Vận tộc của phương tiện ở tại thời điểm tạ khi tắt cả nhiên liệu được 
phụt hết ra ngoài là bao nhiều (viết theo Afa, mạ, g và tạ)? 


| 
Ô! 


lÍn lí Ì 


(MĨT ì 


Hinh 1.105 
Lời giải: 
(a) Coi rôc-két có khôi lượng A/ và vận tốc V⁄, trong khoảng thời gian Aí 
phụt ra một khối lượng AM với vận tộc Ứạ so với rỗc-két và nhận được thêm 


một vận tóc AV. Lây hướng dương là hướng thẳng lên trên, chúng ta có theo 
định lý xung lượng 


(M - AA/7)(V + AV)~ (VY +Uo)ÀÄ1I —- AIV = -ÀfgÀi , 


cu thể là 
AV AM 
M h MI 
AI ° Aq Ỷ 
hay khi Art — 0, 
đ\ dÀi 
kƒý— = —Ứa———=À 
l KT Lín m AN1q 


(b) Phương trình có thể viết lại như sau 


dÀ1 
JV = “tu — gdt. 
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Lây tích phân chúng ta có 
V = -Uạìn M — gt+ K. 
Khi M = Áo + mạ, V = 0 tại thời điểm £ = 0, 
K = Ualn(Mo + mụ) . 


Vậy khi M = Mẹ ở thời điểm ? = (o, chúng ta có 
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,Một giọt nước nhỏ kết tỉnh trong sương mù tĩnh đồng đều. Sau đó nó rơi 
xuống, đi qua đám sương mù quét thành một dường. Giả sử rằng nó giữ lại 
hết tất cả các hạt sương khác trên đường mà nó rơi xuỐng. Nó vần giữ nguyên 
dạng hình cầu và trượt không dính. Dân dẫn tiệm cận nó rơi với gia tốc không 
đối a: 

V(‡) — at, đôi với ¿ lớn. 
Tìm a. 
(MIT) 
LƠi giải: 

Coi øạ, ø¿ tương ứng là mật độ của giọt nước và sương, #t(/) là bán kính 
và V(?) vận tốc của giọt, và giả sử rằng sức nổi của không khí có thể bỏ qua. 
Dùng "phương trình rôc-két" trong bài 1138, với 


4 
M = anRp. Ứa=0—(—V)=ÝŸ, 


và thay 
V — —V, 
AM _,_dM 
di dt ` 


chúng ta có 


15-BTẦL6 CƠ HỌC 
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hay 
dV ÀÈH 
RBR— + 3V_—— = Ha. 
TT 
Giọt nước quét thành một hình trụ x#2V trong đơn vị thời gian, đo đó tốc độ 
thay đổi khối lượng m của nó là 
đn — ở £ 


: dữ 

3 2 ?⁄ 
Cu n. | = Su 2U 
l q1ñt ni) ÂTø\ T 02 ) 


dt - 
cho 
V=áảnh, 


trong đó r¡ = ø\/ø›. Như vậy chúng ta có 
4nRR + 12pR” = lo. 


Vì ¿ lớn, V = a‡ hoặc R = mi chúng ta đặt # = b‡? + e, trong đó b,c là các 
hằng số và thay nó trong phương trình vi phân. Đặt bằng nhau các hệ số của 
£2 và ?9 tách riêng ở hai về của phương trình, chúng ta có 


o6nb — g = Ö, (8b — g)c =0. 
Để có nghiệm thích hợp, chúng ta lẫy 


g 
b—= -——, cs= Je 
OÔT) , 


Do đó V = 4n = 8nbt = ‡, nghĩa là gia tốc tiệm cận là 


HN lo 
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Một đồng hồ cát đặt trên một cái cân. Ban đầu tất cả cát (khối lượng m) 
trong đồng hỗ (khối lượng A⁄ƒ) được giữ ỏ phễu chứa trên. Tại ¿ = 0, cát bắt 
đầu rơi xuống. Nếu nó chảy khỏi phần trên ở một tốc độ không đổi dm/đt = À, 
vẽ (và đánh đâu định lượng) sơ đỏ chỉ ra số đọc của cân ở mọi thời điểm ‡ > 0. 
(MIT) 
Lời giải: 
Giả sử tật cả cát rơi xuông đáy của phản đưới của đồng hỏ cát, chính vì 
thê với tất cả các hạt đều rơi từ độ cao là h. Một hạt rơi từ khoảng cách này 
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(M«-m)g+Xƒ2gh 


(M-mìg 
Í[M«mìg -ÀJ2gh 





Hinh 1.106 Hình 1.107 


sẽ có vận tộc \* = v/2øh khi nỏ chạm tới đáy và khi đến đây nó mắt một thời 
gian ?¡ = V?- 

Để đọc giá trị của cân, ta xem xét bốn chư kì đưới dây theo thời gian: 

Chu kì 1: Thời điểm ? = 0 khi cát bất đầu rơi tới thời điểm + khi cát bắt 
đầu đến đáy của nửa dưởi. Giá trị đọc được trên cân ở chu kì này là 


My — (ÀT ~ m)g — Àtg. U ƒ ý , 


trong đỏ íị - v132nh. 

Chu ki 2: Tại thời điểm ?¡ khi cát bắt đầu đến đáy cho đến thời điểm 1; khi 
tắt cả các hạt cát thoát hệt khỏi nửa trên của chiếc đồng hỏ. Trong chu kì này, 
lực tác động lẻn cân bao gồm 2 phản: trọng lượng của cát như đã đưa ra ö 
phương trình trên với £ = ?¡ và một phần do xung lực của cát ở đảy của nửa 
đưới đồng hỗ với độ lớn 


từn ng 
V— —Àv2ah . 
App ÔN U 
Do đỏ cần chỉ 
W2 = |(ÄF Ð mìg — Atig| ÐPÀV/2gh = (ME + m)g  h<t<1, 


trong đö 1› = ;m/^À. 


Chu kì 3: Thời điểm 1z khi tắt cả cát rồi khỏi nửa trên của đồng hỗ cho đên 
Ñ%ˆ °s . .- x " . #.. * . - ¬ ˆ^ ` 
thời điểm f¿ khi tât cả cát chạm tới đáy. Giá trị đọc từ cần là 


M⁄; = lW¿ + À(f — t2)q, 4.18 < 2ã +” ‹. 
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trong đó ‡a = tạ + tì. 
Chu kì 4: Thời gian sau đó tất cả cát chạm tới đáy. Giá trị đọc từ cân là 
hằng số tại | 
M⁄4 = (Mí + m)g, t>la, 


Số đọc của cân được vẽ trong hình 1.107. 
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Một quả rôc-két có khôi lượng tức thời là m đạt được một sức đẩy cô định 
F bằng cách phụt chất nổ đẩy tốc độ thấp với vận tóc tương đổi cao. Rôc-két 
luôn hướng lực đẩy của nó đọc theo hưởng của vận tốc tức thời nu. Bởi vậy nó 
chuyển động từ bán kính ban dâu là r¡ (đo từ tâm của trái đất) tới một bán 
kính r¿, lớn hơn, duy trì trong cùng mặt phẳng và bay theo một đường gắn 
giỗng đường xoắn ốc. Bán kính ban đầu r¡ gần với bán kính trái đất rọ, ở đó 
gia tc trọng trường là ø, trong khi rạ >> rọ. Tọa độ góc từ tâm quả đất là ó. 

(a) Momen xung lượng của rôc-két trên khối lượng đơn vị là một hằng SỐ 
của chuyển động? Thảo luận. 

(b) Tìm các biểu thức đôi với vận tốc tức thời w và gia tốc trọng trường ø 
theo r7, ro, ?, Và ở | 

(c) Tìm các biểu thức đối với ? và ó theo các đại lượng đã liệt kê ở trên. 

(Princeton ) 
LỜI giải: 

(a) Dùng tọa độ cực (r,ø) như đã nói ở trên. Momen xung lượng của rốc 
két trên khối lượng đơn vị là 7 = r2ø. Mặc đù trọng lực là lực xuyên tâm, song 
lực đẩy rỗc-két thì không. Vì vậy momen xung lượng thì không phải là một đại 
lượng bảo toàn. 

(b) Vận tốc tức thời của rốc két là 


U = 1©; † UØy — 7€; -È TỰ@_, 


với độ lớn 
⁄ — W†?2 +r2¿. 


Gia tôc trọng trường ø là 
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Vì gọ = SẼ, nó có thể được viết như 
Ô 
2 


.P 
g= 00-3 - 


(c) Phương trình chuyển động của rôc-két là 


trong đó f = E + mg, mm = rn(t), các số hạng liên quan tới nh được bỏ 
qua. Do lực đẩy F luôn song song với u, các thành phân của nó là + = F}, 
tụ = Fˆ”. Gia tốc trọng trường là g = —øe,. Vì thế phương trình chuyển 
động có các phương trình thành phản là 


- , tì „.n oT2 
m(# — rẻ?) = =—————- = ha 
V72 +rˆ?¿? 
Prộ 


m(ró + 2?¿) = ƒ¿==—————, 
bu V?2+r?¿2 


từ đó có thể nhận được các biểu thức đôi với ? và ¿ 


1142 

Một con tàu dùng tên lửa đẩy ở xa mọi trường hắp dẫn có một nguồn năng 
lượng #. Con tàu có khôi lượng ban đâu là znị và khối lượng cuỗi là mạ. 

(a) Tìm vận tốc lón nhất ø con tàu có thể đạt được bắt đầu từ khi nó đứng 
yên. E, rmị, và mạ cô định nhưng vận tốc khối khí phụt ra œ (so với con tàu) 
có thể biên thiên như là một hàm của khối lượng thức thời mm của con tàu. 

(b) Vận tốc lớn nhật ø có thể nhận được là bao nhiêu nêu vận tộc phụt khí 
+ là không đổi? 

(Princetor: ) 
Lời giải: 

(a) Tích phân phương trình chuyển động của con tàu là (bài tập 1138) 

đu 


¬ Hà” 
ng” CVƯỜI g 3 
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và lẫy điều kiện ban đầu 0œ = 0, ?n = mạ tại thời điểm + = 0, chúng ta có 


U—=— ị mã 
n 


mì 


` 


Vậy vận tốc lớn nhất là 





T2 + (Ty, 
Umax — s” } đạp. 
D 


HỊ T"n 


LÁ ` Đế l ˆ Ẫ , Ạ ` 
(b) Nêu là hãng sô, vận tộc lớn nhât là 
TY+\ 


6+1" _ 
2 


1143 
Một hạt bụi hình cầu rơi qua một đám mây mù mọng nước có mật độ 
không đổi. Tốc độ bám hơi nước thành giọt đó tỉ lệ thuận với thể tích của đám 
mây mù mà giọt quét qua trên đơn vị thời gian. Nếu hạt bụi đó ban đâu đứng 
yên trong đảm mây mù, tìm giả trị gia tc của giọt trong những khoảng thời 
gian lón. 
(Primceton ) 
Lời giải: 
Giả sử hạt bụi hình cầu ban đầu có khối lượng áo và bán kính #ạ. Lấy vị 
trí ban đầu của hạt bụi như gốc tọa độ và trục z hướng thẳng xuống dưới. Coi 
Mf(t) và R(¿) là khôi lượng và bán kính của giọt ở tại thời điểm ¿. Khí đó 


M(t) = Mẹ + sx(RŠ — Hồ), 


ỏ 
trong đó ø là mật độ của mây mù nước, cho ta 
dJđM 
- Hy 7p 
dt đi 


Giọt nước đó có tiết diện xjt2 và quét thành một hình trụ thể tích xR?z trong 
một đơn vị thời gian, trong đó z là vận tộc của nó. Vì tộc độ bám của các phần 
tử nước tỉ lệ thuận với thể tích này, chúng ta có 

ÄđM 


—— =ơnRˆ2+, 


đt 
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‹x là hằng số đương. Vì thê 
¿=—HR. 


Định lý xung lượng cho 
Mi(t + đ)+(† + đĐ — M(£f)2(Đ) = Mgdt. 


Dùng định lý Taylor để khai triển A⁄ƒ(t + đ#) và ‡( + đ#) và chỉ giữ lại các số 
hạng có bậc thập nhất, chúng ta nhận được 


dđM 
tơ + 1z —= Mụẹ. 


Với £ lớn, M(t) ~ 3xR3o, dM /dt z 3M R/R, và phương trình trên trở thành 


Với một nghiệm riêng hợp với trường hợp ¿ lón, đặt 
R() = at2, 


trong đó ø là hằng số, ở phương trình trên ta có 


œ8 
œ=-——. 
S60 
Vì thể với trường hợp ¿ lớn, 
4 / 
Ă = s_ - 2ø‡ —= z 
œ ỉ 


Vậy gia tộc trong trường hợp ¿ lớn là g/7. 


1144 
Giả sử một phi thuyền có khối lượng mạ và tiết diện ngang là A đi chuyển 
với vận tộc uạ khí nó chạm vào một đám bụi đứng yên có mật độ ø như hình 
1.108. Nêu bụi đó chạm dinh vào phi thuyền, tìm lời giải cho chuyển động 
tiếp theo của phi thuyền. Giả sử A luôn là hằng só. 
(Princetort ) 
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Ẫn 


Hình 1.108 


Lời giải: 
Giả sử rằng đám bụi xuất hiện mà không cản trở con tàu. Định luật thứ 2 
Newton 








7H HÀ, 

hay 

c= + TU, =0 

dí dí 
ngụ ý rằng nu = mmouo. Do đó 
đừmn = pu di, = = OÂUy 
Chúng ta có 
đu  pAdL - 0 


Lấy tích phân chúng ta hận được 


l1 _ 2p4i 


U2 — TnoUo 





+ 
trong đó Œ là hằng số. Nêu chúng ta đo thời gian từ thời điểm đầu tiên con 
tàu chạm đám bụi, thì » = òạ tại £ = 0, cho Ở = ạ Ý. Do vậy chuyển động của 
phi thuyền có thể miêu tả bằng 


20AÁt . 
?noo : 





1 
2 ) 
+ o 
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3. ĐỘNG LỰC HỌC VẬT RẮN (1145-1223) 


1145 
Hai đĩa kim loại tròn có cùng khối lượng M⁄ và có cùng độ dày ¿. Đĩa 1 có 
mật độ đều ø¡ bé hơn mật độ đều của đĩa 2 ø¿. Một trong hai đĩa, vật nào có 
momen quản tính lớn hơn? 
(Wisconstn ) 
Lời giải: 
Coi bán kính của các đĩa lần lượt là Rị và hạ. 


Vì các đĩa có cùng khôi lượng và độ dày, do đó chúng ta có ø¡R‡ = ø¿R3, 
hay 


H _ Ø› 
HỆ ø 
Momen quản tính của các đĩa là 
1 MR ˆ MIR 
2 2N 
chính vì vậy 
h _ HỆ _ ø 
lạ Hệ øÐ 


VÌ ø < øạ, lị > lạ. Do đó đĩa 1 có momen quán tính lón hơn. 
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Cho rằng momen quán tính của một hình lập phương đôi với một trục là 
Tạ, trục đó đi qua tâm khôi và tâm của một mặt. Tìm momen quán tỉnh dôi với 
một trục qua tâm khối và một góc của hình lập phương. 
(UC, BerkelÌey ) 
Lời giải: 
Dùng hệ tọa độ Descartes có gốc ở tâm khỏi và các trục đi qua tâm của 3 
cặp mặt của hình lập phương. Chúng ta có 


ly = w= Ílz = Ïa, 
lyy = ly¿ = l,„y = 0, 
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Momen quan tính đôi với một trục có các cosin chỉ hướng ÀA. /¡. ¿ là 


Í =Ä hạ +u by | 0 heo 3nwlbx — Su Àls¿ — 3Amữš 
(A? +È +]. 


Để tìm cosin chỉ hướng của một vectơ bán kính r từ gốc tọa đô tới một góc của 
5 ÄẲ v Ẫ x ˆ P^ š 4 + ~- * F , 
hinh lặp phương, không mắt di tính tổng quát, chúng ta có thể chỉ cẩn xét góc 

với các tọa đồ +,¡. : đương. Khi đó 


F= &@L +) Lóứk. 


Trong đó, chúng ta coi 22 là độ đải của cạnh hình lập phương. VI r| — vŸ3¿ 
chúng 1a có 


l 
X.- MÃ = —” “yE § 
và 
đo đó 
f - bà 
1147 


Một đĩa mỏng bán kính 7 và khỏi lượng A7 năm trong mặt phẳng +/ có 
một chất điểm khối lượng mì — 57/4 nằm trên mép của nó (như hình 1.109). 
Momen quán tỉnh của đĩa dỗi với tâm khói của nó là (tục z hướng ra ngoải 
mặt tö giây) 


“f1 ñ 8 
\H: s.. 
In -cLL3 ' 1L Œ 
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“——————————.-~ 2———————_— ——————— ---~——---———- 


(a) Tìm tenxơ momen quán tính của tổ hợp đĩa và chất điểm đổi với điểm 
41 trong hệ tọa độ được chỉ ra trong hình vẽ, 

(b) Tìm các momen chính và các trục chính đỗi với điểm A. 

(c) Tác dụng để đĩa quay quanh trục g với vận tốc góc œ bởi các chốt xoay 
ỏ các điểm A và Ø. Miêu tả momen xung lượng quanh điểm A như là một 
hàm của thời gian và tìm vectơ lực tác dụng tại điểm # (bỏ qua trọng lực). 

(UG, Berkeley ) 

Lời giải: 

(a) Đóng góp của một phần tử khôi lượng Arn tại vectơ bán kính r = 
(rị..r¿, z4) cho các momen quán tính và các tích quán tính gốc là 


dạ = Arm(r”ðy =ì7)s 


trong đó ố„„ =~ 1 Tiểu í = J,ố¿ =0 nêu ¿ zZ 7. Chính vì vậy tenxơở momen quán 
tính của chất điểm đối với A là 





SNÊN 
TT! 10 
0 0 2 


Tenxơ momen quán tính của đĩa dỗi với A, theo định lý các trục song song 
là 
\IRˆ 
4 





ö 0 0 
0 1 Ô 
0 0 6 


H Z , kì ~ ` £ Nx + LI., ` 
Vì thê tenxơ momen quán tĩnh của đĩa và chât điểm đôi với 4 là 


>3 10 5 ïÖ 

MR 

“| g EU 
0 0 16 


(b) Để tìm các trục chính và các momen quảr tính, giải phương trình đặc 
trưng sau 
I0—*x —Ð 0 
AMIR? 
P =5 —+ 0 |=0, 
0 Ũ l6 — + 





hay 
(16 — y)(+Ÿ - 16+ + 35) = 0. 


Các nghiệm là 
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T = lổ, +› =8 — V29, +s=8+ V29. 


Vì thê ba momen quán tính chính đổi với trục A là 


29 29 
h = 4MR`, lạ = Ệ = ‹) MR}, lạ = Ñ xà MR”. 


Các cosin chỉ hướng của các trục chính (^, ¡, ) tương ứng với ï¡ thì được đưa 


ra bởi 
=6 =ð 90 À 
=5 —10 0 H|Ị =0, 
0 0 0 U 
nghĩa là 
—68À —ðu =0, 
—BÀ— lŨu =0, 
0„=0. 


Nghiệm là À = ¿: = Ù, u = tùy ý, Vì 
Ä 4-j1242 1, 
theo định nghĩa, các cosin chỉ hướng là 
À=0, u=0, ư>=]. 
Các trục chính đổi với 7; và 7 có cosin chỉ hướng được cho bỏi 
2+ v29 —B 0 À 
-5 ˆ —=23+Vv29 0 ) 
0 Ệ 8+ v29 Hỗ 

nghĩa là 


(2+ v29))AT— 5u = 0, 
5A +(—2+ v29)u= 0, 
(8+ v29)u=0, 


trong đó dẫu ỏ trên là cho 7; và dâu ở dưới là cho 1a. 
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Các nghiệm là 


"nà bì 


À_ —2+V29 _ 


0.677 


: =0. 
—1.477 


Khi đó vì À2 + ;ˆ + 2 = À? + uˆ = 1, chúng ta có 


}» 0,828 
0561. - 


Chúng ta luôn đòi hỏi rằng các trục chính đôi với 7; và 7a là trực giao 


À3^Àa + ¿Hạ + ĐạUa = Ö. 


Chính vì vậy chúng ta lẫy các trục chính như sau 


(0,0,1), 


(0.561.0, 828, 0), 
(—0,828,0. 561,0). 
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(c) Tenxơ momen quán tỉnh 7 của hệ thông đĩa và chất điểm đỗi với điểm 
gốc 1 tìm được trong (a) liên quan đền hệ tọa độ (+. +, z) găn với đĩa. Trong 
hệ này momen xung lượng của hệ thông quay với một vận tốc góc œ là 








lJJj.= 0 
hay 
Ủy MR?- l0 =5 ÔÖ 0 MRỀ2u —Ð 
bụ | = 7 =5 6 0 Su: 6 
h; 0 0 16 0 0 


Xem xét hệ tọa độ thí nghiệm (z,/, z”) có cùng trục + như hệ tọa độ quay 
(z, ,z) sao cho các trục tương ứng trùng nhau tại thời điểm £ = 0, như hình 


1.110. 
Khi 


+ˆ = zcos(œ‡) + zsin(u£), j2 


! 


Z = —ZzsSin(œf) + zcos(u) , 
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wf 


w† 


Hình 1.110 


chủng ta có thể định nghĩa vectø biên đổi 


cos(d#)  D sin(u#) 
= L) ] 0 
—Sin(#) Ú cos(¿f) 


sao cho vectơ V được biên đổi theo 
V'= 5V, 


Áp dung phương trình trên cho vectd momen xung lượng, chúng ta xác định 
được momen xung lượng xung quanh 41 trong hệ tọa độ thí nghiệm là 











ly : —ñcos(¿t) 
rÌ AI ' 
tạ) =Sb= T.— 6 
kh. öSìn(t) 
nghĩa là 
—5MfR' | 3AIH*. 5AIH”ư 
N.— : n : COS(LJÝ |, CÁ — s : =. Ƒ` = S02 LÊ» sin(ư+#) 


khi xét một minh cái đĩa. Trục ¿ là trục quán tính chính và do đỏ sự quay 
quanh nó sẽ không gây ra bắt kì một lực nào lên các chốt xoay. Vì thê các lực 
trên các chốt xoay hoàn toàn do sự quay của chất điểm. Trong hệ quay chât 
điểm chịu một lực ly tâm cỏ độ lớn hs nỏ được cân băng bởi các lực tác 
dụng lên đĩa bởi các chốt xoay đó. Lực tác động lên các chốt xoay là phản :ực 
của các lực này. Chính vi vậy chốt xoay 7 chịu một lực có độ lớn 53~ˆ cùng 
hướng như lực ly tâm trên chất điểm. Trong hệ phòng thí nghiệm nói trên, lực 
nảy quay với một vận tốc góc ui. 
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Bốn vật khối lượng như nhau và bằng rn, nằm trong mặt phẳng + Ỏ Các VỊ 
trí (7,1) = (ø,0), (—a,0), (0,-+2ø), (0, —2ø). Những vật này được nỗi với nhau 


y 


bởi các thanh không khối lượng để tạo thành vật rắn. 
(a) Tìm tenxơ quán tính, dùng các trục z, g, z như là hệ quy chiều. Biểu 
điền tenxơ như là một ma trận. 


(b) Xét một hướng được đưa ra bởi vectơ đơn vị â nằm "cân bằng giữa" 
các trục dương »z, , z, nghĩa là tạo thành các góc băng nhau với 3 hướng này. 
Tìm momen quán tỉnh đôi với sự quay quanh các trục này. 


(c) Cho trước tại một thời điểm ? nào đó vectơ vận tốc góc năm dọc theo 
hướng trên n, tìm góc hợp bởi giữa vectở momen xung lượng và ñ tại thời 
điểm đó. 

(ÚC, Berkeley ) 
Lời giải: 


(a) Các phần tử 7;; của tenxơ quán tính được đưa ra bởi 
2 
h; — » ` ma(r2ỗ,; == #n,Ttn, ) 
T) 
trong đó 
sẻ. 2 2 
Tn = Tại T Tạ; + na - 


Vì ít nhất một trong những tọa độ của mỗi hạt là 0, z,z; = 0, chính vì vậy 
Ï,; = với mọi ¡ # 7. Với ¿ = 7, đo tính đôi xứng chúng ta có 


Ii= 2m(a? — a2) + 2mm(4a? —0) = Ñma? : 
lạạ — 2rn(a7 — 0) + 2m(4a2 — 4a?) = 2ma? , 
laa = 2m(a? — 0) + 2rm(4a2 — 0) = 10ma?. 


Vì vậy tenxơ quán tính được cho bỏi ma trận 


8rna? 0 0 
Ö 2ma2 0 
0 0 10nz? 


(b) Khi hướng đưa ra tạo góc giông nhau với các trục, các cosin chỉ hướng 
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của nỏ A, ¿, z là bằng nhau. Momen quản tính dỗi với hướng này là 
J= NÌ + tˆ Tạo + vˆaa m 2UUlạa = 2⁄ÀÌ4n = 2Àuh› 
= (Rma2 + 2m2 + 10ma?)A? 


= 20ma2A?. 


Các cosin chỉ hướng tuân theo điều kiện 


À'+,?+u2=3ÀA? =1, 


cho A? = 3. Vì thế 
20 ; 
I= TC ma?. 
Hi 


(c) Hướng n thì được đưa ra bởi 


" 
lÍ 
& + >- 
H 
>~ 


Tại thời điểm 7, ¿› song song với ñ 
UJ — U„ = ÀU 


Momen xung lượng tại thời điểm này là 


/h = 1ÚJ + 
hay 
8 
L=Ama?uw | 2 |, 
10 
với độ lön 


L — Ama?/v/82 + 22 + 102 — V168Àna u). 
Góc ở giữa L và ñ là 


L-â A?ma?u(8+2+10) 20 
COS @ = ——— = —————_m— — 


1 
—=-—— =0,8091, 
L ÀXmndu2//168 V3 168 
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nghĩa là 
Ó= 2£ › 
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Do độ đẹt ở cực, trái đất có một momen quán tính đổi với trục cực hơi lớn 
hơn so với momen quán tính đôi với trục xích đạo của nó. Giả sử có đỗi xứng 
trục quanh trục cực. 

(a) Chứng minh rằng các sô hạng chủ yêu của thê hấp dẫn trên bề mặt của 
trái đât có thê được biểu diễn như sau 
GM ¡ C-A A 3cos? Ø — ] 

7 Ma? \r 2 
trong đó Ở và A tương ứng là các momen quản tính quanh trục cực và trục 
xích đạo, A7 là khỏi lượng trải đất, ø là bán kính trung bình của trải đất và r 
là khoảng cách tới tâm khôi của trái đât. Hệ số (C — A)/Ma? là khoảng 10-3. 

(b) Sô hạng thứ hai sẽ có hiệu ứng trường kì nào khi một vệ tỉnh quay 
quanh quy đạo tròn Bưảnh trái đât? 


Ư=— 








(c) Nêu pháp tuyên với mặt phẳng của vệ tỉnh nghiêng một góc œ với trục 
cực trái đât, dân ra biểu thức cho độ lớn của hiệu ứng này bằng việc lây trung 
bình theo thời gian trên quy đạo tròn. 

(UC, Berkeley ) 
Lời giải: 

(a) Chọn trục cực là trục z và mặt phẳng xích bon là mặt z. Đặt phân tử 
khôi lượng đM của trái đât có vectơ vị trí r = (z”,,‡') và đặt vệ tỉnh phía 
trên bể mặt của trái đất có vectơ vị trí r = (z,y, z). Khi đó thê năng hập dân 
trên một đơn vị khôi lượng của vệ tỉnh là 


j- TỆ- GảM _- / GdM 
r—rls [r2 — 2r ‹r + r2)? 
_] 
GdM 2r-r r”] 2 
= i1——z † 2 
T ? ( TẾ 
tích phân trên toàn trái đất. Khai triển Taylor, bỏ qua số hạng bậc cao hơn 
(2), ta có 











GaM Tê r2 3(r-r)? 
r2 2r2 2 r3 


1ñ-BT&IG CƠ HỌC 
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Vì r là vectø không đổi và trái đắt được cho là elipsoit đôi xứng 


[rraM = rẻ Í rAM = lo 


Do đủ 





GÀI G Jír-r)ˆ r 
TT ¬ 3j | - „ JÀI 


Ỉ “| đẠJ. 
¬ 


Œ = + tự + zz))° — (+? +? + z?)(tˆ + +*z^ 
2rˆ 


Jo tỉnh đói xứng của trái đất, các tích phân của +, y/:” và z'+” tât cả bằng 
không và ta có 


rÀ 
họ n _ GÀI 





".. 3 3A N.r đAI 


r2 “.. % & Äề 
+1LWWN”+x g¿" 120" tš*g MS 


‡ d2 2 
—|7“U “°+1z 


Bây giờ chọn trục z và  tuỷ ý (chừng nào chúng còn nằm trong mặt phẳng 
xích đao), để tích phân của +“ bằng tích phân của '. Như thê 


RE CAI C Í K6 L Hiên " Q.22 rˆz2 Th-G 2=] 





T- rở 








là mẻ 


GÀI Œ Í | + .4U2)72=2z2z?+†(2z?-z? /°}z?] 





" r3 


ƠÀẠI —ứ Í (z2 - rˆ)(2^— z®) 





GAT tt ( “4 ] 








3) (1; Tụ) : (1) 


GAI p- | 
- 
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Vì l; — ly = = 4, ly, =Ơ, z =rcos0, ở đây 6 là góc giữa r r và trục cực biểu thức 
trên có thể viết như 


GM Ơ—= A /a\2? /3cos2Ø— 1 
lun: 218-737 ng 


(b) Phương trình (1) có thể được viết U = U + Ứ;. U = — €#! là thê năng 
trên một đơn vị khôi lượng vệ tỉnh có thể có nếu trái đất là hình cầu hoàn hảo. 
U; xuât hiện do độ đẹt cực. Nó làm xuất hiện thêm lực bổ sung trên một đơn 
vị khối lượng của vệ tỉnh F = —-VỮ¿. Vì Wz =  .WrUS= Vẽ = —, 


Vz2 = 2zk, 
c7 2 
r— 36C) [ít - SỐ) „+2; | 
E 


2„5 


Lưu ý rằng phần thứ nhất trong ngoặc vuông vẫn sẽ là lực xuyên tầm, mặc 
dù không phải kiểu bình phương nghịch đảo. Nó không làm thay đổi độ lớn 
và hướng của momen xung lượng quanh tâm trái đất; do đó nó không ảnh 
hưởng đến mặt phẳng quỹ đạo, nhưng chỉ làm cho vệ tỉnh lệch khỏi quỹ đạo 
tròn chút ít. Phần thứ hai, 


3G(A -€) 


E; = 
xo 


zk, 
không phải là lực xuyên tâm, nó làm cho mặt phẳng quỹ đạo tiễn động xung 
quanh trục z 

(c) Vì chuyển động của vệ tỉnh rất gần với chuyển động đều với tâm ở 
góc, do sự đối xứng tích phân của F¿# trên một chu kì chuyển động tròn 
bằng không, cho nên ảnh hưởng trung bình của nó đến chuyển động là bằng 
không. Momen xoắn gây nên bởi E›; đối với tâm trái đất là 


dGŒ(Œ —- A 
M=rxF;= S2) (gai + zaj). 


Đặt giao cắt giữa mặt phẳng quỹ đạo và mặt phẳng xích đạo là trục z (hình 
1.111). Trong quá trình quay, z luôn luôn dương trong khi giá trí trung bình 
của zz là bằng không . Do đó, qua một chu kì momen xoắn trung bình hướng 
theo hướng —z. Vì vectơ momen xung lượng nằm trong mặt phẳng zz và như 
vậy vuông góc với momen xoăn trung bình, nên momen này không làm thay 
đổi độ lớn của momen xung lượng. 

Vectơ momen xung lượng L có hai thành phần L„ và L„. Vì momen xoắn 
trung bình, nó nằm trong hướng —z, vuông góc với L,, nên nó không ảnh 
hưởng đến L„. Do đó nó không làm thay đổi góc œ giữa L và trục z. Kết quả 
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Hình 1.111 


là L sẽ tiên động quanh trục z, vạch ra một hình nón nửa góc đỉnh + trong hệ 
toa độ cô định ở một ngôi sao ở xa. Vì hệ quy chiêu (z, . z) cô định so với quỹ 
đạo, trục z sẽ quay quanh tâm trái đắt trong mặt phẳng xích đạo. 

Đặt 0ø là sóc giữa vectø vị trí của vệ tỉnh và trục z. Khi đặt Ø = Ú tại ? = D, 
tạ có # = ~f, œ là vận tốc góc của vệ tình. Vì  = rsm8sỉn œ, z — ri Úcös &, 
trung bình M trên một chu kì 7 — ”” là 


"W2 (CAI /7 
ND : ị . 
„í [} 


r1ử 
14G(Œ — A)sin(3 ả. 
xa Anh kế | sim“ (t)dt 
,`: đụ 
" tớ C 4) gm(2@}) 
4r° 


VỊ (NI) vuông góc với mnomen xung lượng L, nỏ sẽ khiến cho vectơ momen 
xung lượng tiền động quanh trục z với vận tộc góc 
|(M)|  3G(Œ_ A)sin(3a) 


Tu) 4ru) 
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Một bánh đà có dạng của một đĩa dày đều đường kính 4 ft nặng 600 lbs 
(pao) và quay với tốc độ 1200 vỏng/phút. Tính momen xoắn không đổi cần 
thiết để nó dừng quay trong 2 phút. 

(WiLsconsin ì 
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Lời giải: 
Phương trình chuyển động của bảnh đà là 


+ 


[0 —= —Àƒ R 
trong đỏ 7 là momen quản tính và Af là momen xoắn để dừng. Vi thê 


\dt 


7 — &«~j ] 


Khi bánh đà ngừng quay ở thời điểm ¿, 0 — 0 và 


Với ¡ — *!J” — 1200 lb fU, ‹o - 40x rad/s, f = 120 $, 


Aƒ - 400z pdl ít (paodan fut) — 39 ]b ft (pao fu 
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Một câu trúc được tạo thành từ các thanh có độ dài bằng nhau từ 1 đến 

11 được chỉ ra như trong hỉnh vẽ 1.112, được lắp bản lễ ỏ các khớp nỗi ở các 

diểm 41. 3,....Œ. Diểm 41 được xem như là cô định, trong khi (7 chỉ được tựa 

thắng đứng. Bỏ qua khỏi lượng của các thanh, Một vật nặng + được đặt ỏ 2. 

Mỗi câu kiện chỉ chịu sức căng 7' hoặc lực nén Œ. Giải tìm các lực tựa thẳng 
đứng ở 41 và Œ và tỉm lực căng 7 hoặc lực nén Œ ở mỗi thanh. 

(Columbia ) 


h Ƒs ïn 





Hình 1.112 Hình 1.113 
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Lời giải: 


Z ^ rế ^ Ẫ¡ Á Ẫ , .Ả .ˆ ˆ “ , 
Xét câu trúc như một khôi thông nhật. Các điều kiện cân băng cho các lực 
ỏ A và G và cho momen xoän xung quanh A cho 


NAx =0, 

Nay + N¿ạy —W =0, 

AE-W - AG -Ncy =0, 
từ đó _ n. 
NAx =0, NaAy = E®, Ney = `. 


Xem các lực căng và các lực nén trong các thanh như chỉ ra ở hình 1.113. Xét 
các điểu kiện cân bằng cho điểm A chúng ta có 


Nay — Tìsin60° =0, 
Œ¿ — “T1 cos 607 =0, 


Giải ra 
2v3 v3 
= “` W,  CŒ;=*`W. 
g7 pm 
Xét sự cân bằng của các lực thẳng đứng ỏ P,C, D,G, F. Chúng ta nhận được 
bằng cách xét hình 1.113 


1ì 


2v3 2V3 2⁄2 
C =T¡ =  VŠw, Ty = Cạ = 2VŠwy, Ơ; =1: = 2VÖw, 
Ney _ 4v3 4v3 
T12. sa. W =1 =—— 
tt S02 079 MU 01h gg 


Rồi xét sự cân bằng của lực nằm ngang ở B, C, E, F chúng ta có 


Ta — (T1 + Ca) cos 60” = 0, 
Œg — (Ca + Tš) cos 602 — Cạ = 0, 
Co — (Ca — C?) cos 607 — Œạ =0, 
Tg — (Tìi + Ca) cos 602 = 0, 
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Một thanh cứng, mỏng, đều có khói lượng Aƒ7 được nâng bởi 2 con lãn 
quay nhanh, trục của chúng được giữ ở một khoảng cách có định a. Thanh 
cứng ban đầu được đặt nằm yên tại một vị trí bât đôi xứng như hình 1.114. 


(a) Giả sử những con lăn đỏ quay ngược chiều nhau như hình vẽ. Hệ số 
của ma sát động giữa thanh cứng và các con lăn là ¿. Viết ra phương trình 
chuyển động của thanh và tìm độ chuyển dời z(?) của tâm €Œ thuộc thanh 
cửng từ con lăn 1 giả sử răng z(U) — rọ và r(0) = 0. 


” X ° 
Xở ®: ————' 
Lọ øœ d ) Ệ› 
Hinh 1.114 Hình 1.115 


(h) Bảy giờ xem xét trường hợp các quay của 2 con lăn là bị đảo ngược lại 
như hình 1.115. Tính độ chuyển đời r(¿), lại giả sử răng z(U) = zu và #(U) = 0. 
(Princeton ) 


Hình 1.116 
Lời giải: 
(a) Các lực tác dụng bởi con lăn lên thanh cứng như trong hình 1.116. Với 
sự cân bằng dọc theo phương thẳng đứng chúng ta cẩn 
NNh " Xà —= À1n, a1a — T1, : 
cho ra : : 
Ñ# = ụ - —) Mg Nạ=—Mqg. 
q q 


Các lực ma sát động là 


Tflìi=uh, †› = HN; , 
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với các hướng được chỉ như ra trong hình vẽ. Hãy nhớ rằng khi tất cả các 
con lăn quay nhanh, sự thay đổi trong hướng chuyển động của thanh cứng sẽ 
không ảnh hưởng tới các hướng của những lực này. Từ định luật II ÑNewton ta 
có 


M 
Mš=h Ta= F— “(a~ 9z). 
Với £ = 2z — a, phương trình trên trỏ thành 


ˆ=-— s€, 


đó là phương trình chuyển động của một dao động tử điều hòa. Với các điều 
kiện khởi đầu ¿ = 2zg — a, £ =0 ở =0, nghiệm là 


Ệ = (2za — a) cos(u£) , 


J2ug 
 — \j ——. 
Ø 


ũ ạ 
+z2= (zo = 5) cos(œ£) BR 2 : 


trong đó 


Vì vậy 


(b) Với các hướng quay của con lăn đảo ngược, các lực ma sát cũng đảo 
ngược hướng vả chúng ta có 


Mz=j:-h. 
hay 

z_ 2Hg 

nà 


trong đó £ = 2+ — a giỗng như trước đó. Chuyển động không còn là đao động 
điều hòa đơn giản. Với các điều kiện ban đầu giống nhau, nghiệm là 


— (ứo = 3) (eT† + e““) = (2ro " cosh(œ‡) , 


nghĩa là 
XU (zo — 3) cosh(‡) + 5 
trong đó œ¿ = +/ ?#2. Chú ý rằng nều zo # $, thanh sẽ dí chuyển theo một 


hướng dến khi nó mất sự tiếp xúc với một con lăn, tại thời điểm đó phương 
trình không còn được áp dụng. 
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Một con lắc xoắn bao gồm một dây thẳng đứng gắn với một vật, vật này có 
thể quay xung quanh chiều trục thẳng đứng. Xét 3 con lắc xoắn bao gồm các 
sợi đây giông nhau treo các khói rắn đồng nhất giông nhau hình lập phương. 
Một hình khối lập phương được treo ở góc, một hình lập phương khác treo ở 
giưa một cạnh bất kì, con lắc còn lại được treo ỏ điểm giữa của một mặt như 
trong hình vẽ 1.117. Tỉ số các chu kì của 3 con lắc này như thê nào? 

(MIT) 


Hình 1.117 


Lời giải: 

Trong cả 3 trường hợp nói trên, dây treo thắng đứng đi qua tâm khối của 
khối lập phương rắn. Vì elipsoit quán tính của các khối lập phương rắn đồng 
nhất là một hình cầu, nên quán tính quay xung quanh bất kì một hướng nào 
qua tâm khối đều giỗng nhau. Vì thê các chu kì của ba con lắc xoắn này là 
băng nhau. 
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Hình 1.118 chỉ ra một hình ảnh đơn giản hóa một trục cam với các chất 
điểm m và 2m được đặt cô định trên các thanh không khôi lượng, tất cả trong 
cùng một mặt phẳng. Nó quay với một vận tốc góc không đổi « quanh trục 
OỚ' qua trục dài, được giữ bởi các ổ trực không ma sát ở Ó và Ó“, 


(a) Momen xoăn dối với điểm giữa của trục dài gây ra bởi các ổ trục sẽ 
như thế nào ?(Đưa ra độ lớn và hướng). 


(b) Đặt một trục, giữ yên trong mặt phẳng chứa các Vật, xung quanh một 
vật có thể quay với mormen xoắn bằng không khi vận tốc góc là hằng sô. 


(UC, Berkeley ) 
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r 
/ 
2mỊ_ 4E cse 
Fã 
Hình 1.118 


Lời giải: 
ˆ ˆ = .4 >~š đa £ " - ðA . k » L 
Chọn một hệ tọa độ gắn với trục với góc ö điểm giữa (7 của trục quay dải, 


trục z dọc theo trục (2©' và trục z nằm trong mặt phẳng của các chất điểm 
như hỉnh 1.119. 





Hình 1.119 


Tenxơ quán tính tương đỗi với €Œ được tỉnh bằng cách dùng công thức 
lụ — Xm„(rŠö¿; - r„¡ir„;), trong đó rẻ = rỷ, | z2› + z2¿, Khi các khói lượng 
LÀ | 


có toa độ 


+m : (0.0.1). m: (0 —Ì), 
2n : (0,0, —]), m :(—l,0,1), 


chúng ta có 
n” 0D 3mH2 
_—= §) 8i? 0D 
2n” 0 2mị? 


Xét momen xung lượng J và momen xoắn M xung quanh Œ, chúng ta có 


dJ đ*J 


1.= = 
đH Bội 


s2 6L. <6 từ Mu ‹ 
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, , “ '„ tả ` ^ˆ ^ ` ^ LÁ , 
trong đó các kí hiệu * chỉ đạo hàm theo hệ tọa độ quay (z. , z), VI Vận tôc góc 
là hằng số. Khi đó 


0 | 
J=T¿=I|0| =2m2x„ |0{, 
uử ] 
chúng ta xác định được 
i ] k 
M=wxJ=| 0 0 ư |= 2m2]. 


2rml]2w 0 2mnlŸw 


Momen xoắn đổi với điểm giữa của trục quay gây ra bởi các ổ trục có độ lớn 
2rnl2uˆ và theo hướng +. 

(b) Coi trục trong mặt phẳng zz quanh đó momen xoắn là 0 như là trục 
z” và giả sử nó tạo ra một góc 0Ø với trục z. Xem hình 1.119, trục 2z, / và z/ 
tạo thành hệ tọa độ Descartes, trong đó trục z/ cũng nằm trong mặt phẳng zz. 
Trong hệ quy chiều này, vận tốc góc u là 


ư sn 8 
( — O 
œ COS 6) 
và 
6mmi2« sỉn 6 + 2ml2¿¿ cos 8 
J.= là = 0 
2rnl2u› sìn 9 -L 2mlỀu› cos 8 
Vì thế 
Mua xjJj 
' ] k 
= œ sin 8 9 ¿ cos 8 


mnÌ”u(6sin 8 + 2cosØ) 0 2mi2u(cos 6 + sin 6) 


= 2mi2/2(sin 2Ø + cos 26)] 


Với M = 0, chúng ta cần 
tg29 = —1, 
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nghĩa là Ð = —22, 5° hay 67,5°. Chủ ý rằng trục z quanh nỏ momen xoắn thiệt 
diện là một trục quán tính chính. Như vậy cũng có thể tìm được bằng phương 
pháp bải 1147. 

1155 


Một đồng xu với mặt phẳng của nó thắng đứng và quay với vận tốc góc 
+ trong mặt phẳng của nó như hình 1.120 được đặt nằm xuông một bê mặt 
phẳng. Vận tốc góc cuối cùng của đồng xu là bao nhiêu?.(Giả sử đồng xu đứng 
thẳng được bỏ qua ma sắt lăn). 


(Wisconsi ) 


Hình 1.120 
Lời giải; 
Sự quay của đẳng xu thực hiện trên một mặt phẳng nằm ngang. Vì các lực 
tác động lên đồng xu cụ thể là lực đỡ E và trọng lực P, cả 2 điều có hướng đi 
qua tâm khỏi của đồng xu, momen xung lượng của đồng xu quanh tầm khối 


của nóỏ được bảo toàn. Vì vậy vận tốc góc vẫn là .: sau khi nỏ được đặt xuống 
bẻ mặt phẳng. 


1156 
Chân người kích thước bình thường thấy thoải mái khi đi bộ ngoài tự 
nhiền, sải bước đi chừng một bước trên một giây, nhưng không thoải mái khi 
bị buộc phải đi về nhanh hơn hay chậm hơn. Bỏ qua ảnh hưởng của khớp đầu 
gói, dùng mô hình đơn giản nhật bạn cỏ thể ước lượng tấn số xác định nhịp đi 
đó, và tìm xem nöỏ phụ thuộc vào đặc tỉnh nào của chân. 
(Wisconsin ) 
Lời giải: 
Xét chân người như là một thanh đếu có chiều dải !. Trong mô hình đơn 
giản nhất, tần số đu đưa của chân phải bằng tần số đặc trưng của thanh khi 
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“ .A? Á. Ấ © > + - , ` “* 
nö du đưa xung quanh điểm cuôi cô định của nó. Chuyền động đo la chuyên 
động của một con lắc kép miều tả bởi 


f sự. I 
aml le mại gìn Ở, 


hay 
Là 3Ø 
Ủ+=_0_— D, 
2Ì 
đôi với nhỏ khi đỏ tắn số đụng đưa là  —= + ; E1 Nêu chúng ta coi ! 
(4n, thì = 1% Ì. 
1157 


Hình trụ €' (khối lượng 10,0 kg và có bán kính 0,07 m) lãn mà không trượt 
lên một đồi nghiêng ¿7 như hỉnh 1.121. Sợi dây không duỗi thẳng ra mà cuỗn 
xung quanh hinh trụ €`. 

(a) Trụ €' đi chuyển thẳng đứng lên được bao xa khi được kéo bởi vật thể 
nặng 2 kg đi chuyển xuống một mét? 

(b) Bộ lớn và hướng của gia tộc là như thể nào? 

(c) Độ lớn và hưởng của lực ma sát tĩnh tại điểm tiếp xúc ? là như thê 
nao? 


(Wisconsim } 





Hình 1.121 


Lời giải: 
(a) Vì đây không được kéo thẳng, khi tâm của €Œ di chuyển đi lên trên 
mặt nghiêng với một khoảng cách Az+, vật có khôi lượng 2 kg cũng sẽ rơi 
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xuống một đoạn đúng bằng Az. Tuy nhiên, khi đó một thêm một đoạn dài 
Az của sợi dây cũng tở ra trong quá trình đó được. Vật 2 kg thực tế sẽ rơi 
xuống thêm 2Az. Chính vì vậy khi nó di chuyển xuống dưới một mét, trụ Œ 
sẽ chuyển động ởi lên mặt nghiêng một đoạn 0, 5 m, hoặc đi thẳng đứng một 
đoạn 0, 5 sin 30” = 0,25 m. 


(b) Các lực có liên quan được chỉ ra trong hình 1.121. Hiệu ứng trên có 
nghĩa là đối với vật khôi lượng 2 kg chúng ta có 


2rrnZ — rng — P'. 
Với hình trụ C chúng ta có 


M%—=F+ Ƒƒ—- Mgsn 30”, 
719 =(F— ƒ)R, 


trong đó 7 = 5 Ä⁄R”. Hơn nữa, vì trụ C lăn mà không trượt nên chúng ta còn 
có 


# = Rồ. 
Các phương trình trên cho ta 
4m. — Mi 
“——— —0,0435ø = —0, 426 mms~Z 
"(j9 0.0435ø 0,426 mns 


Như vậy. gia tôc có độ lớn 0,426 ms~? và tác động hướng xuống dọc theo mặt 
phẳng nằm nghiêng. 


CC): = AM( + g) = —= 40 x 0,574g = 23,0 N. Hướng của nó là hướng lên 
đọc theo mặt phẵng nằm nghiêng. 


1158 


Một cái vòng đều khôi lượng A và bán kính ñ treo theo mặt thắng đứng 
bởi một lưỡi dao tại một điểm trên mặt chu vi trong của vòng tròn. Tính tân 
sô tự nhiên của các dao động nhỏ. 


(Wisconstrn ) 
Lời giải: 


Momen quản tính của vòng quanh lưới đao tựa là 
J= MRỀ + MR” = 2MR?. 


Xem hình 1.122, chúng ta có phương trình chuyển động 
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Hinh 1.122 


lậ = —Algffsin. 


hay | 
I0 Arunu 


Lá “+ 4 - ¬ “ A b > 
đôi với các đao động nho. Do đo tân số la 


Ị 


#1 /AgN l1 ƒg 
“ “)m 0n Ðẻẽ THỰPN 
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Một roto tộc độ siêu cao câu tạo gồm một đĩa đồng chất khối lượng A/, bán 
kinh / độ đảy là 2/. Nó được lắp vào một trục quay gác trên các ổ trục cách 
nhau một khoảng cách 2¿ như hình 1.123. Hai vật thêm vào có khôi lượng 
bằng nhau là r, được sắp xếp đôi xứng sao cho roto nằm ở trạng thải cân 
bằng “tĩnh”. 1ìm lực biến thiên theo thời gian trên các ổ trục nều roto quay 
với vận tóc góc .... 


(Wusconsứn ) 





Hinh 1.123 


Lời giải: 


Trong hệ quay gắn với đĩa như trên, 2 khôi lượng thêm vào, mỗi cái chịu 
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một lực ly tâm rnRu?, dẫn đến momen xoắn 7' = 2m.R.?!I. Momen xoắn này 
được cân bằng bởi một momen xoẳn cùng độ lớn nhưng ngược hướng, gây ra 
bởi các ố, trục cách nhau một khoảng 2d. Do đó với các ổ trục, mỗi cái chịu 
một lực # sg = m#^Í trong cùng hướng như là hướng của lực ly tâm tác dụng 


lên vật gần hơn. Trong hệ quy chiều cô định những ổ trục đó quay với vận tốc 
ĐỐC „2. 


1160 

Một tâm pín mặt trời rộng 100 m2 được ghép với một bánh đà sao cho, nó 
chuyển đối ánh sáng tới thành cơ quay với hiệu suất 1%, 

(a) Với vận tốc góc nào một bánh đà hình trụ rắn khôi lượng 500 kg và 
bán kính 50 cm sẽ quay sau 8h tầm pin đó được phơi nắng (nêu đâu tiên nó 
đứng yên)? 

Lấy hằng số hập thu năng lượng là 2 cal/cm2/phút trong suốt khoảng thời 
gian (1 cal = 4,2 jun) 

(b) Giả sử trục của bánh đà năm ngang đột nhiên rời khỏi ở trục tĩnh của 
nó và bất đầu lăn dọc một mặt phẳng nằm ngang với hệ số ma sát động là 
u = 0,1. Nó sẽ lăn được bao xa cho đến khi ngừng trượt? 

(c) Tâm khôi di chuyển với tốc độ tại thời điểm đó là bao nhiêu? 

(d) Bao nhiêu năng lượng sẽ biên thành nhiệt? 

(UC, Berkeley ) 
Lời giải: 


(a) Động năng quay của bánh đà là E = 27/2, trong đó 7 = šm]2, cho ta 





T T90, MEIKD S5 8030 002 
ý) —= "“—=...... nh. 
:  x 500 x 0.ð 


= lI136 rad/s. 


(b) Đo khoảng thời gian từ khi bánh đà đó được giải phóng, khi đó nó quay 
với vận tỐc góc ưạ. Sau khi giải phóng nó lăn trên mặt phẳng, hực ngang duy 
nhất tác dụng lên bánh đà là lực ma sát như hình 1.124. Các phương trình 
chuyển động là 

Tủ = —ƒTì, tj41T1P—IN) ấp 


Tại thời điểm !; khi bánh đà đừng trượt, coi vận tốc góc của nó là ¿¡. Các điểu 
kiện biên là J = ưa,  —O0Ở£ =0, =1, =0 = Rưn Ö† = tị. Lây tích 
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Hình 1.124 


phân các phương trình trên cho ta 


[(ị —ðạg] —— [Têh, 
Trru — THÌùJ\ = ƒtị.. 


Chú ý: những phương trinh này luôn có thể nhận được trực tiếp bằng cách 
xem xét xung lực. Giải các phương trinh này chúng ta có 


„J ah tị = ˆC 
l 3 ` “1 3g ` 


Mi <= 1t, ƒ = ma, Khoảng cách đi được của bánh đà trước khi nó ngừng 
trượt là 





“ ] ƒ 2 L uạ , („ụ #)? 
S=a|—~]f=z12xz—| “ Tra “18200 
2 ) VƠ BÊ In) lÑg " 


(c) Tại thời điểm ?¡ tóc độ của tâm khói lả 


| h 
Nuao ẨXe ¬ — 189,3 ms TL, 


(d) Tại thời điểm 0 < + < ¿¡, tích phân phương trình chuyển động cho 


[{v¿ — œp) = ƒHt, 


Ti) = L4 


Tại thời điểm 0 < £ < ¡¡, bánh đà vừa trượt vừa lăn, chỉ có phần trượt của 
chuyền động biên năng lượng thành nhiệt. Vận tỐc trượt là 


A Đ Ến 
He. Wụ ÉP? - lJàup 
†n 


17-8186 CƠ HỌ% 
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và tông năng lương tiêu tán thành nhiệt là 


= — [ tu— Ra)já 








22 
t? 
_— È + Ruoƒta 
2 
_ m8 = 2,688 x 107 J. 


Điều này cũng luôn có thể nhận được bằng cách xem xét sự thay đổi động 
năng của bánh đà. 





lÌ 1... l 
= m]È | 8⁄6 = m (2o) _ mRÊu§ 
4 9 2 9 6 
giỗng như trên, 
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Một người muôn bẻ gãy một thanh dài bằng cách đập nó lên một tảng đá. 
Một đầu thanh được câm trong tay và đầu đó của thanh quay mà không dịch 
chuyển như hình vế 1.125. Người đó muốn tránh một lực lớn tác động lên 
tay ở thời điểm thanh đập lên tảng đá. Nên đập vào tảng đá ở điểm nào của 
thanh? (Bỏ qua trọng lực). 

(CUSPEA ) 
Lời giải: 

Coi điểm va chạm đến chỗ cằm O của tay có khoảng cách là z và phản 
lực của lực tác động lên tay do tác dụng lực Ƒ' là F”, như trên hình 1.126. Xét 
chuyển động của tâm khôi Œ, chúng ta có 


JưŒ- F")dt = nu, 


fft(--1)-*t|s~+ 


trong đó oœ là Móc tốc của Œ, ¡ là vận tộc góc quanh Ó ngay sau, khi tác dụng 
lực ?, và 7 = mỆ , rn là khôi lượng của thanh. Vì O vẫn là điểm có định, chúng 
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lạ) Z) tảng đá 


Hình 1.125 Hinh 1.126 


ta cần 
hay 


Chúng ta cũng coi ” + 0, chính vì vậ 
5 5 AY 


| rat = mù (z-;) [ ra = 1a. 


cho ta 
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Hai bánh đà như hình 1.127 lắp trên các trục song song không ma sát 
nhưng ban đầu không có điểm chạm. Bánh đà lớn có ƒ = 2000 vø/phút trong 
khi bánh đà nhỏ đứng yên. Nếu hai trục song song đi chuyển đến khi tiếp xúc 
nhau, tìm vận tốc góc của bánh đà thứ 2 sau khi xảy ra trạng thái cân bằng 
(nghĩa là: không trượt tiếp ỏ điểm tiếp xúc), cho lạ = 2Rạ, h = 161. 

(Wisconsin ) 
Löi giải: 

Giả sử xung của lực tương tác giữa hai bánh đà từ khi tiếp xúc tới khi cân 
bằng là 7. Khi đó momen xoắn của xung lực tác động lên bán đà lớn là 7ñ; 
và lên bánh đà nhỏ là J Ra. 
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_— 
c—_ 
Hình 1,127 


Chúng ta có Ï\q (uạ — d1) = Ji, lau = JRạ, trong đó ¿ và dị tương ứng 
là các vận tốc góc của bánh đà lớn trước tiếp xúc và sau khi cân bằng xây ra, 
và œ2 là vận tóc góc của bánh đà nhỏ sau khi xảy ra sự cần băng. Không có sự 
trượt giứa các bánh đả khi đạt tới sự cân bằng 

ưI\ lạ =u2Ra. 
Các phương trình trên cho ta 
hRị Rao! 


ai 1110 251, voi uợt ca(1008/0/0110E 
“2= T1. RỆ + IFŠ 5P 
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Hai hình trụ đồng đều quay độc lập với nhau quanh các trục song song của 
chúng. Một cái có bán kính R; và khối lượng AM, còn cái kia tương ứng là R; 
và Ma. Ban đầu chúng quay cùng chiều như nhau với vận tốc góc tương ứng 
là O¡ và O¿ như hình 1.128. Sau đó chúng đi chuyển cho đến khi xảy ra sự 
tiếp xúc dọc theo tiếp tuyên chung. Sau khi đạt tới trạng thái ổn định, vận tỐC 
góc cuôi cùng của mỗi hình trụ là bao nhiêu? 


Hình 1.128 


(CUSPEA ) 


Lời giải: 


Coi œ, ¿2 lần lượt là vận tôc góc của 2 hình trụ sau khi đạt tới trạng thái 
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ổn định. Khi đó 
œ Tị — —ư2h;¿ . 


Xem Jị và J¿ là momen xoắn tích hợp theo thời gian trên hình trụ 2 tác dụng 
lên hình trụ 1 và hình trụ 1 tác dụng lên hình trụ 2, thì 


J— Jà 
lạ Hạ) 
J) = h(œn — Ô), J; = lạ(0¿ — ¿) : 
hay 


†ì hạ 
Vì 7 œ AMR2, phương trình cuối cùng trở thành 


h(en — Ôg) — D (0 T= Ô2) 


Mì Th(vn — Ôị) = Mi Ra (0 — 2), 


nghĩa là 
Mi Rìien — MaRaøu¿ = MỊ RỊO¡ — MaRaQs. 
Vì vậy 
2í MƯAG - M RAO; 
#?.(ÄMh + Mẹ) 
„„ = #haQ;— MiRiQi 
J(Mì + Mạ) 
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Ba hình trụ giông nhau quay với vận tốc góc như nhau O quanh các trục 
song song qua tâm. Chúng được đưa gần lại nhau cho tới khi chạm vào nhau, 
vẫn giữ nguyễn các trục song song. Một trạng thái ổn định mới có được khi ở 
mỗi đường tiếp xúc, mỗi hình trụ không trượt so với hinh trụ bền cạnh, hình 
1,129. Động năng quay ban đầu giờ còn lại bao nhiêu? 

(Thứ tự chính xác mà vật 1 vật 2 chạm nhau, rỗi vật 2 vật 3 chạm nhau, không 
có liên quan gi cả). 

(CUSPE^A ) 
Lời giải: 

Vì không có sự trượt, nêu ©' là vận tốc góc cuỗi cùng của hình trụ 1, thì 
vận tốc góc cuôi cùng của hình trụ 2 và 3 tương ứng là —©” và Q*. Coi 7 là 
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Hình 1.129 


momen quán tính của mỗi hình trụ quanh trục quay của nó, Aƒ;; là xung lực 
góc mà hình trụ thứ 7 truyền cho hình trụ thứ ¿ tương ứng với trục quay của 
nó. Định luật JII Newton yêu cầu răng, khi các hình trụ có cùng bán kính 


Mụ = Mi, (.) =1 2 z 3) 


Xem xét động lực đưa ra 


1(0'— Q) = Ma, (1) 
1(T0!1— Q) = Mi + Ma, (2) 
1(@— Q) = Mạa. (3) 
(1) + (3) — (2) cho ta 
I(30'— OQ) =0, 
hay 
Q 
Q'=—., 
3 


Tỉ sô giữa các động năng quay sau và trước khí chạm nhau là 


T' š(3I10) „) 1 
=.. 34. .=ẽ 
2 


T- Q/ 9` 
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Tìm tỉ số của các chu kì của 2 con lắc xoắn như hình 1.130. Con lắc xoắn 
thứ hai chỉ khác với con lắc 1 do thêm vào 2 vật hình trụ như hình vẽ. dán 
kính của mỗi vật thêm vào bằng 1⁄4 bán kính của đĩa. Mỗi hình trụ và đĩa có 
khôi lượng bằng nhau. 

(Wisconstn ) 


Cư hc Newtan _ | "An 





Hình 1.130 


LƠi giải: 

Coi ï; và l; tương ứng là momen quản tỉnh của hai con lắc xoắn. Nêu 
4 là hẻ số phục hỗi của mỗi dây treo, thì các phương trinh chuyển động là 
l§ 0 ( 210 — (, TạØ ~ 4Ø = (J. Vì vậy các tản số góc dao động của các con lắc 


xoẳn lä «¡ = \ vvA/n Fì Vy “ vA/1› Tạ. Với con lắc thứ nhất ï¡ - Aff? /2, và 
đỗi với con lắc thử hai 


Aft: Mƒ /7/‡N' 1X Phi 
ạ “ăc Í hÌ Feừu = 2 
& : +2 | (3) 4: rÊP) | ¡cMR 
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Một thanh đồng chât mảnh khổi lượng A7 và độ đài U được treo từ một 
trục cô định (giả sử không có ma sát) ở 4 như hình 1.131. Momen quản tính 
xung quanh 4 là A7/.?/3. 


(a) Một xung lực ngang tức thời . được phát ra ở Z3, bên dưới điểm 4 một 
khoảng là a. Vận tóc góc ban dẫu của thanh là bao nhiêu? 


(b) Nỏi chung, như là két của /, sẽ có một xung lực ./' lên thanh từ trục 
A. J' là gì? 
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Hình 1.131 


(c) Xung lực J nên tác dụng vào chỗ nào để J“ = 02 
(Wisconsin ) 
Lời giải: 
(a) Ởø = I{œ — œọ), trong đó uọ là vận tốc góc của thanh trước khi tác 
dụng xung lực. Vì ¿p = 0, vận tốc góc ban đầu là 


a, 37a 
UJ.—= 


II ` ML2' 





(b) Vận tốc ban đầu của tâm khối của thanh là » = œƑ/2. Vì vậy sự thay 
đổi xung lượng của thanh là MX⁄» = M/L/2. Vì nó bằng tổng xung lực trên 
thanh, chúng ta có 


VU eo. 
2 
Vì vậy 
MuL 3a 
JJ Kc n“mSJE= 
— lq ì 
(C) 
2L 
J =0 W1. 
Í ở 5 


Vì vậy, sẽ không có xung lực nào từ trục nêu 7 được tác động vào điểm 27/3 
phía dưới điểm 4. 
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Một trục khuỷu như hình 1.132 quay với vận tốc góc cô định ă¿. Tính các 
lực tổng hợp lên các ổ trục. Trong phác họa chỉ ra hướng của những phản lực 


Cơ học Newton 259 


đó và hướng của momen xung lượng. 
(Giả sử trục khuỷu được ché tạo từ các thanh mảnh mật độ đồng nhất). 
(ÚC, Berkeley } 





Hinh 1,132 Hinh 1.133 
Lời giải: 

Xét chuyển động trong một hệ gắn với trục quay như hình 1.133. Khi các 
thanh hoặc song song hoặc vuông góc với trục quay, lực ly tâm tác động lên 
mỗi thanh có thể xem như là lên một điểm cùng khỏi lượng đặt tại tâm khỏi 
của thanh đó. Coi là lực ràng buộc mà ở trục tác dụng lên mỗi thanh. Vì 


không có sự quay xung quanh trục z nên chủng ta cần các momen của các lực 
xung quanh OØ phải cân bằng 


L „  dỐ : 
20c ÁN +2 be? = TC ‹pb qu + 2b ‹ pg + 2v, 


cho †a 


= 


3 /‡quJ 
V = 
2 


trong đỏ ø là khôi lượng trên đơn vị độ dài của thanh. Các phản lực lên các 
ổ trục thì bằng và ngược với W như hình 1.133. Ở hệ tọa độ cỗ định những 
lực này quay, cùng với trục khuỷu, với vận tộc góc . xung quanh trục. Momen 
xung lương của trục khuỷýu được cho bởi 


lnc bự" Ïrr 
„ | =Ï|0]= | ằqrư 


Š› Ú 





(œ+)). 


Ïer 
trong đó 7 là tenxơ momen quản tính quanh trục Ø với các phân tử như sau 


lạ — 3% Amu(r°ỗi, ˆ NA WU 


Vì tất cả z = Ú, /;„ — 0. Hơn nữa có thể thây rằng /;„ > Ú, lyy < 0. VI vậy 
mornen xung lượng L có hướng trong hệ tọa độ quay như hình 1.133. Chú ý 
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=- vã . , L * .— bu ˆ * 
răng trọng lực được bỏ qua trong tỉnh toán, nêu không sẽ có một lực cô định 
bố sung có độ lớn (3 + 0b) tác động lên môi ô trục đỡ thanh và có hướng là 
hưởng thằng đứng xuông đưởi trong hệ tọa độ cô định đỏ. 
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Hai chất điểm như nhau có khỏi lượng Aƒ được nỗi bằng mội thanh cứng 
không khói lượng có chiêu dài 2.1 (một tạ), chúng liên kết với nhau để quay 
quanh một trục có dinh vào tắm của thanh theo một góc Ø (hình 1.134). Tâm 
của thanh ở góc hệ tọa độ, trục quay đọc theo trục : và quả tạ đỏ nằm trong 
mặt phẳng +: tại? = (l. Vận tốc góc „ là không đổi theo thời gian và hướng 
theo triIc z. 


(a) Tính tẫt cả các phần tử trong tenxø quản tính. Phải tin chắc đặc tả được 
hệ tọa độ bạn sử dụng. 

(b) Dùng các phần tử vừa tỉnh toán để tìm momen xung lượng của quả tạ 
trong hệ phòng thí nghiệm như là một hảằm của thời gian. 

(c) Dùng phương trình L = r x p, tính momen xung lượng và chỉ ra rằng 
nö giỏng như kết quả cầu (b). 

(d) Tính momen xoän trên trục như là một hàm của thời gian. 

(e) Tính động năng của quả tạ. 

(ỤC, Berkeley ) 





Hình 1.134 


Lời giải: 


(a) Dùng hệ tọa độ +: gắn với quả tạ sao cho là 2 chất điểm năm trong 
mặt phãng r:. Các phân tử của tenxø quản tính xung quanh (2, được đưa ra 
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bỘI 5 Ÿ tụ (rô; — Z¡Zz¡), là : 
ÌẠ=2NIA có ÐD u„SÐMA 7 TạS2MA su D, 
PT Í Ti ) lạ = —2Ä1A”cosØsin 80 = —MIA2sin?6. 
Do vậy 
2MĨ A2 cos2 9 0 —M A?sin 28 
I= 0 2MAˆ 0 
—MA”sn20 =0 2MA?sin20 
(b) Dùng hệ tọa độ phòng thí nghiệm +“'z” sao cho trục z/ trùng với trục 
z của hệ tọa độ quay trong câu (a) và tắt cả các trục tương ng của hai hệ tọa 


^ Ầ 3 Ầ " ,, + # kả , ˆ ˆ 
độ đều bắt đâu ở f = 0. Các vectơ đơn vị dọc theo các trục của hai hệ tọa độ 
liên hệ với nhau bởi 


©€ COSưÍ  simuf O\ /et 
e› | = | TSinwt cosu‡ 0| |® 

ỷ 
©¬ 0 0 ] ©Ca 


Khi đó tenxơ quán rính trong hệ tọa độ phòng thí nghiệm là 


COSuC -— sInu 0Ô 
Il=SILS = |sginu( cosut ÔÖ 


0 0 lÌ 
2é A2 cos2 8 D — Mƒ A2 sin 26 COSư 7 simnu£ Ö 
x Ú 2A1 A? 0 =Sinưwf: cosưu‡ 0Ö 
— Mĩ Áˆ sìin 20 0 2ƒ A2 sin2 Ø6 0 0 1 
Do vậy momen xung lượng của quả tạ trong hệ tọa độ phòng thí nghiệm là 
0 — sìn 2Ø cos ưf 
L—=VỨ|L0| = MA¿ | — sim 26 sin œ#f 
WJ 2sin2 Ø 


(c) Các vectơ bán kính của Ä⁄¡ và Xí; từ Ó tương ứng là 
tị = Á(sinØ,0,cos 8), 
rạ = Á(—-sinØ,U, — cosØ) 
trong hệ tọa độ quay. Dùng phép biến đổi đôi các vectơ đơn vị chúng ta có 
rịạ = Alsin Ø(@) cosf + e¿ sin #) + ea cos 0Ì 
= Á(sin Ø cos œ#, sin Ø sin Jf, cOs ) , 


Tạ — Á(— sin Ở cos , — sỉn ổ sín É, — cos 0) 
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trong hệ tọa độ phòng thí nghiệm. Momen xung lượng của hệ này trong hệ 
tọa độ phòng thí nghiệm là 


L= Xr xÐ =3 Mr x (œ xr)= 3 M|r?œ —{r-œ}rÌ 
= 2A4 A“uuea 
— Äƒ A?, cos (e1 sỉn Ø cosu‡ + e» sin Ø sin „‡ + es cos 0) 
+ Xf A?ư cos Ø(—e1 sỉn Ø cos uÉ — e2 sin Ø sỉn ă# — @s cos Ø} 


= MA?.(—et sìn 2Ø cos É — e5 sin 2Ø sin „# + ea2sin? Ø) , 


giông như câu (b). 
(d) Momen xoắn trên trục là 


đL 
Hệm Si TẾ A4 A?ằ”|sin 2Ø sinu‡e; — sỉn 2Ø cos uÉ@2} . 


(e) Vì œ = (0,0,u) động năng quay của quả tạ là 


J0” 


5 — Mí A?„?sìn?0. 


j.= 
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Một con sóc khối lượng m chạy với một vận tốc không đổi Vạ so với mặt 
trong của một cái cũi hình trụ bán kính ? và momen quán tính 7 như hình 
1.135. Cái cũi có momen xoắn tắt dẫn tỉ lệ thuận với vận tốc góc của nó. Bỏ 
qua kích cö của con sóc so với R. Nêu ban đầu cái cũi đứng yên và con sóc bắt 
đầu ở điểm thấp nhất trong vòng hình trụ và chạy, tìm chuyển động của con 
sóc so với hệ tỌa độ cô định trong trường hợp các dao động nhỏ tắt dẫn quá 
yêu. Tìm vận tốc góc của con sóc theo góc của nó so với phương thắng đứng 
đỗi với các chuyển, dịch góc bắt kì trong trường hợp không tắt dân. Thảo luận 
một sô tiêu chí thiết kế tiêu chuẩn cho cải cũi trong trường hợp này. 

(Wisconsin ) 
Lời giải: 


Trong một hệ tọa độ cô định, định nghĩa 9 chỉ ra như hình 1.136. Với con 
sóc, phương trình chuyển động của nó là 


m0 = ƒ — mạgsin 6, 
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` i 


| 
| 


mg 
Hinh 1.135 Hình 1.136 


và với cải cũi phương trình chuyển động là 
lạ = -ƑR- kụ, 


L4 kã ˆ X # .— , * ' + z« ` ˆ > £ #2): lá, 
trong đó ƒ là hệ sô ma sát giữa con sóc và cải củi, k la một hãng số. Ngoài ra, 
khí con sóc cỏ tộc độ không đổi Vụ so với với cải cũi, chúng ta có 

f0 ø) — Vu, 
điều đó có nghĩa 3 = ổ, ¿ = Ø - Ỳ*, Dùng những kết quả này và để khử ƒ từ 


các phương trinh chuyển động cho ta 


Đ z ki 
(I + mR2)ổ + kỗ + mạR.sii8 — m | 
Với các dao động nhỏ, 0 <. 1 và phương trình trên rút gọn thành 


đy GS : k2 
(I + mR*)0 + kô 1 rna]t0 — “ 


Một nghiệm riêng của phương trình này lả 


— *Vn 
_ rngl2 ` 





trong khi đó đối với tắt dân quá yêu nghiệm tổng quát đổi với phương trinh 
thuần nhất là 
Ú —e ““(Asinuf + Bcosuf), 


trong đó s 
k ¡ Tnụl R 
_ VW7+mR:~ 


b—= — h 
2(I+ mHRˆ)' 
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Do đó nghiệm tổng quát của phương trình trên là 
60 = -—— + ”(Asinut + Bcosut) . 


Dùng điều kiện ban đầu tại ¡ =0, =0,¿=0,¿=0,8= 3, chúng ta tìm 
được 


kVo Vụ b_ rngR\.. —bt 
Ũ= maR ~— maR? leoset+ Ế — sin|e 


Đối với trường hợp không tắt dẫn (k = 0), phương trình vi phân là 





(1 + m.R2)ð + mạR6 = 0 
hoặc, vì 0 = 130. 
(I + rnR?)d9? = —2mgR0d0, 


0? = Ẳọ : c ng 82 
h I +mR 


có dùng điều kiện ban đầu cho 9. Do đó 


w\Ÿ mg 
== —= Ì -~——a:f*ˆ: 
: ( h ) I +rnRˆ 


tích phân 2 về ta có 


Chúng ta cân ï + m.R2 » k để cho trường hợp không tắt dẫn đúng. Vì thê cái 
củi cân được thiệt kê với một momen quán tính lón. 
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Một bản mỏng hình vuông có độ dài mỗi cạnh là ø quay ở tần số góc không 
đổi ¡ quanh một trục qua tâm nghiêng một góc Ø so với pháp tuyên của bản 
đó. 

(a) Tìm các momen quán tính chính. 

(b) Tìm momen xung lượng .J trong hệ tọa độ phòng thí nghiệm. 

(c) Tính momen xoắn trên trục. R 
(UC, Berkeley ) 
Lời giài: 

(a) Lầy gốc ở tâm /O của bản vuông đó. Với hệ tọa độ gắn với bản mỏng 
này, lầy mặt phẳng của bản như là mặt phẳng zự với z và song song với các 
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Hinh 1.137 


cạnh. Trục z dọc theo pháp tuyên và tạo thành một góc Ø với trục z“ của hệ 
tọa độ phòng thí nghiệm mà trong đó có bảng vuông quay, như hình 1.137. 
Chúng ta giả sử rằng các trục z, z và z là đồng phẳng. 

Do tính đôi xứng các trục z, và z là các trục quản tính chính quanh ÔÓ với 


các momen quán tính tương ứng là 
mẽ D9 lộ c®Ết 
trong đó rn là khôi lượng của bản mỏng hình vuông. 
(b) Momen xung lượng J được giải theo các trục tọa độ của hệ quy chiều 


quay là 


tma2 





hạ mộ” 0 0 œ Sìn _13 sìn 8 
n2 — 

Jj|=|0 "8 0 0 |=| 0 

}, 0 0 “. œ COS 8 “E—w COS 8 


Chúng ta có thể chọn hệ tọa độ phòng thí nghiệm sao cho trục / của nó trùng 
với trục „ tại thời điểm ¿ = 0. Do vậy, các vectơ đơn vị của hai hệ tọa độ đó 
liên hệ với nhau bởi 


©; = CO8 Ở Cos J€z: -E COS ÿ sin Jev; -E sin đ@z: , 


@ 
= 
lÌ 


— SÌn UÈGz: + COS UÉ€,, 


©; = —Sìnổcosu@z: — sin ổ sinư#@,; + cosØe;:. 


Vì thể momen xung lượng được giải theo các trục của hệ tọa độ phòng thí 
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nghiệm là 








. 2 
TẬP COSØCOSu  — sinư  — sincosư 12 
j;„ |.—= |cosØsIinuf cosuf —sin 8 sin w† 0Ö 
SN.) sìn 9 0 cos 8 W3 maŠ COS 6 
T5: œ sìn Ổ cos Ô cos /f 
maˆ 





12 cJ S11) Ổ cOS Ø sIn 


HE”. J(1 + cos2 0) 


(€) Momen xoắn trên trục đó được cho bởi 


M=(S) =(5) + XxJj Cư) x 
dt lab di rot 
©ự ©ụ ©;, 
— | œøsInô 0 2 COS 8 
Tru^2 ma 





: 2 
Tạ sản 8 0 “E~ư cos 8 


ma2 


3, 
= ————-. sIn 8 cos đe„. 
12 , 
Momen xoắn có thể được biểu diễn theo các thành phần trong hệ tọa độ đang 
xét phòng thí nghiệm 


ma? 2. . 
M= — is œ Sỉn Ø cos Ø(— sin f@x: + cOsuJf@,/).. 


Kết quả có thể nhận được bằng cách lấy đạo hàm L trong hệ tọa độ phòng thi 
nghiệm 
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Một bản mỏng hình chữ nhật khôi lượng A⁄Z có các cạnh là a và 2a, quay 
với vận tốc góc không đổi u quanh một trục đi qua hai góc đôi diện nhau trên 
đường chéo như hình 1.138. Trục này được đỡ bởi các ổ trục ở góc của bản 
mỏng. Các ổ trục chỉ tác dụng lực lên trục. Bỏ qua trọng lực và lực ma sát, tìm 
lực do các ổ trục tác động trục như là hàm của thời gian. 

(Princeton ) 
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Hình 1.138 


Lời giải; 
Dùng một hệ tọa độ gắn với bản mỏng với gốc tọa độ ở tâm khổi 2, trục 
ụ dọc theo pháp tuyên, trục z song song với cạnh dài của hình chữ nhật như 


hinh 1.138. Khi đó các trục z, 1 và z là các trục chỉnh với các momen quản 
tinh chính 


Mu 5A1a? 4AIa? 
lzz — TTã! VU 1g 7 Ízz — 12 





Coi z' là trục quay và ‹: là góc giữa các trục z và z”, Momen xung lượng của 
bản mỏng là 


L Xa? h : : “ là — ÄÍa”u Tu 
lê ( D 4 2 COS Œ L2 4cos œ 


Momen xoắn trên trục của bản mỏng sẽ là 


r- () (5) | xÙ =u+x 
dt cỏ định át quay 


3 + = e© = 
Ma“? | * d : 
= ——— |länœ D cosa 

12 Lệ 
sna D 4đcosœư 


Na ^^ "_ Ma°u2 
—= — 1—— (085Ìn a€y = — 1D G‹‹ 





VÌ sỉn œ = —>, c0sa - ĐH: Xem Xu, /¿Vp tương ứng là các lực ràng buộc gây ra 
và , ' 

bói các ð trục lên trục quay tại điểm 4, 8. Quay hệ tọa độ 2zz quanh trục 

sao cho các trục z và z' trùng nhau. Các trục tọa độ mới là z', ' chúng đồng 


1#8Tã(ö QTHỌC 
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nhất với trục z và trục z như trong hình 1.138. Vì tâm khôi đứng yên, chúng 
ta CÓ 
NMaA„ + Ngài = Ô, Nay + Ngự =0. 


Xét momen xoắn quanh Ó chúng ta có 














MI 25:12 
Nn„rẻ — NAxid = — tạ NAụd ~ Nhựd =Ũy 
trong đó d = )ÁB = về, Các phương trình trên cho ta 
Nay = nự: —= 0 
Na Ma?u2 c. Mau? 
lên 204đ  10v5 ' 
ng ¿e2 Mau? _ Mau? 
TS". aa.v. 


Những lực này là cô định trong hệ tọa độ quay. Trong hệ tọa độ đứng yên 
chúng quay với một vận tốc góc œ. Trong hệ tọa độ có định 2z””z” với cùng 
trục z” và trục z” trùng với trục z7 tại thời điểm ‡ = 0, 








NW Mau” í N Ma,” sìnœÝ 
Này» — ——— COSUI, ”„ =————SÌNư y 
*“ˆ 10v5 nh 105 
Mau? Mau? 
Ngự, = — COS , Nhu = sìn Ý . 
Sâu 105 5ˆ 10s 
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Một thanh mảnh đồng chất khôi lượng M và độ dài là b được gắn bằng 
một sợi đây nhỏ không thể co giãn với một lò xo có hệ số đàn hồi là k. Sợi đây 
được vắt qua một ròng rọc rất nhỏ và nhẫn cô định ở điểm P. Thanh mảnh đó 
tự do quay quanh 4 mà không có sự ma sát trong một khoảng góc —7 < 8 < 7 
như hình 1.139. Khi e = 0 lò xo nằm ở trạng thái tự nhiên. Giả sử rằng b < a 
và trọng lực tác đụng hướng xuông. 


(a) Tìm các giá trị của Ø cho trường hợp hệ thông trên ở trong cân bằng 


~ ` , ' + ` ^ L ˆ ^ ` ^ 
tính, và xác định trong môi trường hợp nêu hệ thông cân băng là bền, không 
bên hoặc phiên định. 
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Hũnh 1.139 


(h) Tìm các tần sô đói với các đao đông nhỏ quanh các d iểm cân bằng bên. 
(Chủ ý: đường ??431 song song với g). 
(SUNY, Buffalo ) 
LƠi giải: 
(a) I Ay hướng ra phía ngoài trang giấy là hướng dương của momen xoắn. 
Momen xoän quanh điểm 4 do trọng lực là 


AMlụb 
+) 


_ 


Lạ =— sin Ø , 





và momen xoắn gây ra bởi lực hồi phục do lò xo là ¿ = kc bsinØy, trong đó 
0 là góc hợp bởi thanh với dây nói hoặc dùng định lý sin 
ễ ( 
sinf  sinốy Ì 
= khasin, 


Với trường hợp cân bằng, chúng ta cần /„ + Ly — 0, hoặc kasin Ø = “2 sin 8. 


` £ suấ ˆ là " ~ Ẫ 2 ` ˆ n 
j) Nếu ka = A/ø/2, điều kiện cân bằng thỏa mãn cho tất cả Ø và cân bằng 
là phiêm định. 


ii) Nêu &a < Afg/2, điều kiện cân bằng thỏa mãn nêu 9 = U hoặc Ø = z. 
Xét cần băng ở 8 — 0. Coi Ø _— 0+ c. Trong đỏ ¿ > 0 là một góc nhỏ. Khi đó 


ẶM 
L = lLụ ~ Lạ = #6 (ˆ V ka)c. 
Như vây 
L < U đôi với ð = ~ 
L > 0 đôi với Ø = —c 
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Do đó 7 có xu hướng làm tăng trong cả hai trường hợp và cân bằng là không 
bên. Đối với cân bằng ở Ø = z + c, chúng ta có 


M 
L=+(“2 —ka)‹ 


L< 0 đỗi với 0 = x — c, 


Khi đó 


L >0 đỗi với 0 = x+«<. 


Trong trường hợp L có xu hướng làm giảm ‹ và cân bằng là bên. 


ii) Nêu ka > Ag/2, tình huông là ngược với trường hợp (ii). Vì vậy trong 
trường hợp này 9 = 0 là một vị trí cân bằng bên và Ø = r là một vị trí không 
bên. 


(b) Lây trường hợp ka > Mø/2 trong đó 6 = 0 là một vị trí cân bằng bên. 
Coi Ø = « trong đó c là góc nhỏ. Phương trình chuyển động là 


M Mt? 
b (la — 'E) sn« = 3 Cy 


hoặc với các dao động nhỏ 








2M? 
b(2ka — Mg)c + _ c=0. 
Vì thế tần sô của dao động là 
f= 1 J3(2ka- Mạ) 
— Đ 2Mb 


Tương tự trong trưởng hợp ka < Mĩ 9/2, tần số của các do động nhỏ quanh vị 
trí cân bằng bên ở 9 = r là 


1 /3(Mg— 2ka) 


J 2Mb 
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Một cái nhẫn mảnh khối lượng A⁄ bán kính R xoay quanh chốt ở điểm P 
trên một cái bàn không ma sát, như hình 1.140. Một con rệp khôi lượng m bò 
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Xx 
P 
3Í 
Hinh 1.140 


dọc cái nhẫn với tốc độ :: so với nhân. Con rệp bắt đầu từ chốt xoay với nhẫn 
đứng yên. Con rệp bò nhanh như thê nào so với cái bàn khi nó đạt đến điểm 
X đôi diện theo đường kính với P trên cái nhẫn? 
(MIT ) 
Lỡi giải: 
Momen quản tỉnh của cái nhân so với chốt xoay # lả 
¡— Mĩ? + MR? = 2AIR?. 


* ˆ® ` £ .aA „ " l4 ^1 , F.s« ` ` ` 
Khi con rệp bò đến điểm X, vẫn tóc của nó so với bàn làu  272⁄: và momen 
xung lượng của nhân xung quanh ?° là 


j - ĐATREui, 


trong đó ¿+ là vận tốc góc của nhẫn quanh điểm ? ở thời điểm đang xét đó. 
Ban dâu, momen xung lượng toàn phần của nhẫn và con rệp quanh điểm P là 
băng không. Sự bảo toàn của momen xung lượng khi đỏ cho 

1MNu - 2m R[u - 2R¿) = 0, 


hay 


Tiìt 


f(Afƒ + 2m) ˆ 
F. * ^ - -ˆ “ .: ® s ` ` 
Vận tốc của con rệp tại điểm X so với cải bàn là 


Afu 
MI + 2mn - 


u — 2l — 
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Một hình nón có chiều cao j và bán kính đáy là 8 được cho quay quanh 
trục thắng đứng của nó như hình 1.141. Một cái rãnh nhỏ thẳng được cắt dọc 


- 
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bê mặt của hình nón từ đỉnh tới đảy như hình vẽ. Tác động để hình nón quay 
với vận tộc góc ban đầu u; quanh trục của nó và một hạt nhỏ (như một điểm) 
khỏi lượng rn được thả từ trên đỉnh của rãnh không ma sát và trượt xuông 
dưới tác động của trọng lực. Giả sử răng hạt đó năm trong rãnh và momen 
quản tính của hình nón quanh trục của nỏ là ?ụ. 


(a) Vận tốc góc của hình nón khi hạt chạm tới đáy là bao nhiêu? 


(b) Tìm tốc độ của hạt trong hệ phòng thí nghiệm ngay khi nó rời khỏi 
hình nón? 
(MIT ) 





Hinh 1.141 


Lời giải: 
(a) Khi momen xung lượng toàn phân của hệ thông được bảo toàn, vận tốc 
góc + của hình nón ở thời điểm khi mà hạt chạm tới đây thỏa mãn hệ thức 


lqøu = (Tạ + ra] )u . 


1o đó 
= lÏp.pn 
Ïna+ mR3 ` 


(b) Vì năng lượng của hệ thông được bảo toàn, vận tộc ø của hạt khi nó 
chạm tới đảy thỏa mãn 


1 ' « | 
— [n2 + ragh = —rn®? + — lau“ 
n 00p 9 3 2 ( 
với 

lý” Z tí +ui = nh do MP v 
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trong đó uị là vận tốc của hạt song song với rãnh và ø¡ là thành phần vận tốc 
vuông góc với rãnh. Như vậy 

b0. 7 ;..h. 
DI = 5 100 + mgh = 210) = gi éƑ. 
cho ta 
(lạ +nR2) — lậu?S Touậ R2 


2 2 
¬ = .... 
SP ng Tn (To +rnR2)ˆ2 l 


Do đó vận tộc của hạt khi nó chạm đáy là 


V tì Ð 0Á] 


lo.ufì : Tloua 2 : 
—== TH -THt rSBESGSIS<= 2 h ` 
linh” hgờnHgg! 0 


¡ và 7 tương ứng là các vectơ đơn vị dọc và vuông góc với rãnh, với độ lớn 


lau R ˆ Tua R2 
= =——= ——————+.2nh.. 
ý “—c ? TH T 


Tốc độ này có thể nhận được trực tiếp bằng cách thay biểu thức của uJ trong 
phương trình năng lượng. 
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Một đĩa đồng chất mỏng, bán kính ø và khối lượng mm, quay tự do trên ổ 
trục không ma sát với vận tốc góc đều u› quanh một trục đứng yên thắng đứng 
đi qua tâm của nó, và nghiêng một góc ø với trục đôi xứng của đĩa. Độ lớn và 
hướng của momen xoắn và độ lón của lực tổng hợp tác động giữa trục và đĩa 
băng bao nhiêu? 

(Columbia ) 
Lời giải: 
Lây hệ tọa độ Ô+zz gắn VỎI đĩu với gôc tọa độ tại tầm Ó của nó, trục z dọc 
theo pháp tuyên của đĩa, và trục z nằm trong mặt phẳng của trục z và trục 
quay z/, như hình 1.142. Các trục z, y và z là các trục chính của đĩa với các 
momen quán tỉnh chính 
L2 AC. Ì 2 


1„ = „ma ủụ = „ma ly = 2a 
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Hinh 1.142 
Momen xung lượng quanh (2 là 
ma? l) () uJ SÌìn œ 
-— () ;ma? 0 ( 
0 Ũ 3ma? w O8 œ 


T}„ “ˆ 
= 1 6ˆ (v SÌ) œ Gz + 31 COS t,). 


Vì thể mornen xoắn là 


M= (%) -(Š) +t?xL=wxL 
đÍ J Rxed đt j tụ 


1 : 
= (u!Sin œ@z + u;COS œ@;} x 1m4 +2(sin œ©„ + 2COS ŒC; } 


l}. ấ8.. 
— ~ma in œ cos œ©y, . 


4 


Momen xoắn nằm trong mặt phẳng của đĩa và vuông góc với mặt phẳng được 
tạo bởi pháp tuyến của đĩa và trục quay. Nó quay cùng với đĩa. Do tâm khôi 
của đĩa đứng yên, lực tổng hợp trên đĩa bằng 0. 
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Một mặt trăng khôi lượng m chuyển động với vận tốc góc ¡ quanh một 
hành tỉnh khối lượng A7. Giả sử r: << A7. Sự quay của mặt trăng có thể bỏ qua 
nhưng hành tỉnh quay quanh trục của nó với vận tốc 9. Trục quay của hành 
tỉnh vuông góc với mặt phẳng quỹ đạo. Coi J = là momen quán tính của hành 
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tỉnh quanh trục của nó và D = khoảng cách từ mặt trăng đến tâm của hành 
tinh, 

(a) Tìm biểu thức đối với momen xung lượng toàn phân L của hệ thông 
quanh tâm khôi của nó và biểu thức dỗi với năng lượng toàn phần E. Khử D 
từ cả hai biểu thức này. 

(b) Nói chung 2 vận tốc góc œ và Q là không bằng nhau. Giả sử có một cơ 
chế như là sự ma sát thủy triều có thể giảm làm 7# nêu œ # ©, nhưng bảo toàn 
momen xung lượng. Bằng cách khảo sát biểu diễn của E như là một hàm của 
d2, chỉ ra rằng có một khoảng các điều kiện ban đâu sao cho cuỗi cùng œ = Ô 
và ta thu được cầu hình ổn định cuỗi cùng. 

Các ví dụ nổi tiếng của hiệu ứng này xảy ra trong các quỹ đạo của các mặt 
trăng của sao Thủy và sao Kim. (Tuy nhiên, chính thiên thể nhẹ hơn (hay sao 
Thủy) mới có sự quay liên quan tới những ví dụ này). 

(Princeton ) 
Lời giải: 

(a) Vì M >> m, vị trí của hành tỉnh có thể được xem là đứng yên trong 
không gian. Momen xung lượng toàn phần quanh tâm khối và năng lượng 
toàn phân của hệ mặt trăng và hành tỉnh khí đó là 


L= IQ + mu , 


1 ] Hs GMWm 
= 21Q2+ m2? - ————. 
Ti 2 + am) lạ) D 


Xét lực hút hâp dẫn giữa hai vật chúng ta có 


GMm 
D2 


1 
p~ (90) 
(œJ 


Thay biểu thức này vào phương trình trên ta có 
] 
2A2YN4 
L =1 +m ° si ) 
@& 


E= si? : 2 (GMu)) | (1) 





hay 
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(b) Vì momen xung lượng phải là bảo toàn, ¿Ƒ = 0, cho ta 


dA) z m.D2 
du © 8] 


Để cấu hình là ổn định, năng lượng tương ứng phải là nhỏ nhất. Lây ví phân 
(1) chúng ta có 


JE = IQdQ — 3 (GM)32~ Ÿdu 














Dˆ 
¬s (Q — ø) dư, 
dˆE ĩ to k< + ạn„Dˆ đ%) _1 
d2 3 “Jdp” 38. Vdu 
m.Dˆ “ =) 
= HE lì. 
0 1 œ) 


? ` LÁ . , „` 
Vì thê để câu hình ôn định, chúng ta cần 
() ~ư, 
và hơn nữa 


n, D2 4Ó 
+l>—. 
lắ lấy 


,^ .õˆA Á* ` , „” 5 ~ "« ^ - , .Ã TỄˆ À 
Điều kiện cuôi cùng có thế được thỏa mãn bởi một dãy các điều kiện ban đâu. 
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Một con lắc bao gồm một thanh cứng đồng chất độ dài L, khối lượng M, 
một con rệp khôi lượng A⁄/3 có thể bò dọc cái thanh. Thanh đó quay quanh 
một đầu và lắc trong mặt phẳng thẳng đứng. Ban đâu, con rệp ở điểm chốt 
của thanh mà thanh lại đứng yên ở một góc 6o (Øg < 1 rad) so với chiều đứng 
như hình 1.143, và được thả ra. Với £ > 0 con rệp bò chậm với vận tộc không 
đổi V đọc theo cái thanh hướng tới điểm cuối của thanh. 


(a) Tìm tần số dao động œ của con lắc khi con rệp bò được một khoảng ¡ 
đọc theo thanh. 
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(b) Tim biên độ quay đu đưa của con lắc khi con rệp bò tới điểm cuôi cùng 
của thanh (/ = L}. 


(c) Con rệp phải bò chậm thẻ nào để cầu trả lời của bạn trong câu (a) và 
(b) là hợp lý? 
(Wisconsin ) 





Hình 1.143 


Lời giải: 
(a) Khi con rệp bò được khoảng cách /, momen quản tính của thanh và con 

rệp quanh chốt quay là 
| 


' 
* 


l 


1 ị %. 
[= AI = sA(1Ẻ SH Ế 


Phương trình chuyển động của con lắc là 
sả LỄ L 
—(If) = — .Mĩg— sin — —ATgl sãm Ð , 
mu ) 1g. sin6 5 Tạt sm 8 


hay 
] . :: 2 na - L Ỉ 
À[(E? + Í?)B-+ — TH = —NfosinÔ | — + = Ì. 
3 Bể JỦ + ñ qsin l§ + 1) 
Với các dao động nhỏ nó trỏ thành 


Nêu con rệp bò quá chậm thì sự thay đổi ¡ trong một chu kì của đao động là 
không đáng kể, nghĩa là / _ u < ¡„, chúng ta có thể bỏ qua só hạng thứ hai 
của phương trình và viết lại 

g(2L + 3L) 


\ 


2(L2 +1?) 
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Ø À £ “ , ˆ ` 
Do đó tân số góc œ„ của dao động là 


_—_ Ig(2L+ 3L) 
“= VW22+m- 
(b) Xét chuyển động của con rệp dọc thanh, 


M 


ẶMĩqgcos 8 
— 1Ø? Up. 225:6xi di 
¬(Ẵ— 18?) = 


AẠNNG T4 
trong đó ƒ là lực của thanh tác động lên con rệp. Khi con rệp bò với tc độ 
không đổi, Ï = 0. Ngoài ra đổi với các dao động nhỏ, cosØ ~ 1 - ©.. Phương 
trình trên cho ta š : xia? 
18 Ở a2 
l0 biện: 7d öÐbE-7o 
Công thực hiện bởi ƒ khi con rệp bò được một khoảng dđ! khi đó là 


\ƒ MM (g0? 
dW = - ƒdl = —~. đl + L5 _Ið!) AI, 
3À 2 
công này được trữ lại như năng lượng của hệ thông. Số hạng đầu của về phải 
là độ biến thiên thế năng của con rệp, trong khi số hạng thứ hai là độ biến 
thiên năng lượng đao động # của hệ thông, 


dE= si 13) AI. 


Dưới điểu kiện ¡ < !¿, !¡ hầu như không thay đổi trong một chu kì của dao 
động và có thể xem như là một hằng số. Đôi với mỗi !, khi chúng ta xem xét 
một chu kì đây đủ, các đại lượng động trong phương trình trên có thể được 
thay thê bằng các giá trị trung bình của chúng 


j5. — 
ác = (SP =iP)a, 


Bây giờ, trong các dao động điều hòa đơn giản thê năng và động năng về trung 
bình bằng nhau, chính vì thể 


T=z-x?®+)ê sẻ, 
sc... ÂU MỊ 
==. cú ñ) + “(1 — 8 0) 
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hoặc 
TT 
MI(L2 +) 
78 6E 


— Mg(3L+21)ˆ 


Thay thê những giá trị này vào phương trình năng lượng chúng ta có 
đE - l Ỉ d] 
E_ \3L+21 12+) ` 


| db + 2Ì 
nE=zln "| Tr+P H) +: 


trong đó K là hằng số. Ban đầu, ! = 0, E = Zo, nghĩa là 


1 ỏ 
ln E = - — 
n Fo 2n (7) +, 


và như vậy chúng ta có 








h: | 3È + 2U 
Hì =-= — : 
ko ạh 3(12 +2) 
Khi! - L, 
I2 KH 
Ìn = -=Ìn-, 
họ 232 6 
nghĩa là 
H) 
b =\l~È 
¿7? 


0 bằng biên độ khi 6 = :0 nghĩa là 7 = 0 và ⁄ = V. Khi ¡ = ¿, biên độ Ø„max 
được cho bởi 
L : 
SÁMg lš+ v) 02 .V=bB. 


1 NG. 
2Mqg - p0ộ = Fù. 


Khi đó vì # = Vu. các biểu thức trên cho ta 


| 

3 4 
Da 7= = Ún. 
tỷ : 


Khi ¿ = 0, chủng ta có 
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(c) Chúng ta loại bỏ vận tốc xuyên tâm của con bọ khi so sánh với vận tộc 
tiêp tuyên ï < !«. Đây là điều kiện để cho những trả lời trên là hợp lý. 
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Một thanh đồng chất khối lượng z và độ dài ! có đầu ở dưới được điều 
khiển lên xuông theo một tín hiệu điều khiển hình sin như trong hình 1.144, 
với biên độ là A và tần số góc «›. Thực tế là với các lựa chọn thích hợp của các 
thông số zn, !, A và œ, con lắc sẽ trải qua các dao động quanh vị trí không bên 
tĩnh 0 ~ 0. (Chuyển động được hạn chế trong mặt phẳng của sơ đồ.) 

(a) Liệt kê tắt cả các thành phân của tắt cả các lực trên thanh. 

(b) Momen xung lượng góc của thanh có được bảo toàn? 

(c) Xung lượng đài tuyến tính của thanh có được bảo toàn? 

(đ) Năng lượng của thanh có được bảo toàn? 

(e) Tìm các thành phản gia tốc của tâm khối như là các hàm của thời gian 
được biều diên theo 0(£). 

(0 Viễt ra phương trình chuyển động góc của thanh theo các lực tác động 
lên nó. 

(g) Dùng (c) và (0 để tìm một phương trình chuyển động cho 0(7). 

KHÔNG YÊU CÂU BẠN GIẢI PHƯƠNG TRÌNH CHUYỂN ĐỘNG NÀY, 
NHƯNG LÀM SANG TO NÓ: 

(h) Định tính, loại chuyển động được dự đoán là gì khí A = 0? 

(ï) Vẻ mặt vật lý, các dao động xung quanh vị trí thẳng góc có thể xảy ra 
thì như thê nào? 

(Gợi y: Bạn nghĩ về tần số của chuyển động 9 liên hệ với ¿¿ như thế nào?) 

(Wisconsin ) 

Lời giải: 

(4a) Các lực trên thanh là trọng lực ng, các thành phần ƒz, ƒy của lực ƒ gây 
ra bởi chột quay chuyển động. 

(b) Momen xung lượng của thanh không được bảo toàn. 

(c) Xung lượng dài của thanh không được bảo toàn. 

(d) Năng lượng của thanh không được bảo toàn. 

(e) Dùng một hệ tọa độ chuyển động Ø”z”+ như hình 1.145 với các trục 
song song với các trục tương ứng của hệ tọa độ có định Ozy, và gốc Ó' di 
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>> 





Hình 1.144 Hình 1.145 


chuyển dọc trục ¡ sao cho vectơ bản kinh của nó từ OÖ là 
ro — ZÌcosx‡J. 
Khi đó vectơ bản kính của tâm khối của thanh là 


L Ỉ 
Pt=Tq~ „ sm 0Ï + 2 củs Ø] 


và Ũ „ 
— „8mỚi ‡ 4 ensuí +  cós ổ ã 


Chả 


tư đó 
(lT Ì„ , h L> : ° 
"" 2Ù CÓS 9] — La« Sim œ† + aử SI1 0). 
dẫn l1. SB!. vxăuy. lv l„, l3 NÓ nha 
TH ˆ g P-coa8 — f)“ gìn 8ï — (a« COS 2É 4 20sin0 + nở cos0 4 


Phương trinh cuối cho ta các thành phần gia tốc tâm khôi z vả ø. 


( (g) Xem z', ' là các tọa độ tâm khỏi của thanh trong hệ toạ độ chuyển 
động. Khi đó 
- SA. Ụ = / + ACOSut, 
và do đó 
- Ụ =t — 4Ý COS 0£, 
Định luật II Newton cho ta 


c TẾ 


TH” ING.—. Fx x 


" : .> 2 
tri" — THỊ + THUÂu” 00s UÈ = ƒ¿ + n2" cús vi, 
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Như vậy để vậy áp dụng định luật II Newton trong hệ toạ độ chuyển động, ta 
phải thêm vào một tưởng tượng lực ?:.1⁄2 cos ¿†j”, 

Xét sự quay của thanh trong hệ toạ độ chuyển động quanh gốc (3. Chúng 
ta CÓ 


1 .= Ì ị 
—trni“0 - - - gìn —rnA.¿°cosut - — sin 8, 
8 hổ) Triq : 5 


hay 
-. 3 
 — —(qg— Äu"” cosu+f] sìn 8. 

(h) Nếu 44 = 0, chuyển động chỉ là sự quay của một thanh dưới tác động 
của trọng lực, không có sự khác nhau giữa các hệ toạ độ chuyển động vả cô 
định. 

(¡) Giả sử thanh dao động quanh vị trí thẳng đứng 9 = 0. Khi đó 8 = Ú và 
phương trình của chuyển động góc trỏ thành 


- | 

8 + 2A cog 0l g)8 — U. 
Như vậy, nêu A Z 0 momen xoắn của lực tưởng tượng thỉnh thoảng tác động 
như là momen xoắn hỏi phục. Với một khoảng thời gian nào đó chúng ta CÓ 
thể có 4,”cosư — g > 0 và các đao động xung quanh vị trí thẳng đứng cỏ 
thể xảy ra. 
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Một cải Yo - Yo (cái giật lăn của trẻ em) khỏi lượng Äƒ nằm trên một cái 
bản nằm ngang nhẫn nhìr hình 1.146. Momen quán tỉnh quanh tâm có thể 
xem như là š A74”, Một sợi đây được kéo với một lực #` từ bán kính bên trong 
j như được chỉ ra như hình 1.147. (a) Theo hướng nào cải Yo — Yo sẽ lãn nêu 





(©): 
TL 
8:0 0: 8:1 
Hình 1.146 Hinh 1.147 


 =—Ù nì5. 
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(b) Với giá trị nào của Ø Yo - Yo sẽ trượt mà không phụ thuộc độ thô rấp ˆ 
(hệ số ma sát) của bàn hoặc do độ lớn của lực Ƒ? 


(c) Ở góc 9 nào Yo-Yo sẽ lăn, không phụ thuộc vào độ nhẫn của bàn? 
(Columbu ) 
Lời giải: 
Giả sử Yo - Yo đứng yên trước khi chịu tác dụng một lực Ƒ'. 
(a) Vì không có ma sát tác động lên Yo—Yo, hướng lăn chỉ được xác định 


bằng hướng momen xoắn của lực Ƒ' tác động lên tâm của nó. Hướng lăn được 
chỉ ra trong hình 1.147, với Ø = 0, x/2 hay zø. 


(b) Ma sát tác động lên Yo - Yo là ƒ = øN, trong đó Ñ là phản lực theo 
pháp tuyên của bàn, như hình 1.146. Yo - Yo sẽ trượt mà không lăn nêu 
PB=uN4A. 
Gia tốc ø của tâm khỏi Yo ~ Yo dược cho bởi công thức 
'cos0 — uN = Ma. 


Như vậy 
cOs Ö = . + = 
ẾF A 
Nếu điều kiện này được thỏa mãn, Ø độc lập với u. Nó vẫn phụ thuộc vào Ƒ 
trừ khi a = 0, nghĩa là không chuyển động. 


(c) Coi gia tốc tâm khối của Yo — Yo và gia tốc góc của nó quanh tâm tương 
ứng là a và œ. Chúng ta có (hình 1.146). 


h'cos8 — ƒ = Ma, 
l 
†A-FB= 2M A*a. 
Với trường hợp lăn mà không trượt, a = — 4œ. Khử ơ và a cho ta 
2r 1 | 
Khi 
ƒ <uN =n(Mog— F =sin0), 


Dể Yo - Yo để lăn mà không trượt bắt chấp độ nhẫn của cái bàn, nghĩa là độc 
lập với „, chúng ta cần 


M 2B 
sin 8 = “_., COS Ở = —._ ¿ 


19-ñTâLG CƠ HỌC 
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hoặc 

— A Mụ 

Em... 

Như vậy chúng ta đòi hỏi, trước hết 28 < A, Mg < F. Sau đó có thể có hai 
giá trị của 0, một dương và một âm với cùng | sin 6|. 


tg0 


1180 


Một quả bowling mật độ đồng nhất được ném dọc một đường kí với vận 
tóc ban đầu oọ theo cách sao cho ban đầu nó trượt mà không lăn. Quả bowling 
có khôi lượng zn, hệ số ma sát tĩnh là u„ và hệ số ma sát trượt là „„ với sàn. 
Bỏ qua ảnh hưởng của ma sát không khí. 

Tính vận tốc của quả bóng khi nó bắt đầu lăn mà không trượt. 

(Princeton: ) 
Lời giải: 

Khi quả bowling trượt mà không lăn ma sát ƒ = mg nó tạo ra một gia 

tÔc 


a= — = Tag. 
Tr 


Momen của ƒ tạo ra một gia tốc góc œ cho bỏi 
?: 
ƒR= sMRẺa 


vì quả bowling có một momen quán tính šrzn.R2 quanh một trục qua tâm của 
nó, P là bán kính của nó. Giả sử tại thời điểm ¿ quả bowling lăn mà không 
trượt. Chúng ta cần 

_ Rot† = bạ + dt, 


cho ta 
1D —— 2mo _ 2q 


Rae-a  TƑ  Tuag- 
Vận tốc của quả bowling khi điều đó xảy ra là 





,= 


hồ 
lon. NH..Cm ii 
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Một đồng xu quay quanh trục đối xứng của nó với tần sô góc œ được đặt 
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ˆ^ ~ ¬ kì .. - ` " + , ` *.. ˆ 
lên trên một bề mặt năm ngang (hinh 1.148). Sau khi nö ngừng trượt, với vận 
L4 ` f - - 
töc nao nó se lăn ra xa? 
(Wuscortstrt ) 





Ẳ). 


Hình 1.148 Hình 1.149 
Lời giải: 

Lây các trục tọa độ như hình 1.149. Trước khi đồng xu dừng trượt, lực ma 
sát là ƒ = ưng, trong đó u là hệ số ma sát trượt. Coi z„ là tọa độ r của tâm 
khối đồng xu. Các phương trình chuyển động của đồng xu trước khi nó dừng 
trượt là 

in#Ÿ„ = — ung › 
l8 = —jimgÌì, 
trong đó rn và 7? tương ứng là khỏi lượng và bán kinh của đồng xu. Và 7Ï - 
‡m: H”, Tích phân 2 về và dùng các điểu kiện ban đầu ‡„ — 0, Ø = ư tại f = 0, 
chúng ta có 
đựẹ = —H0È, 


— 2Mgf 
R 


lu 


Khi đồng xu lăn mà không trượt, chúng ta có 
#ạ =—ÊR. 
Giả sử điều này xảy ra tại thời điểm +, thì phương trình ở phía trên cho 
—Jiqt — —lè † 2ugi 


Hay 
„lt 


3ug ` 
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Tại thời điểm này, vận tốc tâm khỗi của đồng xu là 
: l 
#ạ= — ugt = -su _ 


, ` “ + + * _. # ả ~ * ˆ 
đó là vận tộc với mà với nó đồng xu sẽ lăn ra xa mà không trượt. 
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Một bánh xe khối lượng Aƒ bán kính # được phóng ra đọc theo bể mặt 
~ ta ^ £ A ở. À 5 ` ^ # Ầ ` 

nằm ngang với vận tóc dài ban đầu tạ và vận tốc góc ban đâu là «„¿ như được 
chỉ ra ở hình 1.150, do đó nó bắt đầu trượt dọc theo bể mặt (uo có khuynh 
hướng tạo ra sự lăn theo hướng ngược với tạ). Cho hệ số ma sắt giữa bánh xe 
và bể mặt là /. 

(a) Bảnh xe sẽ trượt thêm bao lâu nữa? 

(b) Vận tốc ở khói tâm của bảnh xe tại thời điểm nó ngừng trượt bằng bao 
nhiều? 

(Colunbia ) 
= 


Vn —> X 


Hinh 1.150 
Lời giai: 

(a) Chọn chiều dương của trục z hướng sang phía phải và vận tốc góc Ø 
là dương khi bánh xe quay theo chiều kim đồng hồ. Giả sử rằng bánh xe có 
momen quản tính )Aff quanh trục quay. Chúng ta có 2 phương trinh của 
chuyển động 

ÀÍ# = —uMq, 
\ ` 
aME  — nÀT1gR. 


Sử dụng điều kiện ban đâu z„ — Vọ, 6¿ = —ưg ở thời điểm ? = 0 ta có các 
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phương trình sau bằng cách lây tích phân 


Chọn 7' là thời điểm khi vật dừng trượt. Ta có ở 7 
+ = RÔ, 
hoặc 
Vụ — ugT' = — Ru + 2ugT', 
bằng phép biến đổi ta thu được 


c. Và + Roọ 


T 
Jug 


(b) Vận tốc ở khối tâm của bánh xe ở thời điểm khi nó trượt là 


(2V§ — Rq) . 


1 
EE V0 HỮU ng 
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Một vật hình trụ rỗng, mỏng có bán kính F và khôi lượng M trượt trên sàn 
không ma sát với vận tốc tạ. Ở thời điểm ban đầu vật hình trụ đang quay tròn 
về phía sau với vận tốc góc œạ = 2V§ /R như được biểu điển trên hình 1.151. 
Vật trụ lăn qua 1 khu vực ghỗ ghẻ và tiếp tục chuyển động theo một đường 
thẳng. Do ma sát, cuốỗi cùng vật lăn tròn. Vậy vận tộc cuỗi cùng V ; bằng bao 

nhiêu? 
(MIT) 


W)Q 


Hình 1.151 Hinh 1.152 
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Lời giải: 

Giả sử vật hình trụ đi vào khu vực có ma sát tại thời điểm ¡ = 0 và nó 
bắt đầu lăn mà không trượt tại thời điểm ¿ = ¿o. Tại thời điểm 0 < ‡ < tạ các 
phương trình chuyển động của vật hình trụ là (hình 1.152) 

dV 
—ƒ —Àï——. 
In Tế nỊ 
(_U 
df 
với Ï = MRẺ. Tích phân phương trình ta được 


fR=I 


tọ 
Mĩ(Vy — Vọ) =— dt, 
D 


hay 


Tuy ~ (=ea)] = R | ` /dt, 


thê 2 phương trình vào nhau ta được 
l(r + z0) = MƒR(Wụ — Vị?) 
Vật hình trụ lăn mà không trượt ở thời điểm ¿ = rọ, khi V¿ = „rT?.. Chúng ta 
cũng được cho œạ/# = 2Wọ. Phương trình cuỗi cùng khi đó cho 
l 
V¿ = ——Vậ. 
JÊn 00 


Từ phương trình ta thầy cuôi cùng vật hình trụ sẽ chuyển động giật lùi với vận 
tỐc 3 VỌ. 
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Tính hệ số ma sát tối thiểu để một chiếc nhẫn hình tròn mảnh không bị 
trượt trong quá trình lăn xuống trên 1 mặt nghiêng 1 góc ð so với mặt phẳng 
năm ngang. 

(WIsconsm ) 
Lời giải: 

Sử dụng hệ trục tọa độ như hình 1.153 và viết các phương trình chuyển 

động của chiệc nhân 


n3 = ngsìn 8 — ƒ, Tụ = J li, 
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Hình 1.153 


ỏ đây rà và J? lần lượt là khỏi lượng và bán kính của chiếc nhẫn, 7 - rn7?? là 
mormen quản tỉnh của chiếc nhân quanh trục đổi xứng của nó vả ƒ là ma sắt 
tỉnh của chiếc nhân. Thay các biêu thức vào ta rút ra được 


T# | i¿@ — gsin0. 


Điều kiện để không trượt là /‡; -— +, hoặc l?¿ = ï, ta rút ra 


.& Ì . ] 
sữ mà 


Từ đó 


: ¬- 
ƒ - rìesin - mĩ = amgsin f. 


¬ 


Phản lực pháp tuyên của mặt nghiêng là W - zmạcos0, và để chiếc nhẫn 
không bị trượt ta cân ƒ < „4V, hoặc 


' 
oïng gin < ung cos 8, 
nghĩa là 
| 
a1g# <M. 


Do đó hệ số ma sát tôi thiểu để giữ cho chiếc nhân không bị trượt trên mặt 
nghiêng lả „ = $tg0. 
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Một vật rắn hình trụ đều có khỏi lượng TT, bán kính 7t được đặt trên một 
mặt phẳng nghiêng 1 góc 0 so với mặt phẳng nằm ngang, hình 1.154. Chọn 
ợ là gia tộc thông thường gây ra bởi trọng lực và ø là gia tóc dọc theo mặt 
nghiêng của trục hình trụ. Hệ số ma sát giữa hình trụ và mặt phẳng là ¿. 
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Cho Ø nhỏ hơn góc tới hạn 0„ nào đó, hình trụ sẽ lăn xuống trên mặt phẳng 
nghiêng mà không bị trượt. 
(a) Góc tới hạn 9„ bằng bao nhiêu? 


(b) Đôi với Ø < 0,, thì gia tốc œ bằng bao nhiêu? 
(CUSPEA ) 





Hinh 1.154 


Lời giải: 
Chọn ƒ là lực ma sát và œ là gia tốc góc đôi với trục của hình trụ. Các 
phương trình chuyển động là 


Tr.g sìn 8 — ƒ = ta , 
TIỆC th. 
vỚi 
Ï = _MfRỀ. 
5 R 


(a) Nêu không có sự trượt chúng ta cần a = Hœ, ƒ < uN, ö đây N, 
phản lực pháp tuyên của mặt phẳng nghiêng, bằng mø cos 0. Các phương trình 
chuyển động cho 


ta mg si 


Do đó chúng ta cẩn ` 
| 
(ung cos 9 > qing Si . 
hoặc 
jj¿ > tgổ. 
giả sử tg0, = 3. Khi đó để vật không trượt chúng ta cần tgØ < tgớ,. Do đó 
sóc tới hạn sẽ là Ø„ = arctg3/:. 
(b) Đỗi với Ø < đ„, vật tụ lăn không bị trượt và từ trên ta có 


2 
a — g5in 8 — đc - gsinØ. 
n 


3 
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Một bánh xe bản kính r, khói lượng +, và momen quản tính / = znử†? bị 
kéo dọc theo một bê mặt nằm ngang bằng cách tác dụng một lực theo phương 
ngang F để tháo dây cuỗn trên trục của bánh xe có bán kinh b như ở hình 
1.155. Bạn có thể giả thiết rằng có lực ma sát giữa bảnh xe và bể mặt và bánh 
xe không bị trượt trong quá trình lăn. Trong biểu thức 7ï = n7? đại lượng R 
là một hằng số với thứ nguyên là độ dải. 

(a) Hãy tính gia tốc tuyến tính của bánh xe. 

(b) Tĩnh lực ma sát tác động lên bảnh xe. 

(Wisconsun ) 
Lời giai: 

Giả sử z là độ dịch chuyển khối tâm của bánh xe đọc theo phương ngang 
và Ø là độ dịch chuyển góc của bánh xe so với phương ban đầu qua khối tâm 
của nó, 


(a) Các phương trình chuyển động của bánh xe là (hình 1.155) 
taỶ = h = ƒ, 
l8 = Pb+ "NI 


Hinh 1.155 


Ràng buộc để không có sự trượt là ‡ = rổ hoặc # = rổ. Do đó 


2 
_ Pb +(FP — m>)r Ó 


hay 


_ #h +9 
_ m(R2+r*) ` 


Lá ` - L4 Ấ + M + 
nó là gia tôc tuyên tính của bảnh xe. 
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(b) Lực ma sát là 


Ƒƒ=#—rmnz 





-FÏI- 


[ (b+r)r}1  P(Rˆ-br) 
RE+r2 | T tr 
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Một chiếc đĩa đẹt có khôi lượng  = 1.8 kg và bán kính  = Ú.9m nằm 
trên một mät bàn năm ngang không ma sát, Một sợi đây cuỗn quanh bề mặt 
hình trụ của đĩa tác dụng một lực 3N theo phương bắc thỉnh 1.156). Tim gia 
tốc ø của khỗi tâm (độ lớn và hướng) và gia tốc góc ð đói với khôi tâm. Có thể 


cho a — r+: được không? Hày giải thích. 
(Wisconstrt ) 


A 
B 
Hình 1.156 
LỚỠIi giải: 
Các phương trình của chuyển động là 
j = Tê 
ƒÐ = lữ. 
Trong đồ 7 — rrr°/2, ta rút ra 
q — J_— l,7 m⁄s, 
† 
tạ 
®= ca = l7rad/s 
mr 


Phương của ø là giỗng với phương của ƒ. Ta thấy rằng ¿ # ằäz. Điều này là do 
chiếc đĩa năm trên bể mặt phẳng của nỏ, hai chuyển động là không liên quan 
với nhau cho dù chúng được gây ra bởi cùng một lực. 
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Một bảnh xe bán kính 7? và momen quán tỉnh 7 được lắp trên một 1 trục 
không ma sát tại (2. Một sợi dãy mềm, không trọng lượng được cuỗn lên vành 
của bánh xe và trên sợi dây treo một vật có khói lượng A/ bắt đầu chuyển 
động xuông phia dưới, được mồ tả như trên hinh 1.157. Hãy tnh lực cắng của 


sơi đầy? 
F2 ọ 


(Wisconsrn ] 


Fk ==x®ẽ— 


Hình 1.157 
LỜI giải: 
Giả sử ?'` là lực căng của sợi đây, z là vị trí khỏi tảm của vật thể như chỉ ra 


trên và là vẫn tốc góc của vật thể, hinh 1.157. Chủng ta có các phương trình 
saIl 


I0—Eñ, 
Af# =- Alạ—F, 
r_ H9, 
thay thế và biển đổi ta được 
h Mại 
[ -‹ AJ]‡e 
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Hai chiếc đĩa đồng chất trong mặt phẳng thẳng đứng có các khói lượng 
Án và Äf; với bản kính tương ứng là /?¡ vả /?¿. Có một sợi chỉ dây cuôn quanh 
chu vi hai đĩa này và chúng được nỗi với nhau như hình 1.158. 
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Chiếc đĩa đâu tiên có trục quay nằm ngang không ma sát cô định đi qua 
tâm của nỏ. Hãy thiết lập các phương trình để xác định gia tốc của khói tâm 
của chiệc đĩa thứ 2 nều nó rơi tự do. 
(Không cần giải phương trình). 
(Wisconsin ) 





Hình 1.158 


Lời giải: 

Giả sử #` là lực căng của sợi dây, r¡ là khoảng cách giữa khói tâm của đĩa 
1 và đĩa 2, Øị, 0; là vận tốc góc tương ứng của các đĩa này, như ở hình 1.158. 
Chúng ta có các phương trình chuyển động 


Mlạ7 = Mạn - F, 
Hi = FRh\, 
Iy0ạ = Fạ, 
ỏ đây íì = rnị FŸ/2, lạ = ray R2/2. Chúng ta cũng có ràng buộc 
‡# = Hị) + RạÕ;, 


hoặc 
+ = RịØ\ + H0; . 


Vậy từ bỗn phương trình trên chúng ta có thể tìm ra được các ẩn số ổ), ổ›, # 
và Ƒ`- 


1190 


Một chiếc Yo - Yo có khỏi lượng A7 được làm từ 2 chiếc đĩa lớn có bán kính 
/† độ dày là £, giưa chúng là một trục có độ đài £ và bản kính r. Giả thiết mật 
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độ của chúng là đồng nhất. Hãy tìm lực căng của sợi dây không khối lượng 
găn trên trục nội này khi chiếc Yo - Yo hạ xuống đưới tác dụng của trọng lực. 
(Wisconstm ) 

Lời giải: 

Giả sử mật độ của chiếc Yo - Yo là o, khi đó momen quán tính và khối lượng 
của nó tương ứng là 

Re 2 nhang yên 
=2-~7 —70r `, 
5 TÈp g7‡p 
M = 2mtpR + mtør?, 


2 Á 4A 
r= }Ạ D2 Ti xuới | 
2 22 + r? 


Các phương trình chuyển động của chiếc Yo - Yo sẽ là 


do đó 


Mĩ = Mqg-F, 
lỗ = Fr, 
ở đây Ƒ' là lực căng của sợi dây. Chúng ta cũng có ràng buộc # = rổ. Từ các 
phương trình ỏ trên ta thu được 


— IMg — (2R'+r”)Mg 
_ l+ Mr? 2R1++AR2r?+ 3r1 ` 
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Một hình câu có khối lượng AM và bán kính R (7 = ‡MR?) đặt trên sàn 
của một toa xe. Toa xe bắt đầu chuyển động từ trạng thải nằm yên và có gia 
tóc không đổi là A. Giả thiết rằng quả cầu này lăn không trượt. Hãy tìm gia 
tốc của khôi tâm của quả cầu so với toa Xe. 

(WIsconsin ) 

Lời giải: 

Giả sử Oz và O'z'/' tương ứng là các hệ trục tọa độ gắn vào 1oa xe và cô 
định không gian với các trục z và zˆ đọc theo phương năm ngang, như hình 
1.159. Coi đoạn Ø 'Ø = £, chúng ta có đôi với khối tâm của hình cầu 


# 1E, hoặc +—=#+£. 
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xy LẺ : 
8 
¿^^ 
# 
0 li 
Hình 1.159 


Vì lực tác dụng lên khôi cầu là lực ma sát ƒ, theo định luật II Newton ta có, 
viết A thay cho £, 
ƒ= Mữ'= M# + MA, 
hoặc 
Mz=ƒ_- MA. 
Như vậy trong hệ trục tọa độ chuyển động có 1 lực tưởng tượng ` = —Ä⁄ƒA 
tác động lên hình cầu qua khối tâm, ngoài lực ma sát ƒ. Xét momen xoắn đỗi 
với khôi tâm chúng ta có 
I0=ƒƑR 
với ï = ?MR?. Để khí lăn khối câu không trượt chúng ta có điểu kiện, # = 
—1ì0, hay # = — R0. Từ 3 phương trình ta rút ra # = — š A, đây chính là gia tốc 
của khối tâm hình cầu so với toa xe. 


1192 
Quan sát hình 1.160, hãy tìm độ cao tôi thiểu h (so với đỉnh của chiếc 
vành tròn) để một quả bóng hình cầu có bản kính r (lăn mà không trượt) duy 
trì tiếp xúc liên tục với Nin: ray của chiếc vành tròn này. (Momen quản tính 
đôi với tâm của quả cầu là £ £Tn7' 2) 


(Wisconsrn ) 





Hình 1.160 
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Lời giải: 
Sự bảo toàn cơ năng đòi hỏi rằng động năng của quả cầu ở vị trí đỉnh của 
` ` ` = ˆ Phi À - . 5 , . ` . , 
vành tròn là băng độ giảm mạh trong thê năng khi quá bóng rơi từ vị trí ban 
bì LG - , ` ˆ - k¿ 2 À ˆ^ »- N 2 ` 
đâu tới vị trí này. Động năng của quả câu gồm 2 phần: động năng tịnh tiên và 
^ ` kì 3 À Ấ » 7. Á 4A k) ; .5 2 
động năng quay của qua câu đôi với khỏi tâm của nó. Giả sử m, 7ˆ 0,eJ tưởng 
, ` + ˆ »- ˆ kì Ầ 4 ^ ` ^ + £ " # 6m 
ứng là khôi tượng, động năng, vận tốc của khôi tâm và vận tốc góc đôi với 
khối tâm của hình cầu. Khi đó 


1 s2 1 
SÀ— 2m + 21ư° 


với Ï = šmz?. Vì quả cầu lăn không trượt , ø = ¿r và 


1 2 7 JN. 
T = 5 mu -+ mg) == ——nu° h 


Trong trường hợp tới hạn, lực tác dụng bởi vành tròn lên quả cầu là bằng 

không khi quả câu lên tới đỉnh của vành tròn. Nói cách khác, lực hướng tâm 

cần cho chuyển động tròn của quả cầu được cung cấp toàn bộ bởi trọng lực 
mu? 


PK Hằ 





từ đó ø2 = Rø và 


t 
d 10 "1g = 1ngh . 


Do đó h = 7/10 là độ cao tôi thiểu cần thiết, 
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Một quả cầu bán kính » nằm yên như 6 = 0 ở trên một quả câu cô định bán 
kinh a > b. Quả cầu bền trên hơi đi chuyển để lăn đười tác động của trọng 
lực, như hình 1.161. Hệ số ma sát tĩnh là u„; > 0, hệ số ma sát trượt là ¿ = 0. 

(a) Mô tả vắn tắt và giải thích trình tự các chuyển động liên tục của hình 
cầu từ lăn, trượt và tách ra. 

(b) Viết phương trình ràng buộc cho chuyển động lăn thuần túy của quả 
câu phía trên, trên quả cầu đưới. 

(c) Viết phương trình chuyển động theo ổð và 6 khi quả cầu lăn không trượt. 

(d) Tìm phương trình liên hệ giữa Ø và 0. 
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(e) Giải phương trình đó tìm 0(1), với giả thiết 0 < Ø(0) < 8(!). Bạn có thể 
sử dụng hệ thức sau 





(MIT) 





Hinh 1.161 


Lời giải: 

(a) Lúc đầu quả cầu phía trên lăn không trượt, vận tóc góc trở nên lớn hơn 
và áp lực pháp tuyên lên nó nhỏ hơn với góc 0 tăng dần. Khi điều kiện cho 
chuyển động lăn thuẫn túy không được thỏa mãn thì quả cầu bắt đẫu trượt và 
cuỗi cùng khi lực hướng tâm không đủ lớn để giữ được chuyển động tròn của 
quả câu phía trên thì nó sẽ tách ra khỏi quả câu bên dưới. 

(b) Giả thiết ban đầu Ó. 4,©", #2 ở trên cùng đường thẳng đứng. Khi quả 
câu bên trên lăn được một góc ‹s, thì tâm của nó dịch chuyển được một đoạn 
"0, như biểu diễn trên hình 1.161. Do đỏ điều kiện cho chuyển động lăn 
thuần túy là 

(a + b)0 — b„». 


(c) Các phương trình chuyển động của quả cầu bên trên là 


mm(ứ + h)( = møsinf — ƒ, 
Ti, z2 MÀ, 
Tự — _ TÙ”Ö — lộ 
N) 


ỏ đây ƒ là hệ số ma sát tĩnh của quả cầu. Khi quả cầu lăn không trượt thì từ 
cảu (b) ta có 
(œ + b)8 = bạ. 


Khi đó các phương trình của chuyển động cho 


— JgSILf 
—— Tían+b) ` 
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(đ) Bỏi vì 


phương trình cuối cùng cho 


: 10ø cos 8 

2 
=-———+F.. 

n7? 

Với 9 = D tại =0, K =z„_. TIEEZOE Do đó 


¿2 10ø(1 — cosØ) 
— 7(œ+b) 
(e) Vì 

me _ — COS 8) 


d6 — 
dị - _ T(a+b) - 7(a : T(a:Eb) 
chúng ta có, với đo =- Ø( 0, 


0) tại f = 





0 ‡ 
Ỉ Sử - 20g li dự 
0c Sìn 3 ) D 


hoặc 





trong đó a = 


5 P 
TIEEX)E Do đo 


8 
0 = 4arctg (z2) 


công thức đúng cho phần chuyển động khôi cầu lăn mà không trượt 
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Một khôi câu có khôi lượng m, bán kính z và momen quán tính zma?. Khôi 
câu lăn không trượt từ vị trí ban đầu của nó nằm yên ở đỉnh của một hình trụ 
cô định có bán kính ò (mô tả trên hình 1.162) 


(a) Xác định góc Ø„a„ để tại đó hình cầu rời khỏi hình trụ 


2-BYáLG CƠ HỌC 
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Hình 1.162 


(b) Xác định các thành phần vận tốc của tâm khối cầu tại thời điểm nó vừa 
rời khỏi hinh tru? 
(Wtsconsin ) 
Lời giải: 
(a) Các lực tác dụng lẻn khôi cầu được trình bày trên hình 1.162. Các 
phương trình chuyển động đối với khỏi tâm của hình cầu là 
mía + b)8 = mạsin 8 — Ƒ. (1) 
Tra + b)0? =mnqcosØ — N, (2) 
và phương trình cho sự quay của khôi cầu là 
2 
=1uu“ÿ =Ía. (3) 
1t} 
Điều kiện để khối cầu lăn không trượt là 
(a + b}8 — uộ. hoặc (a + b)Ũ — a5. (4) 
Từ (3) và (4) ta tìm được 
2 H 
Thay nö vào phương trinh (1) ta có 


_ giãn 
— T(œ +b) ` 





Vì 0 =ô =0ỏt=0 và ổ = ‡#“ˆ, nên ta có 
10g(1 — cos 8) 


j2 - 
7(u + b) 
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Thay nó vào (2) ta có 





10 17cosổ8 10 
4V =mgcos 8 — „mg — CO8 8) = rng Í = — T) 


Sau khi khôi câu rời hình trụ, N = 0. Ta giả thiết rằng hệ số ma sát là đủ lớn 
để khoảng thời gian khối cầu vừa lăn vừa trượt trên hình trụ trước khi khối rời 
hình trụ là không đáng kể. Khi đó ở thời điểm trở nên bằng không, 9 = max 
sẽ được cho bởi 

10 

17 ` 


COS ƯNG — 


(b) Ở thời điểm khối cầu bắt đầu rời khỏi hình trụ vận tốc của tâm của 


khỏi cầu có độ lớn 
| 10 
ò = (a+b)8 = ga +), 


và vận tốc đó song song với hướng tiếp tuyên của hình trụ ở điểm mà 0 = Øma. 
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Trong hình 1.163, quả bóng bên phía trái lăn không trượt theo chiều ngang 
với vận tôc V về phía một quả bóng giỗng nó ban đầu ở trạng thái nghỉ. Hai 
quả bóng có dạng cầu đồng chất, khỗi lượng Mí. Giả sử rằng toàn bộ lực ma 
sát là đủ nhỏ để có thể bỏ qua trong khi va chạm và va chạm tức thời là đàn 
hồi lý tưởng, hãy tính: 

(a) Vận tộc của từng quả bóng một thời gian đủ dài sau va chạm khi từng 
quả bóng lại lăn mà không trượt. 

(b) Tỉ lệ năng lượng ban đâu bị chuyển thành nhiệt năng do lực ma sát. 

Momen quán tính của khôi cầu có khối lượng MX, bán kính ? đối với tâm 
của nó là 2 MIR. 

(CUSPEA ) 


Hình 1.163 
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Lời giải: 


(a) Trước va chạm 


Trong quá trình va chạm, vì ma sát có thể được bỏ qua, các lực tác động qua 
lại giữa các quả bóng là trực tiếp qua tâm sao cho momen xung lượng đôi với 
tầm của môi quả bóng được bảo toàn. Như vậy 


Vì va chạm là đàn hồi, nên sự bảo toàn của xung lượng tịnh tiền và động năng 
khi đó đòi hỏi 
V0. 'UsW<U. 

Theo trên, ta dùng một dẫu phẩy để biểu diễn những đại lượng tức thì sau va 
chạm. Sau đó một thời gian những quả bóng lại lăn mà không trượt. Những 
đại lượng ở thời điểm này được biểu diễn bằng hai dâu phẩy. Chiều dương của 
những lượng đại này được mô tả trên hình 1.164 

Momen xung lượng của môi quả bóng đôi với một điểm cô định nào đó 
trong mặt phẳng chuyển động là được bảo toàn. Hãy xét momen xung lượng 
của từng quả bóng di với điểm tiếp xúc vỡi mặt phẳng nằm ngang. 

Với quả bóng 1, 


MRV/ + lu} = MRV? + 1u, 


hoặc 
IV ~ ị " 
từ đó sinh ra 
H.. V _ 4 
„  MHDu] sợ 


Với quả bóng 2 
MRVj + lu) — MRVJ' + lu? , 
hoặc 
Í 
MRV = („a # R) 2". 


từ đó sinh ra 
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Hình 1.164 


(b) Năng lượng ban đầu và năng lượng cuối cùng của hệ là 


I„ự. 71 „0. „ 'VÊ 


, | rẻ 
M, = ;MY ¡† 


l 2 
== sử ve“: 


ỉ 
n s 

: l 10-5. l r!r2 r2 L 2 t2 
My = SM(VÍ2 + VỆ") + 210i” + á2”) 


| 2 
- 2M lv: ˆu 264 +E -(W? L 1/5) 
9) 


1 
— _ÀƒƯ?. | 
2 49 


c"| ¬1 


Io đó năng lượng mắt mát là 


và tí lệ mắt mát là 2. 
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Một quả cầu đồng chât có khôi lượng rn và bản kính +- lăn không trượt trên 
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bể mặt bên ngoài của một quả cầu lớn hơn đứng yên có bản kính # như ỏ 
hình 1.165. Gọi Ø là góc cực của quả cầu con đôi với hệ trục tọa độ với gộc 
v4 " ^ " " , z« ` kị # › à " 
được đặt ở tâm của quả cầu lớn, với trục :z là trục thẳng đứng. Quả cầu nhỏ 
bắt đầu lăn từ vị trí đỉnh của quả cẩu lớn (0 — 0). 
(a) Tính vận tốc ở tâm của quả câu nhỏ như là hàm của 0. 
(b) Tính góc mà tại đó quả câu nhỏ rời khỏi quả cầu lớn . 
(c) Nếu bây giỏ cho phép trượt với một hệ số ma sát là /, thì ở điểm nào 
quả cầu nhỏ sẽ bắt đầu trượt? 
(CGolumbia ) 


¬\A 


Hình 1.165 
LƠIi giải: 
(a) Khi quả cầu nhỏ lăn không trượt, tổng động năng và thế năng của nö 
là một hằng số của chuyển động, chúng ta có 


] cỡ sô : 
n mu ¬ 1 sim ˆ. 2ˆ + nng[1 + r)cosØ — rag(R +r] 


với u — rẻ — (R+r)Ø, do đó 
ỗ TT 
” V7? (HLr) ~ 
Vận tộc ở tâm của quả cầu nhỏ lả 


SíN + r)0 = Vy +7) -—-cö0)g: 


(b) Tại thời điểm quả cầu nhỏ rời khỏi quả câu lớn thì lực giá đỡ lên quả 
câu nhỏ  = 0. Từ phương trình lực 
2 
THÍU 
cOsØ — N = : 
Trì COS ĐT 
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ta tìm được góc Ø„ mà tại đó quả câu nhỏ rời khỏi quả cầu lớn được cho bởi 


10 
cos Ø„ = T7. 


Ô„ = ar lâu 
c —= 8TCCOS TắT 


Lưu ý rằng sự rút ra này chỉ áp dụng cho hệ số ma sát đủ lớn. 


Như vậy 


(c) Khi quả cầu nhỏ lãn không trượt chúng ta có 


mg sìn  — ƒ = mủ , 


2... 
— -T TT ` 
ƒr = cmr “2 
u=(R+r)ô =rò, 
ở đây ƒ là lực ma sát trên quả cầu. Từ đó chúng ta tìm được 
2 
J xing sin Ø. 


Tại thời điểm khi quả cầu nhỏ bắt đầu trượt thì lực ma sát là 


ƒ =uN, 


tức là 





ˆ in 9 cos 8 mu” 
—?mng sỉin 8 — \ — : 
z 9 /{Tng wN 


Khi đỏ, sử dụng biểu thức của o trong câu (a) chúng ta có 
2sin 8 = 17ucos 8 — lŨu.. 


Giải phương trình này ta thấy rằng góc 0, mà ở đó H00 cầu nhỏ bắt đầu trượt 
được cho bởi công thức 


170u? + 756, + 4 


cos Ø; —= — 221+4 — 


Tuy nhiền, chúng ta cần 6, > Ø,, hoặc là cosØ, > cos 0;. Ở đây với giá trị của 


¡ có thể làm thỏa mãn điều đó, nói chung chúng ta phải lẫy dâu trên. Do đó 


/ 2 
Ôy — 8TCCOS ta IV S0 ĐỒ. 


289u2 + 4 
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Một quả bóng hình cầu bán kính r ở bến trong một vòng tròn thẳng đứng 
có bán kính (# + r) như ở hình 1.166. Xem xét hai trưỡng hợp, (¡) lăn không 
trượt và (ii) trượt không ma sát mà không lăn. 

(a) Trong mỗi trường hợp thì vận tốc tôi thiểu w; của quả cầu tại đáy vòng 
tròn phải bảng bao nhiêu để nó không rơi tại vị trí đỉnh của vòng tròn? 

(b) 1rong trường hợp trượt và với u; nhỏ hơn 10%, thì tại vị trí nào trên 
vòng tròn bắt đầu xảy ra sự rơi? 

(Colurnhia ) 





Hinh 1.166 


Lời giải: 
(a) Với trường hợp lăn không trượt, #9 = rụ. Từ đó 


U = (2 —= —— =_~, 
r T 


ở đây o là vận tốc của tâm quả bóng. Với mục đích để quả bóng không rơi Ở 
đỉnh của vòng tròn thì lực N¡ mà vòng tròn tác dụng lên quả bóng ở đỉnh phải 
bằng 


Như vậy chúng ta cần 
ụ? > lọ. 


Vận tốc nhỏ nhất », thỏa mãn điều kiện như thế là uỷ — ?g và động năng 
tương ứng là 
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^ z L ` ` Ẳ u r , ^ HÀ Ằ .Á ? Ấ / 
Ở đây của vòng tròn, nêu quả bóng có vận tộc cân thiệt nhỏ nhất ơ¡, chúng ta 
có 


Tỳ — Thì + V; 3 
nehĩa là 
tk uẺ — sờ 9 + 2m. 
Up øa 
từ đó cho bởi số ` 
2 2 
— — hq = — F0, 
UỊ =1 + mg NÌỢ ch TRO AE 
hoặc 
27 
U1 — „1g . 


() Với trường hợp trượt không lăn, tại đỉnh của vòng tròn chúng ta vẫn 
cần có u2 > g, nghĩa là vận tốc nhở nhất ở đỉnh được cho bi 


U¿ = Rọ, 
và động năng tương ứng là 
1 
Tị= n mu; 
Như vậy chúng ta có 
| 
2 mu = rnu¿ + 2mngh, 
cho bởi 
Uy = 51g, 
hoặc 


UI = V S?tg : 


(b) Giả sử quá trình rơi bắt đầu tại 9. Ở thời điểm đó vận tốc ò của tâm 
quả bóng được cho bởi 
l ] 
sm(0, 90n)Ê = ạ mu) + mg(R — Rcos0), 


và 


"2 


TU 
.jN— 8 = —— 
7ng COS P 
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VỚI 
\\ =ÍE, 


Từ những phương trinh trên rút ra 


đ/fycos0 = 3ụạ — ÚRlu‡ = —2,( 5N g. 


nghĩa là 
cos 0. 03. 
hoặc 
P'= liổi |Ý . 
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Một tầm ván đồng chất có độ dài là 2+ được giữ tạm thời sao cho một đầu 
Lựa lên một bức tường thẳng đứng, không ma sát và đầu kia tựa lên mặt sàn 
năm ngang không ma sát tạo thành một góc ø = 0a. Khi tâm ván được thả ra 
nó sẽ trượt xuông dưới do tác dụng của trường lực. 

(a) Tìm biểu thức cho thời gian để tâm ván trượt xuống tới một góc mới 6. 
Bạn có thể dùng tích phân. 

(b) Tìm giá trị của góc # khi đẫu trên của tâm ván rời khỏi tường. 

(Columbia } 





Hình 1.167 


Lời giải: 
(a) Vì không có ma sát cơ năng của hệ được bảo toàn, do đó ta có 


2 mañẩ) ¿ L Rau 


5 5 0Ÿ + mạa sin Ð = mga sìn Ôụ, 
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nghĩa là 
2 
a0” = g(sìn đp — sỉn ổ) (1) 
hoặc 

: 3g,. . 

08 =— =Ÿ (gìn Øg — sinØ). 

2a 

Chú ý rằng hệ số sma^ là momen quản tính của tâm ván đôi với trục nằm 


ngang đi qua khối tâm của nó và dẫu âm phải được sử dụng cho 6 vì 9 giảm 
khi £ tăng. 


Như vậy 


( 8 d0 
te | đe | —————. 
0 Úp V 58 (sin Øọ — sin 6) 


(b) Chọn hệ tọa độ như trên hình 1.167. Khối tâm của tâm ván có tọa độ 
nằm ngang 
Z = øcos8, 
Như vậy 
# = —a(6Ÿ cos Ø + 6sin 8). 


Các lực tác dụng lên tâm ván được mô tả trên hình 1.167. Nøay tại thời điểm 
Á , ˆA = ` ` # .. ”- ` 
tầm ván thôi tựa vảo tương, ta có Nị = m7 = 0, nghĩa là 


6? cos 9 = —8sìn 6. 

Lây ví phân phương trình (1) chúng ta có 

p= —. cos 8, 
Thay giá trí này và (1) vào phương trình ở trên ta có 

_sinØ = 2(sin 6ạ — sin Ø) , 

hoặc 

2, 

sin ổ = ạ Sin 


nghĩa là 
¬...Ắ 
8 = arcsin £ sin ø) 


giá trị 6 này chính là góc khi mà đầu trên tắm ván bắt đầu rời khỏi tường. 
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1199 


Một chiếc gậy nhỏ đồng chất có khỏi lượng m, đầu đưới của nó tựa trên 
một bàn không ma sát. Người ta thả nó tại vị trí ban đầu nghiêng 1 góc 6; 
so với phương thắng đứng, hình 1.168. Hãy tìm lực tác dụng bởi bàn tại thời 
điểm rất nhỏ ngay sau khi chiếc gậy được thả ra. 

(UC, Berkeley ) 





Hình 1.1ó8 


Lời giải: 

Khi không có lực ma sát thì chỉ có hai lực tác dụng lên chiếc gậy, đó là 
phản lực của mặt bàn N và trọng lực ng như ở hình 1.168. Trong khoảng thời 
gian vô cùng ngắn ngay sau khi thả chiếc gậy, các phương trình chuyển động 
là 

N —mg = rny , 
2L sỉin ổg = am 8 


ở đây ¿ là trục thẳng đứng của khôi tâm và xam.L? là momen quán tính xung 
quanh trục nằm ngang qua khối tâm của chiếc gậy. Khi đó * 


1 
U— 2k cos Ở, 
: . Su ° 1, „..„ 
ÿ — —n1(8 cos Ø + Ø sin Ø8) = ~sL8sin ổo 


ru. ` ^ `. À 
với điều kiện ban đâu 
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Do đó 


NÑ =rng +?ny 
1 _ 
= Tụ — pX¿ ha sin Ổ 
= ng — 3N sin? Óg , 


hoặc 


ng 
1+3sin?6o- 


1200 


Hai chiếc que đồng chất A và B dài 1 m có khôi lượng tương ứng là 1 kg 
(4) và 2 kg (B). Chúng được đặt song song với nhau trên một mặt phẳng 
năm ngang không ma sát Œ, }. Vị trí ban đâu của que B là  = Ö, z = 0 tới 
z = 1m. Que 4 đang chuyển động với vận tốc 10 m/s theo chiều dương của 
trục g, và nó mỏ rộng từ z = (--1 + ‹) m tới z = em, (e < 1 m) như mô tả 
trên hình 1.169. Que A đạt tới y = 0 tại thời điểm ¡ = 0 và va chạm đàn hồi 
với . Bỏ qua khả năng có những va chạm sau đó, hãy tìm chuyển động tiếp 
theo của các que A và B. Kiểm tra tính ngang bằng của năng lượng trước và 
sau va chạm. 

(Columbia ) 





Hình 1.169 Hình 1.170 
Lời giải: 


Giả sử I là xung lượng do que 4 tác dụng lên que B trong quả trình va 
chạm. Phương của nó là phương chuyển động của A4, nghĩa là chiều dương 
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2 nhà 2 M , .-7 ` ˆ 2 Á, ˆ ` ˆ 
của trục . GiÁ SỬ 0A, uA, 0g, œp, là các giá trị vận tốc của khôi tâm và vận 
tốc góc quanh khỗi tâm tương ứng của que A và B, như hình 1.170. Biểu diễn 

khôi lượng của 44, 73 tương ứng là 7+ 4,7 pg, chúng ta có 


1 1 
2i — xa 1AŒA y 


12 

— †nì nUj] ‹ 
n. 
~l =-_>m : 
NET uy, 


. bì ”Ấâ Mu , ` ^ . ` ˆ Ẫ £ + Lị + . r¿ 

Điều kiện để có va chạm đản hồi là vận tốc tương đôi của các điểm va chạm 
. _ ˆ ˆ “ Z2» .Ä 

giư nguyên độ lón nhưng đối chiều 


1 1 
(9a + 295) = ko — 0A) = l0. 
Các phương trình trên cho ta 


J?TATLB 1Ô 


TS: Ms, 
TA + rnB R) 
1 20 
SMc? Hộ gi et tì U 
œÄ ¬.. = 20 rad/$, 
TA 
lì R 
U8 —=——=-~M⁄S, 
lĩ:n Hộ 
1 
U)j‡ = 1Ô rad/s 
TP 


đổi với chuyển động kế tiệp. Năng lượng của hai chiếc que trước va chạm là 


Ì z 
Bị = g -1- L0 = 50 J 


và sau va chạm là 


| 1. b. 23 | - 
kr= amAUẠ hHụ DTnBUS RE 2` 127A) + 2Ẻ 127 "BUB 
225 300, 
=——+——=J0J =E;,. 
9 + 12 0Ó JJ 1 


Vậy ta thây năng lượng trước và sau va chạm là bằng nhau. 
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Một quả bóng bỉ a có bản kính # và khối lượng là Aƒ bị chọc bỏi một chiếc 
gậy bị a ở độ cao h so với bàn bì a như ở hình 1.171. Cho momen quán tính 
của quả bóng bi a là 2Aƒñ2, hãy tìm độ cao h để ở đó quả bóng bị chọc lấn 
trên bàn mà không trượt. 
(Wisconsin ) 





Hinh 1.171 


Lời giải: 

Giả sử rằng ƒ là lực va chạm do chiếc gậy bï a chọc vào quả bóng và lực đó 
tác dụng trong thời gian Ar gây nên độ thay đổi xung lượng của quả bóng là 
M Au và làm thay đổi xung lượng góc đối với khối tâm của quả bóng là 7 Aui. 
Chúng ta có các phương trình của chuyển động 


MA = Ai, 
TAU = Ƒ(h — R)At 


với ƒ = ¿ MR, từ đó ta có 


2R}Au 
AÁU=_-———- 
5(h — R) 
Vì quả bóng ở vị trí nghỉ bán đẳu nên vận tốc khôi tâm của nó và vận tốc góc 
sau va chạm thỏa mãn 
_. 2l*2u 
_ 5(h— R)- 


Quả bóng sẽ lăn không trượt nêu ø = ƒ. Do đó chúng ta cần 


U 


5(h —- R) = 2R, 


hoặc 
h = -l. 


- 
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1202 


Một quả cầu rắn đồng chất có bán kính z lăn với vận tốc ø trên một bể 
mặt bằng phẳng và va chạm không đàn hỗi với một bậc có độ cao h < øa như 
ở hình 1.172. Hãy tìm vận tốc nhỏ nhất theo h và ø để quả bóng có thể lăn 
qua bậc đó, Biết rằng không xảy ra sự trượt tại điểm va chạm và momen quản 
tính của một khỗi cầu rắn đi với trục đi qua tâm của nó là ‡ Ma?. 

(Wisconsin ) 





Hình 1.172 


Lời giải: 
”.^ ` ` ` ˆ Ầ L¿ 5 7 bì A = zm Ầ ' ^ 2 , 
Giả sử u và ¿', .J và .J là vận tôc góc của quả câu đôi với khôi tâm của nó 
và xung lượng góc của nó quanh điểm va chạm 4 tương tứrng với trước và sau 
quả trình va chạm với bậc. Ta có 


2 
J = rnu(œ — h) + s!d 2 = cơ — rnuh 
vì để quả câu lăn không trượt thì  = ø„, và 
5 ỉ 
J = [ma + ma uJ` = sa u/ 


vì khôi tâm của quả cầu là đứng yên trong giây lát ngay sau khi va chạm. Sự 
bảo toàn của xung lượng góc đòi hỏi 


Ÿ¡ 
=ma2uJ' = D H00 — nh , 


s 
từ đó cho 


Với mục đích để khối câu có thể vừa vượt đúng qua khỏi bậc thì động năng 
của nó phải đủ để lớn cung cấp cho quá trình tăng của thê năng 


l 
21” = mạqh , 
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" ˆ 6 Ỹ * ^ # . 3 K> À Ê › An. 

ö đây Ï° = ‡rna° + ma? = ‡ina? là momen quán tỉnh của khôi câu đổi với trục 
- - ¿ t* ˆ R " Ạ À “”Ã L. 

năm ngang đi qua 4. Do đó vận tc nho nhất cân thiệt được cho bơi 


7 ñ) nh 5 ? ề 
—rna“ |] —- (=) = †nuh , 
] lú ( 





= 


tư đó cho 





1203 


Một chiếc xe tải đang đỗ và cánh cửa sau của nó đang được mở rộng như 
vẽ trong hình chiêu phẳng ở hình 1.173(a). Tại thời điểm + = 0 chiếc xe bắt 
đầu gia tốc với gia tóc không đổi là a. Cánh cửa sau sẽ bắt đầu đóng lại và tại 
thời điểm 2 sau đó cánh cửa sẽ đi qua vị trí như hình 1.173(b). Tại đây cánh 
cửa sẽ tạo một góc Ø so với phương ban đâu của nó. Bạn có thể giả thiết rằng 
cánh cửa có khôi lượng zn và được phân bỏ đều trên toàn bộ chiều đài 7 của 
nó. 


(a) Sử dụng Ø và các đạo hàm của nó theo thời gian để mô tả chuyển động, 
viêt các phương trình động lực liên hệ hai thành phần lực tác dụng lên bản lễ 
của cánh cửa #', và #\ với các đại lượng động học. #\ là thành phần lực song 
song và 7, là thành phần lực vuông góc với cảnh cửa. 

(b) Biểu diễn Ø = đ°9/d12, Fị và F`, theo các đại lượng 0, m, 7 và a. 

(c) Hãy việt biểu thức cho tổng thời gian từ lúc xe bắt đầu gia tốc cho tới 
khi cánh cửa đóng lại, nhưng không cần lây tích phân. 

(MIT ) 


` ren 


ban lê ˆ 





(A) (bì (c) 
Hinh 1.172 
Lời giải: 
(a) Trong hệ quy chiều gắn với chiếc xe tải đang gia tộc, khôi tâm của cảnh 


?1-44TÁLG CƠ HỌC 
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cửa có các thành phần gia tốc 3 8 vuông góc với cửa và —3Lở? song song với 
cánh cửa. Phương của Fị và F¡ được mô tả như trên hình 1.173 (c). Trong 


hệ quy chiều này lực tưởng tượng —zna tác dụng lên khôi tâm được tính đến 
trong các phương trình chuyển động 


Ẵ .;Ÿ 
`) — macos8 = ~amLð 


J— masin 8 = 2mLỡ! 


1 Ï.. v3? 
2aLfd= 12k 60, 


2 ˆ 1 ` L¿ Ø k b2 ^ , LẬC , 
ở đây 1zmL7 là TIDPECH quán tính của cửa xung quanh trục vuông góc với mép 
trên của cửa qua khỏi tâm. 

(b) Từ phương trình trên rút ra 


- — @ COS Ổ 
= 2L ` 





l 
F); = ma cOS Ö 


Vì ổ = } 4, lây tích phân biểu thức của ổ và lưu ý rằng ở thời điểm ban đầu 
0 = 8 =0 chúng ta có 








››  3asinổØ 
8“ = TT} 
do đó 
FI = ma sìn 8 + 5 ma sìn 6 = ma sin 6 : 
(c) Vì 
d8 Ša sìn Ø 
dị” 1 


nên tổng thời gian từ lúc chiếc xe bắt đầu được gia tốc cho tới khi cáhh cửa 


đóng lại là 
LỆ SR/ 
¿= ————— 
Í da sin 8 sỹ 
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Một vật hình trụ rắn khôi lượng rn và bán kính r trượt xuông mà không 


Cơ học Newton = HỆ 4 


lăn trên bê mặt nghiêng, nhẫn của một cải nêm khôi lượng A7, nêm có thể tự 
do chuyển động không ma sát trên mặt phẳng nằm ngang như hình 1.174. 

(a) Vào thời gian hình tru trượt xuông tới độ cao h thì cái nêm chuyển 
động được bao xa? 

(b) Bây giờ giả sử vật hình trụ tự do lãn xuống, không trượt trên chiếc 
nêm. Trong trường hợp này nêm sẽ chuyển động được bao xa? 

(c) Trong trường hợp nào thi vật hình trụ sẽ xuống tới đáy của cái nêm 
nhanh hơn? Điều này phụ thuộc như thế nào vào bán kính của vật hình trụ? 

(ÚC, Berkeley ) 





Hình 1.174 


Lời giải: 

(a) Giả sử £ là khoảng cách giữa khối tâm của hình trụ và vị trí ban đầu 
của nỏ. Trong một hệ tọa độ cô định, giả sử z là tọa độ nằm ngang của khỗi 
tâm của cái nêm. Thành phần vận tốc nằm ngang của vật hình trụ trong hệ 
quy chiều này là z - £cosØ. Vì xung lượng toàn phần của hệ theo phương z 
được bảo toàn, nên từ trạng thái nghỉ ban đầu của hệ ta có, 


Mz + rn(#‡ — £ cos0) = 0, 
từ đó cho 
(ÄAf + rr)£7 = Tn€ cos 8. 
Chúng ta đặt £ — z = 0 tại ? = 0 mà không mắt tính tổng quát. Tích phân 
phương trinh trên chúng ta được 
(Äf + m)z = mề cos Ð. 


Khi vật hình trụ trượt xuống tới độ cao h, nó đã dịch chuyển một khoảng cách 
Ệ= Sin và cái nêm đã dịch chuyển được một khoảng 
Trrhh 


mỆ 
le cử ca analll= otLØ. 
PB NGG”” Niựn 
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(b) Nếu vật hình trụ được phép lăn, sự bảo toàn của thành phần nằm 
ngang của tổng xung lượng tuyến tính của hệ vẫn được giữ đúng. Điều này 
cho phép kết quả thu được ở câu (a) cũng đúng ở đây. 

(c) Sự bảo toàn tổng cơ năng của hệ được giữ đúng trong cả hai trường 
hợp. Vì khối tâm của hình trụ có vận tốc (# — £ cosØ, —£ sin 6) và cái nêm có 
vận tốc (+, 0), chúng ta có đôi với vật hình trụ trượt, 


1 : : l 
›m|(¿ — £cos 6)? + £? sin” 6] + sM+ = mnøg€ sìn 9, 


và đôi với hình trụ lăn, 
l ¬. 1 Ị 
amlt — £cos 8)2 + £” sin? 6Ì + siớ' + 2Mz = nø£€ sim 8 


với Ï = 3mr2, ¿ = $ đôi với vật lăn mà không trượt. Vì 





+ = ly) £ cos Ô, 


phương trình trên sẽ được rút gọn tương ứng là 


20M +m)lM + m(1 + 2sin” 8)|Ệ? — mgỆ sin 8. 


Các phương trình đó có dạng £ = bV⁄£. Vì £ = 0 tại thời điểm ? = 0, nên lẫy 
tích phân ta sẽ được ‡ = § v£. Do đó đỗi với cùng ¿ = to £. Vì 


sin 8Ø? 
3M + m{(1 + 2sinˆ 68) — 2(M + msìn? 0) = M + m > 0, 


nên vật hình trụ trượt sẽ xuống tới đáy của nêm nhanh hơn. 
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Một chiếc thang xếp gồm hai chân được gắn với nhau bởi một khớp nỗi ở 
đỉnh và một sợi đây nằm ngang ở gần đáy. Thang được đặt trên một bê mặt 
năm ngang và tạo với bề mặt một góc 60° như ở hình 1.175. Nêu sợi đây đột 
nhiên bị cất thì gia tốc của khớp nỗi tại thời điểm đó là bao nhiêu? Biết rằng 

/ ˆ^ ` Ả À LÁ ^ ` k É 3z , 
cac chân là đồng đều, giông hệt nhau và bỏ qua tât cả các ma sát. 
(ÚUC, Berkeley ) 


Cơ học Newton 





Hinh 1.175 Hinh 1.176 


Lời giải: 

Xét khoảnh khắc khi sợi đây nằm ngang đột nhiên bị cắt. 

Do tỉnh đối xứng các lực của hai chân thang tác dụng lên nhau tại khớp 
nói 4 là nằm theo phương ngang và gia tốc ax4 của điểm 4 là hướng thẳng 
xuông dưới. 

Xét một chân của thang xếp. Các lực tác dụng lên nó được mô tả như hình 
1.176. Giả sử ! là độ dài của chân thang và gia tốc của khỏi tâm €' tại thời 
điểm tức thời dây bị cắt là ac:. Chủng ta có 


ng — N = mưứœy, 


_ P= TrrdŒx + 
I ¬ r2 l " H a 3 
/Icos 60P° — = FÍ sin 60” = 78 
2 2 
với Í = ;mÍ”, hoặc 
ïÏ 3 
N—v3F = PưáAg 
Vận tốc của 4 tính theo vận tóc của Œ được cho bỏi 
⁄ : hao 2O Ta ồ 
W =đC a1 sin 60”. ỨA = ỨC + ai cos 60”. 
Do đỏ gia tộc ax, theo phương của + có các thành phân 


v3 


0 — aez — —— t8, 


La 
8A = (Œw + At0 ° 
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Bây giờ xem xét gia tộc ap của điểm B. Ở thời điểm ngay khi sợi dây bị cắt nó 
chỉ có thành phần nằm ngang. Bởi vậy ag„ = 0, nghĩa là 


2£ — 2l cos 60% = đọy — nỗ =0. 


Từ các phương trình bên trên ta rút ra 


TU: 1ä 


ở = Ta tổ đQy = Tu 


Dưa những giá trị này vào các phương trình chuyển động của € ta tìm được 


Ă- 
ð= `, 
Ai 
Kết quả này cho ta gia tốc của khớp nỗi là 


lưc An 
GA 00 == nữ 


gia tốc này hướng thẳng xuống dưới. 
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Một hạt có khôi lượng zn và vận tốc u va chạm đàn hỏi với đầu cuỗi của 
một thanh mảnh, đồng dẻêu có khối lượng Ä⁄ như trên hình 1.177. Sau va 
chạm rrn dừng lại, hãy tính AM. 

(MIT) 


O—»v 


M 
Hình 1.177 
Lời giải: 


”2? , ` ˆ "5 . ^ , ` ` ˆ lÁ L4 3 
Giả sử œ„ là vận tốc của khối tâm của thanh và u› là vận tốc góc của thanh 
Ê‹ ,A 2 , 2 ` 3 ` « » ^ z 
quanh khỏi tâm của nó. Sự bảo toàn của xung lượng và năng lượng của hệ đó 


cho ta 


mu — Mù, 


lị 
g mu” = = sM:Ệ + si : 
với ï = 1; Mfi?, với ¡ là độ dài của thanh. Sự bảo toàn xung lượng góc của hệ 


xung quanh điểm cô định nằm tại tâm của thanh trước khi va chạm cho ta 
1 
—Èm%ù = ÏÌu). 
ĐI 

Thay các phương trình bên trên vào ta được 


M = 4m. 
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Một thanh hình trụ mảnh, đồng đều có độ dài r và khôi lượng zn được 
treo ở hai đầu bằng hai lò xo không khối lượng có hệ số đàn hồi kị và kạ. Ở 
cân bằng ¿ thanh hình trụ nằm ngang như hình 1.178. Bạn được yêu câu xét 
chuyển động biên độ nhỏ xung quanh vị trí cân bằng, trong trường hợp các lò 
xo chỉ có thể chuyển động theo phương thẳng. 

(a) Đầu tiên xem xét trưởng hợp đặc biệt kạ = ka. Hãy tìm các tần số riêng 
của các kiểu dao động chuẩn tắc và mô tả các dao động chuẩn tắc tương ứng. 
Ở đây bạn có thể được hướng dẫn tốt bởi lập luận trực giác. 


(b) Bây giờ ta xét trường hợp tổng quát khi hệ số đàn hồi k; và k; là không 
nhất thiết bằng nhau. Hãy tìm các tân số riêng của kiểu dao động chuẩn tắc. 
(Prrnceton ) 
Lời giải: 


(a) Giả sử Ựì Và 12 lạ các độ dịch chuyển thắng đứng của hai đầu thanh so 
với vị trí cân bằng như ở hình 1.178. Bởi vì độ dịch chuyển của khôi tâm Œ là 
‡(0¡ + 2), phương trình của chuyển động tịnh tiên đó là 


DI ' 
anh: + Ùa) = — kìm — kaa 
Đôi với sự quay với biên độ nhỏ xưng quanh khối tâm, chúng ta có 


x. ] 
lô = —st(Rm — kaUa) 
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Hình 1.178 


VỚI Ï = mm, 0m ti, Đối với kị = kạ = k, các phương trình chuyển động 
quy về 


: k 2k 
U\ì † tạ = mm LớI +12) : 


' - 6k 
tì — 2= ——(VWI — 2). 


r 
Trt 
Từ đó tôn tại hai kiểu dao động chuẩn tắc 
(¡) Kiểu dao động đỗi xứng 
V4 — Uìị + Ø2 
Kữ LỄ... Ề...ea FC: se: à ` ¿ &. F : 
với tần SỐ riêng uy — V =. Kiểu đao động này tương ứng với dao động điều 
hòa theo phương thẳng đứng của thanh xét như một khôi. 
(ii) Kiểu dao động không đỗi xứng 
la = Uì — 2 
với tần số riÊng xạ — v ca Kiểu dao đông nảy tương ứng với đao động điều 
hòa xung quanh một trục nằm ngang vuông góc với thanh và đi qua khôi tâm 
của nó. 
(b) Đôi với trường hợp tổng quát kì # kạ, giả sử J1 = Aie“t, 1 — Aaehet 
ở đây u là tần số riêng của dao động. Các phương trình của chuyển động bây 


giờ cho. l 
Rị — 21H. 4+ Kạ — nWRo Ä4;¿=0. 


Từ? 1 1 Iư? 
2 x si ) ẢA¡+ (g+- ) ÄA¿=0. 
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———-— =——--———hn.—_———m  ————__——-_D—-——_—_—————_———__———— —__——————_— ——-_————————_————— 


= Z.a .” z ^ , Ä 
Đôi với nghiệm khác không chúng ta cần 


k\ị — 2 ma” kạ — sau? 
I2 1 1u2 — 
TT sÙkị 3Lk;— 
nghĩa là 
. = Ế + amL) (kị + kạ)uˆ + Lkikạ =0, 
hoặc 


m2? — 4m(k\ + kạ)2 + 12kìkạ = O0. 


Giải cho „” chúng ta thu được các tẳn số riên 
5 : 


2 
WJ) —= - lứ: +*kạ)+ V(k? — kịkạ + lộ) : 


Chú ý rằng do kị = kạ = k, biểu thức này cho œ = V V$, nó giỗng như 
trường hợp câu (a). 
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Một bánh xe cứng có các momen quán tính chính ï¡ = ï; # Ï¿ xung quanh 
các trục chính &¡, &¿ và &a, được đặt cô định ở bánh xe như ở hình 1.179. 
Khôi tâm của bánh xe được gắn với một ổ trục cho phép bánh xe quay không 
ma sát xung quanh trục cô định trong không gian. Chiếc bánh xe là "cân bằng 
động”, nghĩa là nó có thể quay với jð # 0 không đổi và không gây ra momen 

v ^ _ k Z ⁄ ` À » + 5 ~ .-Ä 1A ` 
xoàn lên ö trục cua nó. Các thành phần của œ¿ phải thỏa mãn điều kiện g1? 
Phác họa chuyển động được cho phép. 


(MIT) 
Lời giải: 
Trong các phương trình Eurler đặt h = 7; = l 
hơn + (1a ¬ lạ)3U2 =Ủ. (1) 
lx52 +(Tị — T)ú12a = 0, (2) 


lau + (l2 — T\)ằœw =0, (3) 
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Hinh 1.179 


chủng ta thảy rằng có thể đề dàng tích phản phương trình (3) để có 
„4 — hãng số — Q„ chẳng hạn. 


Khi đó chúng ta viết lại phương trình (1) và (2) như là 





đỏ là những điểu kiện phải được thỏa mãn. Lây đạo hàm những phương trình 
trên ta được 


Ïx — hs, Xã | 

3T” — ể '8) Vư'J = — (” 0) 4/1 =g “00 : 
] S= .. : j 

J2 — — (>9) 9 “SH WY, 


ở đây ä - (2 *)0, Nghiệm tổng quát là 
vJỊ = ụ COS(£ + £), dJ¿ = ¿0y Sin(aÍf + £). 


[Do đỏ tổng vận tốc góc có đồ lớn 


ø = V02 + uỆ tuổ = VŨ? +uệ,, 
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, ` ˆ^ X2 = ` ˆ ^ ” ^ l4 r 
nó là một hằng số. Khi „ạ = O là một hằng số, vectơ tổng vận tốc góc œ tạo 
".. ^ ^ , l¿ ` Ầ ~ k 7 ` ^ 
VỚI trục xa một góc Ø như ở hình 1.179. Hơn thê, mặt phăng của œ và xạ quay 
xung quanh trục %¿ với một vận tôc góc œ, hoặc 1 chu ki 


27 2m] 


œ (lạ-'nQ' 


Trên hình 1.179 là phác họa của chuyển động duy nhất được phép. 


1209 

Một vật thể rắn ở trong không gian. Mọi ảnh hưởng bên ngoài được bỏ qua 
(kể cả lực hấp dẫn). 

(a) Sử dụng định luật Newton để chỉ ra rằng xung lượng góc được bảo 
toàn; đưa ra tât cả các giả thiết. 

(b) Giả thiết rằng khôi tâm của vật đứng yên trong hệ quy chiêu quán tính. 
Trục quay của nó có cần có phương có định không? Biện minh ngắn gọn cho 
câu trả lời của bạn. 

(UC, Berkeley ) 
Lời giải: 
(a) Momen xung lượng của một vật thể rắn xung quanh điểm có định Ó 
được định nghĩa là 
Tì 
1J.= . X TH ¡ ) 
ỉ 


ở đây r; là vectơ bản kính từ Ó tới hạt rn, của vật rắn gồm nø hạt. Vì không có 
ngoại lực tác động vào mà chỉ có các nội lực thì theo định luật II Newton ta có 


TL 
j2 


ỏ dây E,; là lực của hạt zr; tác dụng lên hạt zn; của vật răn. Xét 


Su X.?"/T.= >> 1X Eụ. (1) 
t Ð Jết 


Theo định luật IH Newton thi các nội lực E;; xuất hiện thành cặp sao cho 


Fjj = -E)¡, 
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cả hai lực tác dụng trên cùng một đường thẳng nói hai hạt. Điều đó nghĩa là 
tổng kép ở về phải của phương trình (1) gồm các tổng có dạng 

Ti xE)¿ +Y; b4 EFjy. 


Như mô tả trên hình 1.180, mỗi tổng như thê cộng vào bằng 0. Do đó 


T 


T 
Khi đó 
TL + 
L= 3 #¡ xm?¡+ `, x mỹ; = Ô, 
Ỉ : 
hoặc 
* % 
L hãng số. 


Nghĩa là, xung lượng góc của vật thể rắn xung quanh một điểm tùy ý là được 
bảo toàn. 





Hình 1.180 


(b) Chứng minh trên cũng đúng cho một điểm cô định trong một hệ quy 
chiêu quán tính, do đó xung lượng góc L của vật thể đôi với khối tâm của 
nó là một vectơ không đổi trong hệ quy chiều quán tính. Tuy nhiên, vận tốc 
góc u2 của vật thể đối với khối tâm là không cần cùng phương với L. Chỉ khi 
trục quay là dọc theo trục chính của vật thể thì œ› sóng song với L. Do đó, nói 
chung trục quay là không bị cô định cho đù là phương của L là cô định. 


1210 
Chiếc thùng rác bên cạnh thùng thư của khoa Vật lý có nắp dạng hình nón 
và ở giữa của nắp này có một chốt quay. Giả sử bạn chạm nhẹ nón nắp này và 
quay nó nhanh với vận tộc quay œ đỗi xứng xung quanh trục của chiếc nắp, 
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hình 1.181. Vậy chiếc nắp sẽ tiên động theo cùng phương hay theo phương 
ngược lại so với phương quay của œ? Hãy chứng minh câu trả lời bằng cách 
vẽ giản đồ vectơ và lập công thức thích hợp. 

(Wtsconsin } 


\ 


trục đở \ 
20 


trục đối xứng ng \ 





Hình 1.181 Hinh 1.182 
Lời giải: 
Momen quay của trọng lực xung quanh điểm Ó là 
M=OC xrng. 
Trong một hệ quy chiều cô định chúng ta có 
dL - OCL, 


M=- 


C 
Pu T x ng = ———rng Xx L = u%ọ x L, 


k 





Ỏ đây tu; = ng . Vậy L và do đó trục đôi xứng của nắp tiên động với vận tốc 


SÓC ¿Jp = Đểng xung quanh trục thẳng đứng theo chiều ngược với chiều quay, 
như trên hình 1.182. 


1211 


Một khung hình vuông có khói lượng không đáng kể, trên khung có gắn 
bốn chiếc đĩa quay như hình 1.183. Mỗi chiếc đĩa có khối lượng rn, momen 
quán tính 7ạ, và vận tốc quay œọ. Khung nằm ngang và xoay tự do trên một 
chốt quay ở góc. Vậy tóc độ tiên động của khung là bao nhiêu? 

(MIT) 
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Hinh 1.183 Hình 1.184 


LỜI giải: 

Momen xung lượng của từng chiếc đĩa đói với trục quay của nó là ïsưạ với 
phương như trên hình 1.184. Momen xung lượng toàn phần của cả hệ đổi với 
chốt quay có độ lớn L — 2v/2ï¿xa và hướng dọc theo OC, Œ lả khói tâm của 
hệ. Chú ý rằng L nằm ngang vì khung năm ngang. Momen gây ra bởi trọng 
lực là 


'!3kL 
M =©OỌC x 4mg = —_— x 4mg. 
PHUN 
Từ đó 
dL 2Vv2Dm 
chu KỈ) S1 na xe b, 
m M x—#xL=fix 
ở đây 


2V2ng __ Em 
2V2laug lao 


*% ˆ Ẫ + * k ˆ ` , £ s.#/, , ` ` - ` ` ˆ L , 
là vân töc góc tiền động. Và nó có giả trị là Tà và khi nhìn tử trên xuông nó 
` -Á * è hị 
là ngược chiều kim đồng hỗ. 
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Chủng ta xem xét một con quay tự đo lý tưởng, tức là một vật thể rắn đôi 
xứng quay (với các momen quản tính Iị = /¿ < 1;) được treo sao cho nó 
có thể quay tự do quanh trọng tâm của nó và chuyển động không chịu ảnh 
hưởng của momen quay. Giả sử ¿2(£) là vectơ vận tốc góc tức thời và L(£) là 
xung lượng góc tức thời. Chọn vectơ đơn vị u(¿) chỉ dọc theo trục đôi xứng 
của vật thể (liên kết với momen quản tính 7x). Những vectơ đó ở trong hệ quy 
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chiếu quản tính mà đối với nó ta xét vật thể quay. Tìm biểu thức của L(), 
ằœ(†), va u(?) theo các giá trị ban đầu uọ = u(0) và ạ = œ(0). 

(UC, Berkeley ) 
Lời giải: 

Giả sử ¿ = 0 ở thời điểm khi L, ¿ và trục đổi xứng của con quay u, cùng 
trên một mặt phẳng. Đặt một hệ tọa độ cô định Ozyz với gốc ở tâm khối con 
quay sao cho ở thời điểm £ = 0 trục z đọc theo vectơ xung lượng góc L và trục 
là vuông góc với vận tốc góc œọ. Chúng ta cũng sử dụng một hệ tọa độ quay 
Oz”'z' gắn với con quay sao cho trục z' trùng với trục đôi xứng và trục z' ở 
cùng mặt phẳng với các trục z' và z tại thời điểm ¿ = 0. Mỗi quan hệ giữa hai 
hệ tọa độ này được mô tả trên hình 1.185. Ở đó cũng định nghĩa các góc Euler 
là 0, w, ở. Chú ý rằng ban dâu trục 1 và ¿ là trùng nhau và ta = ¿o = 0. 

Như ta quan sát trên hình 1.185, vận tốc góc œ(‡) của con quay có thể 
được biểu diễn trong hệ quy chiều quay theo các góc Eurler 


¿„; = Ôsin  — ¿@ sin Ở cOS  , 
Ly *= Ô cos J + ósin 0 sỉn Ú , 
¿;; —= QCOS Ô + tỦ . 


Vì các trục z”, ' và z' là trục chính, nên L có thể được biểu diễn như 
j;= hư + huy‡ + Tau„.k' (1) 


vì lì = Ƒ›. Do không có momen quay tác dụng lên con quay, nên L = hằng số 
và dọc theo trục z. Ngoài ra, phương trình Euler 


Tạ¿„i te (h = l2)/x!uy/ =0 


do ïq = I; cho 
(U„; — hằng SỐ —= Uqz'. 
Vì 
L= V12(š, + 2,) + lŸuf„ = constant, 
chúng ta có 


J2; +2, = CONS(ARL = 0y † 0u — 08, 


từ đó uq = ứqy = 0. Do đó 


L= V lÊuậm, + l$„, k. 
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L cũng có thể được diễn đạt theo các góc Eurle như sau (hình 1.185) 
L— —-Esinf8eosw:Ïf + LsinØsm #J + EcosØkf 
trong hệ quy chiều quay. So sánh nó với (1) chủng ta tìm được 
ÙL củs Ủ = Ïazq.:. 


.ẢÄ “ ¬" ` b2 £ Fˆ * ^ , hy 
điêu đỏ chỉ ra rằng cos Ø = hãng số = coös 0a, chẳng hạn và do vậy Ø = Ú. Ngoài 
ra, 








= Lsin  cos u!t = it: = —ÌÏq SH Ø COS tr, 

đưa đến 

v.v. “ › h 

NỔ: mm hãng sô. 
Tưởng tự, 

Ủ,c0s Ø = la¿„; —= Ïa(2cosỞ † ). 
đưa đến 
Ta Lcosl  cos0 ụ: T) Lcosự - (: la ~ tần gvới 
_T h6 Ak& NHƯ ẲŒ ý ly Œ pH 


Diễu trên có nghĩa là chuyển động của con quay đổi xứng, tự do gôm hai 
phân: sự quay với vận tốc góc quanh trục đồi xứng và sự tiên động với vận 
tỐC ØÓC „› xung quanh vectø xung lượng góc không đôi L. 





Hình 1.185 Hình 1.186 


_ Bây giỏ xét vectơ đơn vị n((), dọc theo trục đổi xứng trong hệ quy chiêu 
cô định (hinh 1.185) 


NÍ£) = Si c0s 3 TL t gìn đsin v2] ~ cos k . 
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Vì 0 = 0o tại ý = Ũ, ¿ = 0, chúng ta có 
u(0) = sin Øđọi + cos Øẹk, 
Và VI ÿ = ¿(, nên 
u(#) = uox cos(@£)Ï + uoz sin(@#)J + uozk : 


Hãy xét vận tốc góc ¿ø. Trong hệ quy chiều quay chúng ta có đổi với thời 
gian ‡ 


(¿ = (—sin ổo cos , @ sin ổọ sỉn 1, @ cos Ốp + 2) ' 
Vì Ø = 6o, 8 = 0, và dỗi với thời gian £ = 0 
œ2 (-¿sin Øa, 0. ¿ cos Øn + U) = (đ2pz:› Ö, œ0!) : 


Như vậy 


&@J — (LJpx: coS LDI —(Œ()x? sin Ủy 0z!) 


= 2 DI 
&@ == (0y; T „: — 000 . 


Do đó ằœ có độ lớn không đổi. Nó tạo một góc ø với trục z cho bởi 


Với 


ằ}„ œ0 - Ù, 


œ 


Ì 


COS œ 


(¿ sin” 0g cos2 ÿ + @sim2 6a sìn? ; + @¿cos” ổa + Ú COS 6a) 


¿ + cosØo 


1) 


lẾU 


nó là một hằng số vì các đại lượng ¿, ,œ đều là hằng số. Nó tạo một góc 
với trục z” cho bởi 


Uy G2: ko ¿co Ổạ + 
ẴJ U S UJ 


nó cũng là một hằng só. Trong hệ quy chiêu cô định 


ằœ = (sin Ø cos¿ — 8 sin ý, j sin Ø sin @ — Ô cos @. 1Ù cos Ô + 2) 
= (ủ sin Øo cos w, Ú sìn Ốg sìn @, ÿ cos Øo + ¿) 


22-8TM6 CƠ HỌC 
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Vì 0 = 0o, 0 =0. Ở thời điểm £ = 0, ¿ = ý = 0 đo đó 


u¿g = (¿ sìn 6o, Ô, ở cos Øo +). 


(ở(£) — 0x cos(@£)Ì + ¿0x sin(@£)j + œo;k . 


Các tiên động của œ xung quanh L và u được vẽ trong hình 1.186. Lưu ý rằng 
tự bản thân u cũng tiên động xung quanh L. ` 
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Giả sử ï\, Fạ, I¿ là các momen quán tính chính của một vật thể rắn (đỗi với 
khôi tâm) và giả thiết rằng các momen này là khác nhau với ï > 1; > 1. 
Trong không gian tự do nêu vật thể được cho quay xung quanh một trong các 
trục chính nó sẽ tiếp tục quay xung quanh trục đó. Tuy nhiên, chúng ta quan 
tâm tới tính bền vững. Điều gì sẽ xảy ra nêu trục quay ban đầu là rất gần 
với (nhưng không thực sự thẳng hàng với một trục chính? Bên vững nghĩa là 
trục quay không bao giờ dời ra xa trục chính. Người ta thây rằng chuyển động 
trong thực tế là ổn định đối với các trục chính tương ứng với 7¡ và 1ạ, các 
momen quán tính lớn nhất và nhỏ nhất. Giải thích điều này bằng giải tích có 
sử dụng các phương trình Euler. š 

(CUSPEA ) 


Lời giải: 


Giả sử «0, @2, u23 là các thành phần của vận tốc góc đọc theo các trục chính. 
Khi đó sử dụng các phương trình Euler với momen quay bằng 0 


II —= ằœJ2003 (Ta = Ÿa) — 0 , 
ÏJads — @s1(T3 — l)) = 0, 
la — œ12(1) — lạ) = 0 


L 


chúng ta xem xét các trường hợp sau. 
() Giả sử ban đầu œ hướng gần như song song với trục z, nghĩa là „¡ > 
LÁ rx ` k¿ PL ˆ + ` ˆ 
œ2, 4. Nếu ¿J;, 23 vân là nhỏ trong chuyền động quay tiếp sau thì chuyển động 
` Ề * ` ^ z , £? 
là ổn định. Vì || = hằng số và „ = VỆ + „2 + u2  ằœ¡, nên chúng ta có thể 
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coi ă¡ là hằng số đến bậc nhất. Khi đó 


en( =1) — 00a - h)(h — bì 
Ìl, ụ lạl re 
20h ~ b)(h - H) 
Jạ1a : 


2; = 
đỦạ = 


Vì 1 > Tạ, lạ, các hệ số ở về phải của phương trình trên đều âm và các phương 
trình chuyển động có dạng phương trình của dao động điều hòa. Như vậy «¿ 
và ạ sẽ đao động quanh cùng các giá trị cân bằng và vẫn nhỏ. Do đó chuyển 
động là ổn định. Kết luận tương tự cũng được rút ra nêu ban đầu œ gần như 
Song song VỚI trục z. 


(i1) Nếu ban đầu œ› gần như song song với trục . Xét tương tự ta được 


_ (lạ — 1ạ)(h — 2 


— T2 l1 › 
ta u2(h — Ta)(1› — HO 
3 NI 3 


Vì 7¿ > 1ạ, Tị > Tạ, các hệ sô bên về phải đều đương và chuyển động là không 
ổn định, ít nhất là trong phép xắp xỉ bậc nhất. 
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Một quả cầu có khôi lượng rn, bán kính # và mật độ đồng đều được gắn 
trên một thanh cứng có chiều dài / khối lượng không đáng kể sao cho quả cầu 
có thể quay xung quanh trục này. Quả cầu nằm trong trường hấp dẫn đều, của 
trái đắt chẳng hạn. Giả thiết quả cầu và thanh quay xung quanh trục z không 
có chương động (nghĩa là Ø là được cô định), vận tốc góc của thanh và quả cầu 
xung quanh trục z là ¿, và quả cầu quay xung quanh thanh với vận tốc góc Ø. 
Hãy tìm hệ thức giữa ằ và © (bạn cũng có thể sử dụng giả thiết R/! < 1 dù 
là không cần thiết cho dạng của nghiệm). Và quả bóng là chuyển động theo 
chiều về phía trái hay phía phải của trục z? 

(Columbie ) 
Lời giải: 


Hướng của quả câu có thể được miêu tả theo các góc Eurle 0, ¿, ý (xem lại 
bài 1212). Vì không có chương động nên 0 = 0. Xung lượng góc của quả bóng 
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Hình 1.187 


xung quanh điểm gốc O (hình 1.187) là 


2 Đc, 
L = _rnR“¿ex ‡ lsin Ở - 2rrl sìn Đe, 


“1% L h Ls 
= _Tn2Qex„ | rnÏ” sin” đúc; 
Ñ 


~ P ` l9 ° ` ˆ © Ầ , + 
trong hệ tọa độ trụ. Vì e; là cô định, Ø là một hằng sô, chúng ta có 
dL~ 


2 „„. de, 
~ TmkÈO 
j¡m 5S” vi 





=MỸ, 


ở đây A/ là momen quay gây ra bởi trọng lực. Vì 


de. E '7Ẫ- ' " 
ru ỨGẰg ~ + SIn @„ = œ+SIILỦ@-, 


phương trình trên trỏ thành 


2 
=nHˆ( sìn đe. = ley x rag(—e,) = mg sin Đe„. 
2 


Do đó 
c_— —90Ợ— 
7 2R2Q ` 


Vì ¿¿ = „ > Ú, quả bóng chuyển động theo chiều tay phải quanh trục z. 


1215 
Một con quay hồi chuyển ở vĩ độ 45° Bắc được lắp trên một ổ trục sao cho 
trục quay bị buộc nằm ngang mà nếu không thì không xuất hiện momen quay 
ổ trục. Tính đến sự quay của trái đắt, chỉ ra rằng hướng với trục quay dọc theo 
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phương Bắc - Nam định xứ là ổn định và tìm chu kì của các dao động nhỏ của 
truc quay xung quanh hướng này. Giả sử roto có thể được coi gần đúng như 
một cái nhẫn mảnh (nghĩa là các nan hoa và các chỉ tiết có khối lượng có thể 
bỏ qua). (Trong quá trình tính toán bải toán sẽ đơn giản hơn khi viết vận tốc 
góc của roto xung quanh trục z hình 1.188) để gộp chung số hạng quay và 
của con quay và số hạng do sự quay của trái đắt). 

(UC, Berkeley ) 





Hinh 1.188 


Lời giải: 

Sử đụng hệ quy chiều quán tính @z“yz' cô định đỗi với một ngôi sao ở xa 
mà ở thời điểm đang xem xét, nó cỏ.gộc (2 ở tâm khối của roto, trục z“ hướng 
theo hướng thẳng đứng, trục +“ hướng theo phía bắc và một hệ quy chiều quay 
()r„: gắn trên trái đât có trục z cũng hướng theo cùng trục z2”, còn trục z tại 
thời điểm đó hướng dọc theo hưởng trục quay của roto (hình 1.188). KÍ hiệu 
vận tốc góc quay là «, momen quán tỉnh quanh các trục z, y, z, tương ứng lả 
C44. z1, Khi xung lượng góc có các thành phần 


(Œ..U, 48) 
trong hệ quy chiêu quay và 
(Ga eos Ø, Cu sìn 9, 48) 


trong hệ quy chiêu cô định. Chú ý rằng thành phần : vẫn như nhau trong 
cả hai hệ quy chiều được đóng góp bởi chuyển động tiến động. Trong hệ quy 
chiều cô dịnh, vận tốc góc quay của trái đất ở vĩ độ A = 45° bắc có các thành 
phản 
: : ) 
€(cos 15”.U,sin 45°) = 0 Ủ ¿ 
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Ngoài ra, các momen quay duy nhất là những momen buộc trục quay phải 


nằm ngang do đó 
M„ =0. 


«-(8),„,5()„, tren 
đF 7 cộ định dt quay 


` À 3 z# ` 
thành phân z của nó là 


Vì 


- — CJ§)sìin 8 
A0 + ——— >Q, 
v2 


hoặc 
đôi với góc 9 nhỏ. Chú ý rằng đối với O x L chúng ta giải được các vectơ trong 


hệ quy chiều có định. Phương trình cuỗi cùng chỉ ra rằng trục quay đao dộng 
điều hòa xung quanh phương bắc nam với tần số góc là 


Nêu roto được coi xắp xỉ như một cái nhẫn mảnh có khối lượng M và bán kính 
h, chúng ta có 





3 
Œ = MR3, TT TP NG. ng 
2 V20 
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Một chiếc đĩa mỏng có khối lượng M⁄ và bán kính 4 được nỗi bởi hai lò xo 
có hệ số đàn hồi k với hai điểm cô định trên mặt bàn không ma sát. Chiếc đĩa 
quay tự do nhưng nó bị ràng buộc quay trong một mặt phẳng. Khi không bị 
kéo căng mỗi lò xo có độ dài io, tại thời điểm cân bằng ban đâu chúng đều bị 
kéo căng tới độ đài ¡ > iạ như hình 1.189. Với dao động nhỏ thì tần số của các 


Cơ học Newton qủ? 





Hình 1.190 


kiểu đao động chuẩn tắc là bao nhiều? Phác họa chuyển động của mỗi kiểu 
dao động đó. 


(Princeton ) 
LỜI giải: 
Chuyển động của đĩa bị hạn chế trong mặt phẳng thẳng đứng. Giả sử độ 
địch chuyển của khối tâm so với vị trí cân bằng là z và độ dịch chuyển góc là 
0, như mỏ tả trên hình 1.190. Xét tới bậc nhất của 0, các lực phục hỗi là 


Fì = k(Ì+z_— lọ), h› = k(Ù— + — lụ}. 
Các phương trình chuyển động khi đó là 


Mr = hạ ” Fì = -2k+ h 


hoặc 
„ , 2Â 
T+ T18 = (| ¿ (1) 
và - 
ñD= (la ‡ F1).4sin , 
ỏ đây ï = ; A14? và „ được cho bởỏi 


Siním—w) _ sin8 
I+OA+z l+z 


SỈn 2 (TTˆ)smðx ()* 





1 


hoặc 
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nghĩa là 
4k(L - io)(L + A) 
MA 


Phương trình (1) cho ta tần số góc của dao động tuyên tính 


+ q—=U. (2) 


j2) — V Ní z 
Phương trình (2) cho ta tần số góc của dao động quay 


— 4k ip)(L+ A) 
su: - MIA 
Do đỏ các tắn số kiểu đao động chuẩn tắc của các dao động nhỏ là 
G1 W2 
2T` v2, đÊi 


và chuyển động của hai kiểu đao động chuẩn tắc được mồ tả trên hình 1.191. 


k N 


-Œ-C) 


Hinh 1.191 


1217 

Một con quay đỗi xứng đơn giản bao gêm một chiếc đĩa khôi lượng A/ bán 
kính r được gắn ở tâm C của một thanh hình trụ khôi lượng không đáng kể, 
chiều dải ! và bán kinh œ như ở hình 1.192. Con quay xoay với một vận tốc 
góc lớn «() và nó được đặt nghiêng một góc Ø so với phương thẳng đứng trên 
một mặt phẳng nằm ngang cỏ hệ số ma sát nhỏ. Bỏ qua chương động và giả 
thiết rằng trong một chu kì tiên động tốc độ chậm dẳn của /(/) là nhỏ, 

(a) Mô tả toàn bộ chuyển động sau đỏ của con quay. 

(b) Tính tần số góc của sự tiên động (chậm). 

(c) Ước tỉnh thời gian cần thiết trước khi trục của con quay trở nên thẳng 
đừng. 

(ỤC, Berkeley ) 
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Hinh 1.192 


Lời giải: 
(a) Chuyển động của con quay bao chủ yêu gồm ba thành phân sau: 


(1) quay với vận tốc 8Óc + quanh trục dôi xứng của nó, 
(2) một tiễn động chậm Œ quanh trục thẳng đứng gảy ra bởi trọng lực, 


(3) chuyển động của trục đôi xứng dẫn trỏ nên thăng đứng do ảnh hưởng 
mormen quay ma sát. 


(b) Sử dụng hai hệ trục tọa độ với điểm gộc @ như hình 1.192: một hệ 
quy chiêu có định ()rz với trục z hướng thẳng lên trên, và một hệ quy chiêu 
quay (J+/u/z” với trục z” đọc theo trục đổi xửng của con quay và cùng hướng 
như là vận tốc góc quay œ, tại thời điểm xem xét cả trục z và +' đều ở trong 


cùng một mặt phẳng với z và z', Chúng ta cỏ 


(#) =(#) saxr 
dt cô đình , quay 


Với điều kiện vận tốc góc quay . là rắt lớn, xung lượng góc toàn phẫn có thể 
lầy xắp xỉ 

L =— 4k” 
Hơn nữa, vì ¿+ không thay đổi rõ rệt trong một chu kì tiên động Kn )quay “ Ú, 
Chủng ta có 


†L 
( =X⁄0XL ~rc xắtg 
tÍÍ' / cð định 
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VỚI 

€) = Ô(— sin 6,0, cos 0) , 

L = (0,0, 3œ} 


Trong hệ quy chiêu quay, và 


| 
FC —= (o.o, 3) ' 


Ø = ø(sin 0,0, cos 8). 
Trong hệ quy chiều cô định, từ trên ta có 


Ïauu© sìn Ở — 2MIg sin Ở, 


nghĩa là 
_ Ma — lg 
= 2lau " T?u : 
bề | 
lạ = 2Mr? 


(c) Khi trục đôi xứng tạo một góc ổ với phương thẳng đứng, lực ma sát 
ƒ tại điểm tiệp xúc của thanh và mặt đất là xấp xỉ bằng uMg. Thực sự chỉ 
có mép bên trái ở phía cuỗi của thanh là tiếp xúc với mặt đất. Lực ma sát có 
hướng ngược với vận tóc trượt của điểm tiếp xúc và có hướng như mô tả trên 
hình 1.192. Lực này gây ta một gia tốc của khôi tâm Œ của con quay và tại 
cùng thời điểm đó nó tạo ra một momen quay xung quanh Œ. Bỏ qua mọi điều 
kiện đặc biệt của thanh, chúng ta có thể lầy momen quay xung quanh Œ xấp 
xilà 


Lý 
T7 HÀÁg- nh) 


Momen quay này làm thay đổi độ lớn của góc 9 và là nguyên nhân làm cho 
trục đôi xứng của con quay dân trở nên thẳng đứng, 

Khi trục là thẳng đứng, đầu cuôỗi của thanh cuỗi cùng tiếp xúc với mặt đất, 
do đó lực ma sát được phân bố đổi xứng. Tổng momen quay quanh C gây bởi 
lực ma sát lúc này bằng 0. Thực tế momen quay của lực ma sát đôi với trục z/ 
(quan hệ với thành phần z' của L) không cùng biên mật, nhưng khi thanh là 
quá mảnh thì momen quay là rất nhỏ và khiến cho œ chỉ giảm chậm. Chúng 
ta có gần dúng đôi với momen quay ma sát 


đLơ 1 
g7 = nHMgj 
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nghĩa là 
—813¿ — 2uMgi 
hoặc 
__... 
r2 ` 


lầy tích phân ta được 


0 „2 m7 
L= -Í CN S8 
 Hụi Lại 
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Một con quay đôi xứng nặng với một điểm có định đang tiên động với một 
vận tốc góc ổn định {9 xung quanh trục thẳng đứng z. Góc quay œ“ nhỏ nhất 
đỗi với trục đôi xứng z” của nó bằng bao nhiêu (z“ nghiêng một góc Ø so với 
trục z)? Con quay có khôi lượng rr và trọng tâm của nó ở độ cao h so với điểm 
có định. Sử dụng các hệ quy chiều trong hình 1.193, tại thời điểm xem xét các 
trục z, :', z và 3“ ở trong cùng một mặt phẳng và giả thiết rằng 7¡ = /¿. 

| (SUNY, Bufƒalo ) 


ử 
ch 


z * 





Hình 1.193 


Lời giải: 
Tham khảo định nghĩa về góc Euler trong bài tập 1212, momen gây ra bởi 
trọng lực là theo hướng vuông góc với mặt phẳng zz và trong hệ quy chiều 


h7 


quay Oz'z'được gắn với con quay có các thành phần 


rrrgh sìn Ö sìn ựx rrigh sm  c0s tỷ, Ũ. 
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———————-—\--— cần. So... seo SA ———ễ—EEEễFƑ—~———— 





Đôi với /\ = 7¿, các phương trình Euler, áp dụng trong hệ quy chiều quay là 


Tư — (Thị — 1a)áy2: = mạh sin ổ sẵn Ù , 
hưu — (lạ — ]q)(J+r;: —= Tngh si Ø cOs Ở , 
Ïq„„ =0. 


^ˆ , ˆ .Ã , ⁄ ` Pị 
Vectơ vận tốc góc œ trong hệ quy chiêu quay có các thành phần 
—œsìn 8cos , q2 sìn Ø sin , @C€OS ÿ + Ụ 


vì Ð = 0. Do đó viết O theo ¿ và chú ý rằng ¿ = 0 đổi với tiễn động ổn định 
phương trình Eurle thứ nhật trở thành 


Q2(1 — 14) cos0 — Qạj + mgh = 0, 
từ đó cho 


TT Ốc cáo 
lo IạQ 


E 
| 


Tuy nhiên để O là thực chúng ta cần 
122 — 4(Tị — la)mghcos0 >0. 


hoặc 


V4(h ~ lạ)mgh cos 9. 


1219 


` *ˆ ¿ $3 1` ^ ` ˆ + LÊ. ~ xẤ + h , 
Trò chơi “Jack” là một trò chơi được chơi với những miệng kím loại, chúng 
có thể được xắp xỉ bởi sáu khôi trên các trục trực giao, các trục có chiều dài ¡ 
và tổng khỏi lượng là A7, như mô tả trên hình 1.194 


(a) Nêu bạn quay Jack xung quanh một trục, sao cho có một tiên động ổn 
định xung quanh trục thẳng đứng, (hình 1.195) thì hãy cho biết mỗi quan hệ 
giữa vận tộc quay s, tốc độ tiên động và góc 0 giữa trục thẳng đứng và trục 
quay của Jack? 

(b) Vận tốc quay phải bằng bao nhiêu để Jack quay ổn định xung quanh 
trục thắng đứng (nghĩa là Ø = 0)? 

(Princeton ) 
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z 
+ ụ ' 
S “3s 
Nhin từ Nhin tử I 
mãi bên trên xuống 0 
Hinh 1.194 Hình 1.195 


Lời giải: 
Sử dụng hệ quy chiều cô định ()z„: và hệ quy chiêu quay Oxz như 
trong bai 1212, với () là điểm tiếp XÚC VỚI mặt đất và hệ quy chiều quay gắn 


với Jack. Trục z đọc theo phương thẳng đứng vả trục z' là dọc theo trục quay 
như ở hinh 1.195, Momen quản tính đôi với các trục z', / và :? là 


Hị = lạ — 4ml? + 6ml” = 10ml2, 
lạ = 4ml° : 


: ¬.:': 
VỚI !rị == s 


(a) trong hệ quy chiêu quay, momen gây ra bởi trọng lực có các thành 
phân 
6m af sìn Ø si t1, ĐrrmgÏ Sàn  CÓS tự, U, 


` - kì # , ˆ . h. 
va vận tốc góc ¿' có các thanh phần 
É si t — v2sin  COS t*, CON! + 225 SH tt, U\ | g2COSỮ. 


các phương trình Euler khi đó cho 


3g... : 
TH... kì SII  SÌH tt, (1) 
Ỏ 
5ốy + z4 = TC SH CÓSỞ, (2) 
4„. = Á ‹ 


Phương trình cuỗi cùng cho 
ty: tỳ + v COS Ø = ý +Ê)cosØ = Constant. 


ở đây Ö là tốc độ tiên động. 
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(b) Nêu trục quay là gắn thắng đứng, Ø ~ 0 và chúng ta lẫy xắp xỉ sin 8 = 8, 
cos Ø = 1. Khi đó sint x (1) † cós ứ' x (2) cho bởi 


5Ø + C +1) DI T) 0=0 
với {1 — ¿, s = . Do đó để sự quay là ổn định tại Ø = 0 chúng ta cẩn 
30x - 30ˆ _ 5% 
hoặc 
đ€) dụ 


2. 9/Q` 
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Một mảy bay cảnh quạt bay theo vòng tròn, ngược chiều kim đồng hồ nêu 
nhìn từ trên xuông với vận tốc góc không đổi v đôi với một hệ quy chiêu quán 
tính. Bộ cảnh quạt của nỏ quay với vận tốc góc không đổi dụ /dt và theo phi 
công là cùng chiêu kim đồng hồ. 

(a) Đôi với bộ cánh quạt phẳng và gỏm bốn cảnh, hãy cho biết mỗi quan 
hệ giữa các momen quản tỉnh? 

(b) Tìm độ lớn và phương của mmomen quay mà các ổ trục phải tác dụng 
lên trục cánh quạt để giư cho máy bay bay vòng thăng bằng. 

(ÚC, Berkeley ) 


z 
gt 
(15% 
ọ . 
Ỳ 
o0 ọ ụ 
“ý 
' VƯỢT VÀ 


Hình 1.196 
Lời giải: 
(a) Đặt hệ tọa độ có định @Ozz ở vị trí tức thời tại tâm của cánh quạt với 
trục :z theo phương thẳng đứng và một hề quy chiêu quay Oz'z' cô định ỏ 
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cánh quạt sao cho trục zˆ dọc theo trục quay và trục z/ là dọc theo một là cánh 
quạt, trục z lẫy trùng với trục z' ở thời điểm đang xét như ở hình 1.196. Các 
trục tọa độ quay khi đó là các trục chính với các momen quán tính. 


lạ=lạ= 1, 


và theo định lý trục vuông góc ta có 7¡ = 27. Trong hệ quy chiêu quay vận tốc 
góc có các thành phân 


tÒ, Xx5m ủ, XCOS Ủ , 
ở dây  = í. Các phương trình Euler của chuyển động 
hờ — (lạ — Ta): = MỤ , 
Iybw — (Tạ — hp = Mự, 
lab„ — (h — laXuauy = Mụ 
Khi đó đôi với momen MI tác động lên trục cánh quạt sẽ cho 
M„ =0, 
vì  = hằng số và Tạ = lạ, 
My = 2Ï)x cos(0È) „ 
M: = —2lụx sm(0Ð) ; 


đo x = hằng số. Từ đó 
M = 2l¿x 
và vì 
M„:= 0, 
. My = Mcos, 
Mu: = —M sìn ĐC 


M ở trong mặt phẳng của bộ cánh quạt và có hướng dọc theo trục ¿ của hệ 
quy chiều có định. 


1221 


Một quả cầu hoàn toàn đồng chất có đường kính 20 cm, mật độ 5 g/cmÖ 
đang quay tự do trong không gian ở 1 vg⁄s. Một con bọ thông minh nặng 
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10 3 ø ở trong một ngôi nhà không khỏi lượng, ngôi nhà đặt trên bề mặt của 
quả cầu ở một cực quay, như hình 1.197. Con bọ quyết định dịch chuyển xích 
đạo tới ngôi nhà bằng cách đi bộ nhanh tới vĩ độ 45° và đợi một khoảng thời 
gian thích hợp. Nó sẽ phải đợi bao nhiêu lâu? Hãy chỉ ra tại sao bạn có được 
câu trả lời. 
Lưu ý rằng: bỏ qua tiên động nhỏ gắn với chuyển động của con bọ trên bề mặt 
của quả câu. 

(Princetort ) 





Hình 1.197 Hinh 1.198 
Lời giải: 

Sau khi con bọ di chuyển tới vị trí vĩ độ 45", thì vận tốc góc œ không còn 
trùng với trục chính của hệ thông nữa. Điều này làm cho quả cầu tiễn động. Vì 
khôi lượng của con bọ là rất nhỏ so với quả câu, khỗi tâm của hệ có thể được 
lầy ở tâm của quả cầu (2. Sử dụng hệ tọa độ cô định (2rz với trục z đọc theo 
phương ban đâu của œ và một hê quy chiều quay @z”z' gắn với quả câu với 
trục :” đi qua vị trí mởi của con bọ, với các trục r và z' nằm trong cùng mặt 
phẳng với trục z và :” tại ? - 0 như trên hình 1.198. Vì hệ ở trong không gian 
tự do nền không cỏ ngoại lực. Chúng ta giả thiết rằng con bọ dịch chuyển tới 
vị trí mới nhanh tới mức w vẫn giữ nguyên tại thời điểm t = 0 cũng như dỗi 
với ? < t0. 

Các trục quay là các trục chính mới. Giả sử các momen quán tính tương 
ứng là /\, ƒ¿ và í¿ với 1 = !;¿ do đôi xứng. Vậy các phương trình Euler là 


lưu œ 1ì = Ïä )Jvr2! = Đề (1) 
lu (lạ Ta: =U, (2) 
Ïq¿„. =U. (3) 


Phương trình (3) chỉ ra răng 


-.x! — hãng SỐ —. (JIyz: P 
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Các phương trình (2) và (3) khi đó cho ta 
Ø„ + O2 = 
VỚI €) — ah | œo;:. Nghiệm của nó là 
uy: = Acos(Of + d), 
ở đây 4 và ¿ là các hằng số. Khí đó phương trình (2) cho 
ằœ„¿ = Ásin(Ôf +2). 


Ở thời điểm ban đầu, các thành phân của œ trong hệ quy chiếu quay là 
Ẳ} 


œ) 
202 — —VƯ?' Uy, — 0, 0z! — 2 ˆ 
Chúng cho ta 


AÄ = —., =“. 

E- VÀ 
Do đó ở thời điểm £, œ có các thành phần 

ứ) 

Ly; — -— COS(Q£ + 7), 

+ V2 ( ) 
= sin(Ôýf + 7) 

tụ — =8 7} y 
v2 
U) 

UJy' —= —= - 

“W2 


ˆ 53 ^ # ` ` À kụ À ` ^ ` \ ˆ H 
Như vậy, cả độ lớn và thành phản z/ của «› đều là không đổi và vectơ vận tốc 
góc œ mô tả một hình nón trong vật rắn với trục dọc theo trục z/. Nói cách 
khác, œ tiên động xung quanh trục z/ với một tôc độ góc 
' me ði 
ñ 


&} 


v2- 
để đường xích đạo ở vị trí ngôi nhà của con bọ thì vận tốc góc œ phải ở nửa 
đường giữa các trục zˆ và z”, nghĩa là 


€Q)= 


























TẾ œ) 
x.——. œ„ = Ô, “y =8" 
Điều này nghĩa là ©¿ — z~, hoặc thời gian cần thiết là 
In V2 h . V27 2MHR? 
Q_ œ lh-h|` œ 5mR2 
2V2m /4 4v2 : 
Ks ái -mrRẺp = *V 2 vTUẾ = 6 x 105, 
O7 \ 3 s 


2-TMG CƠ HỌC 
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1222 
Một thanh nằm ngang có khói lượng m độ dài 2a. Hai đầu của nỏ được 
treo băng hai sợi dây song song có độ dài 2+. Thanh này đột nhiên bị tác động 
một vận tốc góc „ quanh trục thắng đứng qua tầm của nỏ. Hãy tỉnh 
(a) khoảng éách h mà thanh sẽ nâng lên, 
(b) độ tăng lực căng ban đầu của mỗi sợi dây. 
(Wisconsin ) 





--_-?g —. 


Iiinh 1.199 
Lời giải: 


Sử dụng một hệ tọa độ có định với gốc ở tâm của thanh, trục z theo phương 
thăng đứng và trục r dọc theo phương ban đầu của thanh, như hình 1199. 


(a) Chọn mặt phẳng z; như là mức chuẩn cho thế năng. Cø năng toản 
phần của thanh tại thời điểm ! - 0 khi nỏ vừa bị tác động một vận tốc góc ¿¿ 


là 

Mi. 
„11g u) 
Tự —= : 


— ] 
ế: T 





vì J— ra, Khi thanh ở vị trï cao nhất , nó chỉ có thế năng mụọh. Theo định 
luật bao toàn năng lượng ta có 


rri,. — Ân Ỷ 
(œ}Ì , 
6 


hoặc 
"IẾP- 





l = —. 
b 
(b) Do đói xứng, thanh sẽ luôn luôn nằm ngang trong quả trình chuyển 
động khi nỏ quay xung quanh trục z. Giả sử tại thời điểm í thanh ở độ cao z 
và nỏ tạo với trục z một góc 6. Giả thiết các sợi đây là không bị giãn và khoảnz 
cách giữa kiểu treo 41 và điểm cuỗi 4 của thanh là không đổi. Tọa độ của 4 
và .41 tương ứng là (a cosØ, œ sin 8, z} và (a.0,2u). Như vậy 


œ°(1 — cosØ)°+ a°®sin°Ø +(2œ  z)= 4a?, 
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nghĩa là 
z2 — 4az + 2ø?(1— cos8) = 0. 
Đạo hàm hai lần theo thời gian chúng ta thu được 
¿? + zš ~ 2a + a8 sin 9 + a28”cos 9 = 0, 
hoặc 
| 


Tá [#2 + a2Øsin 8 + a^8? cos 0}. 
AÑ: — š 





Ởr— 0,Ø—=0,z=0,¿=0,8 =u, chúng ta có š = 5au2. Như vậy lực tác 
dụng thắng đứng lên thanh tăng một lượng mz = smau”. Do nó được treo 
bằng hai sợi dây tương đương nên độ tăng lực căng trên mỗi dây là 

| Ï. 


/À = 2 m2 —= S (4 2à 


1223 

Một thanh đồng chất chiều dài 2a và khối lượng AM bị quay với vận tốc 
góc không đổi ¿¿ trong một vòng tròn năm ngang có tâm là B và bán kính ö. 
Thanh có khớp nỗi ở A sao cho nó chỉ có thể địch chuyển tự do trong mặt 
phẳng thăng đứng chứa nó. Góc giữa phương thăng đứng và thanh là Ø như 
hình 1.200. Lực trọng trường của quả đất là theo phương thắng đứng. 

(a) Tính động năng và thê năng của thanh theo 0, 6 và œ. 

'{b) Tìm biểu thức tổng quát cho các vị trí cân bằng có thể của thanh. 

(c) Giải biểu thức tìm được ở mục (b) bằng phương pháp đồ thị để tìm các 

2 ^ v 7, r Ả 1= ` 

vị tri cân băng trong các góc phân tư ở giữa Ù và 27. 

(d) Vị trí cân bằng nào là ổn định? Không ổn định? Với mỗi góc phần tư ở 
các vị trí cân bằng tổn tại phụ thuộc vào các thông số œ, b và z như thê nào? 

(e) Với mỗi góc phần tư 9 hãy vẽ giản đồ lực để kiểm tra định tính sự tồn 
tại và bản chât của các vị trí cần bằng. 

(MIT) 

Lời giải: 

Sử dụng hệ trục Óz”/z' với gộc Ó trùng với #, trục z“ dọc theo trục quay 


2 ^ Ầ 7 ` › . k} R} ⁄ , ` 
của vận tôc góc u và trục z“ ở trong mặt phăng thằng đứng chứa trục z và 
thanh. 
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Hinh 1.200 Hình 1.201 


(a) Trong hệ quy chiều quay động năng của hệ là 


T= 21A" = : ma? :ŠP = “tàn 


242 
0“. 
Š 


Thể năng bao gồm hai phần, thế năng ly tâm và thể năng hập dẫn. Trong hẻ 

quy chiêu quay, lực Ìy tâm tưởng tượng rr⁄¿22+z' phải được đưa vào trên mọi 

điểm khôi lượng m, tương ứng thê nắng là — 3mz'2„2. Với toàn hệ thê năng ly 

tâm tưởng tưởng đó là - 1Ì”, ỏ đây 1„: — a1na° sin” Ø + ru(b + œsin 8)°. Vì 
Ạ _ ( ˆ ` “ ˆ 

thẻ nấng hãp dân là møa cos Ø, chúng ta có 


1 Ts§u HÀ. ‹ 
TIẾT aïn lạ sin” Ø + (b + asin 07] 2 + 1rga c0s Ô. 


(b) Để cân bằng, É- = 0D, nó cho ta phương trình cho các vị trí cân bằng 
có thể của thanh 


4 . 
—TTiư ( ạasin0) ‹*COSỦ — rnua sìin 9 = (l, 


hoặc 


q2 /b 4 
từ =—— | — + -anÖÐ]1.. 
8 g (+mm ) 


(c) Giả sử về trải trong phương trình trên là ƒ¡ và về phải là ƒ¿ và chúng 
được vẽ như các đường cong trên hình 1.201. Các vị trí cân bằng được cho bởi 
các điểm giao nhau trên để thị. Có thể thầy rằng vị trí cân bằng xảy ra trong 
các góc phản tư thứ hai và phần tư thử tư của 9. Trong góc phần tư thử ba, 
¡ = tgớ là dương, và 
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vì sin Ø là âm. Ta thầy rằng chỉ khi ƒ; là dương và đủ lớn có thể có một hoặc 
hai vị trí cân bằng, các trường hợp khác sẽ không có vị trí cân bằng. 
(d) Để vị trí cân bằng là ổn định chúng ta cần 
d^V 
282 > Ủ 
ỏ vị trí đó. Vì 


dV 


E71 = —mw? (5+ aasin 0) a COs Ở — nga sìn 8 , 


, Ẳ 
chúng ta cần 


d?V 
E3 Sau 2 ma2/2(cos2 8 — sìn? 8)+ mobu¿2 sìn 8 — rrngo cos 8 
_) 
= —_ (sa. sin Øtg29 + bu?tg?Ø + ba2) 
I1) 


à 
na cos“ 6 3 2 
= ———(-gt bu) 
nn (—øtg”Ø + b„“) > 0 
để vị trí cần bằng Ø là ổn định. 


Khi 9 ở góc phân tư thứ hai [š; z], vì sin Ø > 0, tgØ < 0, chúng ta có 


d?V 


202 >0 


và cân bằng là ổn định. 
Khi Ø ở góc phần tư thứ tư [$*., 2], as sìn đ < 0, tgØ < 0, chúng ta có 


d2V 


a2 <Ö 


và cân băng là không ổn định. 
Khi 6 là ở góc phân tư thứ ba {m, 3*], chúng ta viết 


dˆV s— tu cos28 (4 
d62 sin 8 


q06” sin 0tg2Ø + bu? sec? 0) 


2 


mưư? (4. a Ta) S -4swe 20 
= “a£in 0d) ce b— ~al sẵn 6 
mi (asn9ø+b) = =Tn (b~ sa|snđ/) 








CÓ 2 





In lít, 


Hinh 1.202 


vì siuØ < ú. Khi đó nêu  < 3| gìn Ø|”, cân bằng là ổn dinh và nêu ð > 
1| sản 6J*, thì cần bằng là không ổn định. 

(e) Giản đỏ lực cho mỗi trường họp cân bằng được mô tả trong hình 1.202, 
trong đó (¡), (H), (ii) tương ưng vÓI các gọc phần tư thử hai, ba và bốn, với 
7 và Ƒ kí hiệu tựa do bản lẻ và lực ly tảm tưởng tượng. Xét độ lệch nhỏ ä/ 
khỏi vì trí cần bằng chúng ta thấy rằng (¡) là bến còn (ii) là không bên, trong 
trường hợp (¡Ù tình huông là khá phức tạp. Việc cân bằng hay khỏng cần bằng 
ở đầy là phụ thuộc vào các giả trị tưởng đôi của tham só. 


4. ĐỘNG LỰC HỌC CỦA CÁC VẬT BIÊN DẠNG ĐƯỢC (1224 1272) 


1224 
Một sợi dây bị kéo căng giữa hai giá đd cứng cách nhau 100cm. Trong dải 
tan số giữa 100 và 350 Hz chỉ có các giả trị 160, 240, 320 Hz là có thể bị kích 
thích. Hãy cho biết bước sóng của mỗi kiểu dao động? 
(Wconstn ) 
Lời giải: 
Khi hai dâu của đây bị cô định chúng ta có nñÀ = 27., ở đây 7. là độ dài của 


sợi đây và ø là một số nguyên. Cho bước sóng ứng với các tân sô 160, 240, 
320 H1z tương ứng là Àu, À¡, À¿. Khi đỏ 


TrẦb —~ m= + ]}2At — tr + 2)À¿ = 200, 
IB6Ö^Àg = 240^Àn _= 32ÙÀ2 . 
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Như vậy m = 2, và 


Àp — 100 cm, Ài¡ = 67 cm, À3 = 50 cm. 


1225 
(a) Việt phương trình liên hệ tẳn số cơ bản của một sợi dây với các tính 
chất vật ly và hình học của sợi dây. 
(b) Bạn hãy rút ra kết quả từ các phương trình Newton bằng cách phân 
tích những øi xảy ra đôi với một đoạn nhỏ của sợi dây. 
(WIsconsin } 





Eimh 1.203 


Lời giải: 
(a) Giả sử „: là tần số cơ bản của một sợi đây có độ dài !, mật độ tuyến tỉnh 
ø và lực căng #'. Phương trình liên hệ £'¡ và ø là 


= 


ME: 
| \ h 


(b) Xét một đoạn nhỏ ^! của sợi dây dọc theo phương + chịu các dao động 
nhỏ và coi #1, F¿ là các lực căng ở hai đầu, như hình 1.203. Với đao động nhỏ, 
0 = 0 và A4 là lượng nhỏ bậc hai. Hơn nữa vì không có chuyển động của r, 
chúng ta có thể lây thành phần r của lực trên đoạn AI là bằng 0. Do đó 


tạ = Facos(+ A0)— Ficos8 
(Fạ —- Fì)cos — FạA0 sìn Ð 
Fạ—Ftậ—D, 


ù 


h 
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hoặc #2  #). Khi đó 





fy = Fsin(Ø + A9) — F'sin ổ + r°S “A0 
= FƑcos 0S Az = FS—Aa 
Đôi với góc 6 nhỏ, 
dụ d8 _ đy 
` dx` dx  dz2 ` 
và phương trình trên trở thành 
ôŠu _ „8Š 
oAi Dâm F 3 s^#z 
theo định luật hai Newton. Vì A! ~ Az, điều đó cho 
0 pô2y _- 
öz2  FØ2 - 


U = =.. 


Đói với kiểu dao động cơ bản trong một sợi dây chiều dài ? với hai đầu được 
gắn có định, bước sóng À được cho bởi ‡ = À/2. Do đó tân số góc cơ bản là 


1226 
Một sợi dây đàn viôlông có độ đài Z và coi là cô định chắc ở cả hai đấu. 
Âm cơ bản của sợi đây hở có tần số là ƒạ. Người nghệ sĩ kéo vĩ trên sợi dây 
đàn ở vị trí L/4 kể từ một đâu của sợi đây và chạm nhẹ ở điểm giữa. 
(a) Trong những điều kiện này, tần số thập nhất người nghệ sĩ có thể kịch 
thích dây đàn là bao nhiêu? Phác họa hình dáng của sợi đầy. 
(b) Với những điều kiền này, tần số của họa âm cao thứ nhất là bao nhiêu? 
(Wisconsrn ) 
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Hinh 1.204 


Lời giải: 

(a) Với sợi dây đàn hở, bước sóng Ao tương ứng với tần số cơ bản ƒo được 
cho bởi Ào/2 = _. Khi người nghệ sĩ kéo vĩ ở vị trí L/4 từ một đầu dây và chạm 
vào dây đàn ở vị trí r/2, điểm trước là nút sóng còn điểm thứ hai là bụng sóng 
do đó Ào = L. Do đó, sợi dây đàn có dạng như hình 1.204 và ƒo œ 1/^Aa, tân 
số cơ bản là 2ƒa. 

(b) Tân số của họa âm cao thứ nhất 4ƒa. 


1227 


Một sợi dây đàn ghita có chiều đài 80 em và tân số cơ bản là 400 Hz. Trong 
kiểu đao động cơ bản của nó thì độ dịch chuyển lớn nhất ở chính giữa là 2 cm. 
Nếu lực căng của sợi đây là 108 đyn, thì cực đại của thành phần lực ở điểm 
tựa cuỗi, vôn vuông góc với vị trí cân bằng của sợi đây đàn là bao nhiêu? 

(Wisconstn ) 





Hình 1.205 


Lời giải: 

Sử dụng hệ tọa độ Descartes với trục z đọc theo vị trí cân bằng của sợi dây 
và gốc đặt ở một trong các điểm cuỗi của nó. Khi đó hai đầu cô định tại các vị 
trí x = ÔÖ Và z = ỉ = 80 cm, như hình 1.205. Tại z = 0, thành phần ụ của lực 
tác dụng lên điểm tựa là 


: ởy 
£U/= 5i(BUDIE IS tt: Hi Tài: : 
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ở đây 7' là lực căng trên sợi dây. Sợi dây đàn có đạng hình sin 


1 —= 1oSII là { — _)| 
D) 





mà nà » TIN Ầ 
VỚI u = “'*# = 2 = fS, uọ = 2 cm. Như vậy 
2 8 (ei no } cm. 
= 2ãin |ư‡ — —— 
° 80 
Do đó ở z =0, 
27 
„=— cos (£) 
và 
TỶ 


Fan Pin 7,85 x 10! đyn. 
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Một sóng hình sin truyền theo phương ngang trên một sơi dây bị kéo căng 
có khôi lượng trên đơn vị độ dài ø, có tần sô u và vận tốc sóng là e. Biên độ 
cực đại là ọ, ở đây o < À. Sóng truyền theo chiều tăng của z. 


(a) Việt biểu thức của biên độ y như hàm của ¿ và z, ở đây z là khoảng 
cách do dọc theo đây. 

(b) Mật độ năng lượng (năng lượng/đơn vị độ đài) là bao nhiều? 

(c) Cho biết công suất truyền dọc theo đây? 

(đ) Nêu sóng được tạo bởi một thiết bị cơ học ở điểm z = 0, tìm lực ngang 
Fu(†) tác dụng lên sợi dây. 

(Wisconsrri ) 

Lời giải: 

(a)  = 2o sìn [¿ (t— $)]. | 

(b) Mọi điểm sóng truyền qua đều tham gia chuyển động điểu hòa đơn 
giản. Xem xét một phần tử của dây từ z tới z + Az. Cơ năng của phần tử này 
là tổng của động năng và thê năng và là một hằng số bằng cực đại động năng 


của phân tử này. Vì 
: T 
Ụ —= u)Uo COS lư ứ = ¬)| : 
C 
vận tốc đao động cực đại của phần tử là so và cơ năng toàn phân của nó là 


1 : l 
am : ¿“1q = n0 22A. 
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Do đó năng lượng trên đơn vị độ dài của dây là 
¬~: 
k= 22,2” Vũ 


(c) Vì sóng truyền ở vận tốc e, năng lượng truyền qua một điểm trên sợi 
dây ở thời điểm ¿ là Ec:. Do đó công suất được truyền là 


2 pos vì ' 
(d) Lực căng 7' của sợi dây được cho bởi e = VỆ (bài tập 1225). Lực 

ngang do thiết bị cơ học tác động lên dây ở vị trí z = 0 là (bài tập 1227) 

ỡu 


tụữf)= —T (5) = Ø©€uJ0 COS(Uf). 
S#-ø=0 


1229 _ 


Một sợi dây đàn viôlông có chiều đài 0,5 m và có tân số cơ bản là 200 Hz. 


(a) Cho biết tốc độ của một xung ngang truyền trên sợi dây này? 
(b) Hãy vẽ dạng của xung ở thời điểm trước và sau phản xạ ở một đầu sợi 
đầy. 
(c) Hãy vẽ phác họa hình dạng của sợi dây trong hai kiểu đao động bậc 
cao hơn tiếp theo và cho biết tần số của mỗi kiểu dao động. 
(Wisconsrm ) 


Trước phản xạ 
HănG Ngàn bơ, Í\q : Ä&00 Hz 
` 
~—~"»< -7“~~`> f2a:600Hz 
Sau phán xạ 


Hình 1.206 Hình 1.207 
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Lời giải: 
(a) Với một sợi dây có độ dài ! bị gắn chặt ở hai đâu, thì bước sóng A của 
kiểu dao động cơ bản được cho bởi À/2 — !. Từ đó 
U = À = 2Ì = 2x 0,5 x 200 = 200 m/. 
(b) Hình 1.206 cho ta hình dạng của một xung trước và sau khi phản xạ 
từ một đầu sợi đây. 


(c) Các tần số của hai kiểu dao động bậc cao hơn tiếp theo là 400 Hz và 
600 Hz. Hình dạng tương ứng của sợi dây được mô tả trên hình 1.207. 
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Một sợi dây đàn píano có chiều đài / được cô định hai đầu. Sợi dây có mật 
độ khôi lượng tuyến tính ø và lực căng 7. 

(a) Tìm các nghiệm được phép cho dao động của sợi dây. Các tần số và 
bước sóng cho phép của sợi dây là bao nhiêu? 

(b) Ở thời điểm + = 0 tại điểm giữa sợi dây bị kéo ra một khoảng cách s so 
với vị trí cân băng, do đó nó tạo thành một tam giác cân. Sau đó sợi dây được 
thả ra (s < !, xem hình 1.208). Tìm chuyển động tiếp theo của sợi dây bằng 
phương pháp phân tích Fourier. 

(Columbia ) 





Hinh 1.208 


Lời giải: 
(a) Dao động của sợi dây được mô tả bởi phương trình sóng (bài toán 
1225) 
ðu sô? —ọ 
8x Tô2 `} 
theo các điều kiện 
1(0,£) = u(b®) =0 
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đối với tất cả ‡. Giả sử 
1(z,t) = X() A0) 


và từ trên ta thu được 

1d2X _ ø đ?2A 

X dz2 TA d2 ` 
Vì về trải của phương trình chỉ phụ thuộc vào z và về phải chỉ phụ thuộc vào 
¿ nên mỗi về phải bằng một hằng số; giả sử nó là —k2. Khi đó chúng ta có các 
phương trình ví phần thường 


2 
CS +RPX =0, 
+ 


đ?A 
Em + 2kÝA — Ö ' 


À 4A =- T 
ö đầy  —= pH 


Nghiệm của các phương trình trên tương ứng là 


X(z) = c\ cos(kz) + cạsin(kz) , 
A(t) = bì cos(uÉt) + bạ sn(0kf) . 


Với điều kiện biên X (0) = X(I) = 0, chúng ta có 
Œ] = 0, C2 sìin(kÌ) =0. 


Vì cả c¡ và cạ không thể bằng 0 (nêu không z(z,?) phải đồng nhật bằng 0), 
chúng ta phải chọn sin(ki) = 0 hoặc 


kÌ = Tư, IS: 1/2; yyk 
Như vậy nghiệm tổng quát được phép là 


œO 
‡ ` 
(+,È) = » |4, COS k ) + #„sin )| §in (TT) 


n=Ì 








ở đây ta đã thay các hằng số tích phân be; bởi A„ và bạc; bởi B„ với n là số 
nguyên. Môi số hạng trong nghiệm tổng quát là một nghiệm được phép tương 
ứng v ới một kiểu dao động cho phép. Chu kì đổi với kiểu dao động thứ ¡ 
được cho bởi 

T7TU 

=šx. nh 27 $ 


Ỉ 
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Ẳ Ấ ` 
tân số la 


: n nịT 
= = —†) — 
Ta j0) 2I 
và bước sóng là 
Âu m= c = sở : 
L2 y. 





-n 
x ÌlÌ—x 5 
điều kiện ban đầu là 
Ỉ 
s2 đốivổi 7 0<xz<-, 
Ỉ 2 
1(~,0) = 2s( — ) : : , 


Hơn nữa, ban đầu sợi dây ở trạng thái nghỉ, bởi vậy 


Øy " 
(0), Bo 


Từ đó 


và 4„ được cho bởi 





(z,0) =4, sin (TT) 


Nhân cả 2 về với sin(mzz /n và lây tích phân từ 0 tới / 
[ va sin (TT— =} dz =3 Ƒ sin (TT) sín T) d+ 
= Am [ sa? (TE)á: 


T 
-_mÍ sin? để = = Ami 
"J0 
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Từ đó 





Ỹ ƒ z sìn (TT) 8+2 | ụ — T) sin (TT) Ẫ 


= me sin () : 


ta đã sử dụng các công thức 





= | 
Ỉ sin(m+z) sin(nz)d+ = 2 TỒmn 
0 
_ + 
| zsn(az)dz = -—sS8in(øz) — — cos(ø+z) . 
0 ) 


2 


Như vậy chuyển động của sợi dây được mô tả bởi 
— 8a TT n.TUÝ T21 
#j\1 y6) = »` TC sin (S) COS ) sín (TT) 
n=] 
VỚI 1 = V- 
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Một lò xo ở trạng thái nghỉ có độ đài X, hệ số đàn hồi k và khôi lượng rn. 
Một đầu nó được gắn cô định, đầu còn lại gắn với một vật nặng có khôi lượng 
Mĩ. Vật Mí chuyên động không ma sát theo phương ngang trên bề mặt. 

(a) Viết phương trình sóng đối với đao động theo phương đọc của hệ này. 

(b) Tìm tần số của kiểu dao động thắp nhất theo khôi lượng trong trường 
hợp khi A⁄ và k là hữu hạn và mm < AM. 

(Primceton ) 
Lời giải: 

(a) Đặt trục z dọc theo chiều dài lò xo với góc ở đầu bị gắn cô dịnh vào 
giá. Xem xét một đoạn Az trong khoảng từ z tới z + Az như hình 1.209. Lúc 
đó, khi A/ dịch chuyển về phía phải thì điểm z dịch chuyển tới z + £ và điểm 
z + A+ dịch chuyển tới z + Az + £ + A£ như hình 1.210. 
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0 : | ———~*> * 


x xeÄx 


Hình 1.209 


Ô dj ——>x 
xeỆ - X⁄<Ax-ÉsAE 


Hình 1.210 


Coi ơ là suất Young của lò xo. Lực phục hồi #' được cho bởi Ƒ' = aơA1/1, ở 
đây ø là diện tích tiết diện của lò xo và A//! là độ đãn trên đơn vị độ dài. Viết 
Ko thay cho aơ. Lực tổng hợp lên đoạn đang xét là 


—— Ø% Ö€ 
ñ xi2Àz hạ ¬ t# ) to (5), 3 


mà theo định luật hai Newton nó bằng øAz (ô”£/ 61?) ø là khôi lượng trên 
đơn vị độ dài của lò xo, giả thiết không đối đôi với các độ dãn nhỏ. Bởi vậy 


(E) ~: (ố),..„ - (BÉ), — kụ (26). 


ôt2 0 Az 0 ôz? 
hoặc 
2% m 6% 
8z? Koex 82 " 


Dây là phương trình lan truyền sóng dọc theo lò xo và cho vận tốc truyền là 


Mi 
m 7n 


do k = Ko/X theo định nghĩa. 
(b) Thử một nghiệm 





€(z,f) = §o(Z) cos(†‡ + 0) ; 
ở đây ằ, ¿ là các hằng sô. Thay chúng vào phương trình sóng ta được 


”£u 


()xˆ 





+ K?£q=0, 
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ỏ đây 
Tnuu? J2 


_ KaX 2` 





K}Q 
Nghiệm tổng quát của nó là 
&o = Ásin(Kz) + Bcoa(Kz) , 


A, B là các hằng số tích phân. Điều kiện biên £o = 0 ở z = 0 cho 8 = 0. Từ 
định luật Newton hai chúng ta có 


đ€@\ Øẹ 
(ấn), =T (ấn) ' 


m, 
` Z “3. D ⁄ ./ °.. 3 ^^ y ⁄ / À £ ^ 
mà có thể giải để đưa ra các giá trị của X, và từ đó rút ra các tân sô dao động 

của lồ xo. 


hoặc 


Đôi với m < M và tẳn số thập nhất, tg(K X) ~ KX và phương trình trên 
trở thành 
uU°m, 
k 
từ đó cho tần số góc thập nhất là 


~4 
~~ 


Trì 

M kị 
k 

(} — _— 

M 

Lưu ý rằng đây chính là tân số đao động của một đao động tử bao gồm 


một lò xo khối lượng không đáng kể, hằng sô lực k với một đầu được gắn chặt 
và một đầu kia gắn với vật có khôi lượng AM. 


Để thu được nghiệm gần đúng chính xác hơn, ta khai triển 


tg(KX) = KX + 2(KX) . 


` 2 ^ LÀ LÁ À . + , , r 
và chỉ quan tâm tới số hạng đâu tiên. Khi đó, chúng ta có 


—] 
2 Tn ] 2 ặm 1 2 
= ':=.| =— 2% — ¬= 
(KX) | +ạ(KX)? T L s(KXÉ] | 
hoặc 
3. 3m 
—(äM+m)X? ' 


24-BT&LG CƠ HỌC 
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từ đó cho 
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(a) Giả sử bạn có một lò xo khối lượng đều trên đơn vị độ dài là ø chiều 
dài ¿ và hai đầu bị giữ với lực căng 7. Thiết lập phương trình cho các dao động 
ngang nhỏ của lò xo và sau đó tìm các tân số dao động riêng. 

(b) Bây giờ ta xét trường hợp một lò xo được thả một đầu tự do, đầu còn 
lại được gắn vào một cái sào thẳng đứng và nó quay xung quanh cái sào này 
với vận tộc góc œ (bỏ qua tác dụng của lực hâp dân), như hình 1.211. Hãy 
thiết lập phương trình của các dao động nhỏ trong trường hợp này. 

(c) Tìm các tần số riêng. 

(Gợi ý: phương trình bạn tìm được phải có các số hạng tựa như các sô hạng 
của các đa thức Legendre). 

(CUSPEKA ) 





Hình 1.211 


Lỡi giải: 
(a) Xem xét một đoạn của lò xo như trên hình 1.212. Thành phân của 
lực căng ở z là 


Fy(z) = —TsinØ  —7T0  —T (5) 


Tương tự Ở z + Az 
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Chủ ý rằng 7' là hằng số. Như vậy 


sesan-se-rf(0),„-(#)]-rÈ() 
l có Ti 8+ /„ 3r \ở+r 





Đoan có độ dài Az, khôi lượng øêz, và áp dụng định luật Newton hai cho 
đoạn này ta có 

J?ụ  naÐ°w 

?2—T 6 — 
Đây là phương trinh sóng cho các đao động ngang nhỏ, vận tốc truyền lả 
lÚ = VỆ: Nghiệm tổng quát là (bài tập 1230) 


`. 


: rrrt4 , Trui ,„_ TT 
tr. 2) =° °Šš Lan COS — ,„8IU Ỷ )sn ! 


re T 








... Ả £ ..— ˆ 

Các tân số riêng la 

tin HT U TLU 
2n 2m1 21 ` 


z T 
8 
~+4r~ - 
I y1 
" 


xX X+sÂy 


Lm ——” 


Hình 1.212 


(b) Lây hệ quy chiều quay (ryz gắn với lò xo, trục dọc theo trục quay 
và trục + là dọc theo lò xo. Ở đây một lực ly tâm tưởng tượng tác động lên lò 
xo được cân băng với lực căng. Xét đoạn ÀÄz trên lò xo. Chênh lệch lực căng 
giữa các điểm mút của lò xo là 

-ÀT"= pẫ¿r , Tu? 1 


từ đó 


Lẩy tích phân và áp dụng điều kiện biên 7' = 0 tại + = ! ta được 


1 An 
ƒƑ' = => tụ“ ị ¿ ° 
2 ( +”) 
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Làm theo quy trình ở (a) ta được , 


_ (xồw _ t„ầ 
Fv(z + Az) — Fv(r) = (rố) - (ra) 
à. Ö lÌ_” sư 2. ỞỤ 


Theo định luật Newton hai ta được 


8*ụ Ø |1 Øy 
VU co có la 29 2N Sơ 
P—* Q2 — ôx l2. vn se] Đinh 
hoặc 

k2ã lú 2) 2W — 2 2v 

8x Ø~ 2 8‡2 ` 


đỗi với các đao động ngang nhỏ. 
(c) Thử một nghiệm kiểu y ~ e"*#f và giả sử £ = ?. Khi đó phương trình 
trên trở thành 28 n đỗ 
s\ Ø9 Ụ. 2 
_£2)_.5.-_.23¿6.5 1“ „=Ù 


với 0 < £ < 1. Phương trình vi phân này có các nghiệm hữu hạn nều 


20ˆ 
—s = nín + 1), 
&} 


n là số nguyên. Phương trình trên được biết như phương trình vi phân Leg- 
endre và các nghiệm là da thức Legendre. Do đó các tần số riêng được cho 
bởi 


$, @@ j1 
2 — 2x 2m + 1) ` 
ở đây n = 1,2.3,.... Tuy nhiên chúng ta vẫn phải làm thỏa mãn điều kiện biên 


 = 0 tại £ = 0. Điều này giới hạn ø cho phép chấp nhận các giá trị nguyên lẻ 
1,3.5,... vì các đa thức Legendre „(£) = 0 ở £ = 0 chỉ đổi với giá trị lẻ của 
Tì, 


1233 
Một lò xo dài có mật độ đài (khôi lượng trên đơn vị độ dài) ¿ chịu lực căng 
7. Một chât điểm rn được gắn ở một điểm đặc biệt trên lò xo. Một sóng với 
Ằ H z À ` Z4 ˆ #4 
tần số góc ưu truyền dọc theo lò xo tới từ bến trải, 
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(a) Tính tỉ lê năng lượng tới bị phản xạ trở lại bởi khối lượng mm. 

(b) Giả thiết rằng khối lượng điểm 7n bị thay thế bằng một lò xo có mật độ 
đài ự > và độ đài ngắn / sao cho / = mưa. Với khoảng các giá trị độ dài 
¡ bằng bao nhiêu (với zn cô định) để câu trả lời trong (a) vẫn là gần đúng? 

(CUSPEA ) 


=3" 


Hình 1.213 
Lời giải: 
(a) Chia không gian thành hai khu vực với điểm chia tại m, tại đây đặt gốc 
của trục z như ở hình 1.213. Trong khu vực 1, giả thiết hàm sóng là 
0) ` ckz + Ae t*z 
ở đây k = u/u, u = /T/u là vận tộc của sóng (bài tập 1225), số hạng thứ hai 
ở về phải biểu diễn sóng phản xạ. Trong khu vực 2 chúng ta có 
„(2) — Belkt. 
Tại z = 0, nơi đặt khôi lượng rm, chúng ta cần 
(0 _=. ÐÖ) 
nghĩa lả 
I+A=ĐÐ. Œ) 
Hơn nữa, xét các lực tác động trên chất điểm zn chúng ta có 
83y 83) y0 
m— = chú 
. 8? 8z Ồz 
ỏ đây thay cho z chúng ta có thể sử dụng ( hoặc y2). Khi ấy 








—mnu^B = ¡kT(B — 1+ A). (2) 
Giải (1) và (2) ta có _ 
A=- Tu 
2;kT' + rn¿? 
: 2¡kT 


h 21kT' + tnu2 ˆ 
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Do đó tỉ lệ năng lượng tới bị phản xạ là 
3.4 


: Tm”u/ 
Ái Em. 
Bài 4k?T” + m2u* 


(b) Tính toán trong câu (a) vẫn áp dụng được với điều kiện! < A, ở đây A 
là bước sóng, là 


27 27 —_ 2T + 


k uJ u \l 


Do đó điều kiện ở đây để câu trả lời trong câu (a) vẫn gần đúng là 


°2 VN: Lí 
Ì < —¿|—. 

œ 
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Một lò xo rất dẻo có mật độ khôi lượng đài đều ø và độ dài r. Một đầu của 
lò xo được treo trên giá cô định, đầu còn lại để tự do, như ở hình 1.214. 


(a) Tìm phương trình đạo hàm riêng mô tả dao động ngang nhỏ (trong 
một mặt phẳng của lò xo) và từ nó tìm phương trình vi phân cho dạng của các 
kiểu dao động chuẩn tắc. 

(b) Sử dụng phương pháp chuẩn (chuỗi lũy thừa) để giải phương trình vi 
phân nảy (mẹo biến nó thành phương trình Bessel là không cần thiết) và sử 
dựng phương pháp xấp xỉ số trị để tìm tằn số của kiểu đao động chuẩn tắc 
thấp nhất. 

(Princeton ) 





Hình 1.214 
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Lời giải: 


(a) Sử dụng hệ tọa độ Ózz như hình 1.214, theo thủ tục ở bài 1232, theo 
định luật Newton hai, với đoạn Az của lò xo, chúng ta có 


Ô”y Ôy ðy 
BÀ? ng = ... — v3) | 


ðŠu _ Ô („ỡw 
“82 — Đx 8xj- 


Lực căng 7' ở lò xo tại điểm z hiên hệ với trọng lực bởi 


hoặc 


L 
T=[ 0gd+ = 0g(L ~ 7), 
Hz 
bởi vậy phương trình trên trỏ thành 


8” —_g Øụ 
an = Say lư -z)55| | 


Đây là phương trình đạo hàm riêng mô tả các dao động ngang nhỏ của lò xo. 
Sử dụng phương pháp tách biên bằng cách đặt 


1(Z, ) = €(z)r() ` 


chúng ta thu được 


1đ27 1d đ€ 
ml z.... 
gr d2 ` £dz ( 2): | 


Vì về trái của phương trình phụ thuộc duy nhất vào ¿ và về phải phụ thuộc duy 
LÀ ` ˆ rẻ. £ »ự « ˆ * Ễ vở k¿ ` “^ 

nhảt vào z, nền môi về phải băng một hãng số, băng —AÀ, chăng hạn À là một 

sô dương. Bỏi vậy chúng ta có các phương trình vi phân thường tương đương. 


ở đ€ 
— |l(Ù—+~)— =0 
D7 [ Am hot nho) 
d^r 
Em + Àgr =Ũ 


vÀ .Ã .Ã ` 
Điều kiện biên là 


(0,£) = 0, (L,!)= hưu hạn, 
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nghĩa là 
c(0)=0,  €(U) = hưu hạn. 


(b) Phương trình £ có thể được viết là 
(z— L)£”+ £'— A£ =0. 


Vì z = L là điểm dị thường, phương trình có nghiệm dạng 
ĐO 
l4 — 3 dn(z _= „)” ` 
n—=0 


Khi đó 


œo 


£'= naa(# — L)~”! = Ä "(n + 1)an+i(2 — L)®, 
1 


Q 


eo 


II — »_nín + )daá1(S S1) 3 _ín — 1)ngn(z_— L)"T?, 
1 


3 


(zT— L)£” = 3 _(n— Lịnan(% — D)"”! = 3 nín + 1)an+i(# — L)”, 
5 ] 


và phương trình £ trở thành 


®o° 


(a¡ — Aae) + Š (+ 1)#øn¿¡ — Aan|(e — F}* =0. 


Đặt bằng nhau các hệ số của (+ — L)* ở cả hai về của phương trình, chúng ta 
tìm được 
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Từ đó 
À À? 
G2 2201 220 ) 
: À : À3 
— q, 
À: 
cho ta 


€(z) = ao Ðˆ cng — 1)" 
2 (n 


Điều kiện biên £ (0) = 0 cho ta 


/01) =3) Ca =1 AE + 2A1? —...=0, 


(0ð) 
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Phương trình này có thể được giải để tìm các nghiệm A1, các nghiệm này cho 
các tần số của những kiểu đao động khác nhau, v⁄/Äg/2z, theo phương trình 


T7: 


Đôi với một nghiệm gần đúng chúng ta chỉ giữ lại các số hạng tới n = 2 


trong ƒ(AL) 
Ƒƒ(ATr)xI1—-ÀL+- _(ÀB), 


Phương pháp xắp xỉ của Newton cho ta nghiệm gần đúng chính xác hơn của 
ƒ(AL) = 0, az,¡, nêu chúng ta nhập một nghiệm gần đúng œy bằng các tính 








s— /(ax) 
là AN 7779 
k lÌ 
ƒ(B)—1+ gÀE, 
nêu chúng ta lây œy = 0, thì 
œ3 — 1, ƒ(œ2) “^% 0, 2O ` 
8) 
mi” : = l,5, ƒ(œa) ~ 0,625. 
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Vì ƒ(œx) là quá gần 0 nên chúng ta có thể lẫy œa = 1,5 là nghiệm dương nhỏ 
nhất. Như vậy 

1.5 


Àmin =—= , 


8 
đỗi với kiểu dao động thắp nhất. Khi đó đối với kiểu đao động này 


7 = Ácos(vw/Àg ‡) + Bsin(+v/ Àø ‡) 
_=... 
THUẾ “h0 2T 7 
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` ^ LÃ ` 
Và tân SỐ Ìa 


Một giới thiệu chứng minh bài giảng thông thường mô tả như sau: nắm 
hoặc kẹp một thanh nhôm mảnh, đài một mét ở tâm. Dùng búa đập vào một 
đầu theo chiều đọc của thanh (nghĩa là song song với trục của thanh) và kết 
quả tạo ra một sóng âm có tân số 2500 Hz. 

(a) Từ thí nghiệm này tính tốc độ truyền âm trong không khí. 

(b) Tính tốc độ truyền sóng âm trong nhôm. 

(c) Liệu bạn có thể giữ thanh nhôm để kích thích ở tần số 3750 Hz? Đập 
vào đâu nào của thanh nhôm có quan trọng hay không? Giải thích. 

(đ) Giả thiết bạn nắm thanh nhôm ở tâm của nó như ỏ trên nhưng đập 
ngang thanh chứ không phải dọc theo thanh. Hãy giải thích định tính tại sao 
sóng âm tạo ra lúc này có tần số thập hơn trường hợp trên. 

(UG, Berkeley ) 
Lời giải: 

(a) Điểm mà búa đập vào thanh là một bụng sóng và điểm nó bị giữ là nút 
sóng. Với thanh bị giữ ở tâm và một đầu của nó bị đập thì bước sóng A quan 
hệ với độ dài của thanh 7 qua biểu thức À = 27.. Do đó tốc độ truyền âm trong 
nhôm là 

ĐẠI = À = 2Ù = 2 x 2500 x 1 = 5000 m/5. 


^ L ⁄ D lÁ v ` 
Tóc độ của sóng âm trong chất rắn là 
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M ˆ ` ` À« > ^ ` ` ` Fái ^ 3 , 
ở đây Y là suất Young (suất đàn hồi) của vật liệu và ø là mật độ của nó. Tốc 
độ âm thanh trong chất lưu là 


ở đây M là suât nén của nó và ø là mật độ. Đôi với sự nén đoạn nhiệt của một 

chất khí, Äƒ = +p, ở đây p là áp suât của nó và + là tỉ số các nhiệt dung riêng 

chính của nó; + = 1,4 đối với không khí, một chât khí lưỡng nguyên tử. Do đó 
Đkhông khi _—_ 1,4ÐðAI 


UAI Ÿ không khí - 
Với 


p= 1,013 x 108 đyn/cm2 (áp suất tiêu chuẩn,) 
Y = 7,05 x 10!! đyn/cmˆ, 
ØAI = 2,7 g/cmÌ, 
không khí = 1, 16ð x 10” g⁄/cm” (ở 30°€), 
Đkhông khí = 6,83 x 10~ x 5000 = 341 m/s. 


(b) ĐẠI — 5000 m/. 
(c) Giả sử thanh bị giữ ở khoảng z tính từ đầu bị búa đập. Chúng ta có 


À Đ ö000 1 
h= n= —= _— Tn 


4 4u 4x3750 3 


Từ đó, thanh phải được giữ ở vị trí š m so với điểm bị búa đập. Nếu được giữ 
như vậy nhưng dùng búa đập ở đầu kia chúng ta phải có 


và tân số sẽ phải là 1875 Hz. 


(d) Nêu thanh bị đập theo phương ngang, sóng tạo ra sẽ là sóng ngang, 
không nén và vận tốc truyền khi đó được cho bởi 


ỊN 
U=tq|—y 
0 
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" ˆ ` Ẽ lộ " ` L4 “ '# "3 £ 
ỏ đây là suât trượt. Vì suất trượt của một chât rần nỏi chung nho hơn suất 
*, ? E4 ˆ ˆ kẢ ˆ .` . " ï * 
nén của nó, nên vận tốc ¿; bãy giờ la nhỏ hơn. Và vì 
U 


 = —— 


t-.2 


nên tần số được tạo ra là thập hơn. 
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(a) Một sợi dây đàn viölông có độ dài L với mật độ dài ¿: kg⁄m và lực căng 
7 niutơn chịu các dao động nhỏ, (hình 1.215 (a)). Viết các nghiệm cho họa 
ba cơ bản và họa ba thứ nhất và vẽ sự phụ thuộc của + của chúng. Hãy đưa ra 
tân số góc œị của họa ba cơ bản và của tần số góc ¡¿ của họa ba thứ nhất. 

(b) 1/3 bên trái của sợi dây đàn được bọc sao cho làm tăng mật độ dài của 
nó thành 4/ kg/m (hình 1.215(b)). Lặp lại như phản (a), nghĩa là đưa ra và 
vẽ phác họa ba cơ bản và họa ba thứ nhất mới và biểu điễn các tằn số góc mới 
ị Và u» theo các tẳn sỐ góc ban đầu ¿ị Và J2 trong phần (a). 

(ÚC, Berkeley ) 





y 
E——— 
øl F————+ ko 
0 
t/⁄3 2L 
[b) Bế 
mm 
Hinh 1.215 Hinh 1.216 
Lời giải: 


(a) Sử dụng hệ trục tọa độ như hình 1.215(a). Phương trình chuyển động 
của dây đàn là (bài 1225) 


từ đó ta thây rằng sóng truyền đọc theo dây đàn » = v/T/. Vì hai đầu của 
dây đàn bị cỗ định, kiểu đao động cơ bản (hình 1.216(4)) có bước sóng A¡ cho 
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bởi 
h = _-À 
2ÀI 
Từ đó tân sô góc cơ bản là 
` 27U _ T7 T 
VÀ 


Nghiệm đổi với kiểu dao động cø bản là 
TT. 


Mị = Ái sin (TT 


}ensferr+ oi). 


ở đây 4y, ¿¡ là các hằng sô được xác định từ các điều kiện ban đầu. Bước sóng 
của họa ba thứ nhất (hình 1.216(b)) là A¿ = L. Do đó với họa ba thứ nhất tần 


số góc là 
: _ 2WU 2m |Ï 
” As - VU 


2 
2 —= AassIn ) cos(s2‡ + ý2) , 


và nghiệm là 


ở đây 4a, ¿s là các hằng số được xác định từ các điều kiện ban đầu. 
(b) Các phương trình chuyển động dối với hai phần là 


8?  4/:i0°y L 
- —— —  —_——— — < < — 

DỊP 0P nể nh) 0Szš3) 

8 u6*w L 

— mẽ =0 “<x~< 

9z? 7T 6t 


Các điều kiện biên là cho tất cả , y = 0 ở z = 0, E, và y và ôy/ôØz là liên tục ở 
z = L/3. Như vậy các nghiệm của các phương trình chuyển động là 


(Ai cos + Bị sin 2È) sìn (šz) : 
w(z,‡) = Mn 
(4¿ cos ‡ + Đa sin u›£) sin [Sư — 2) 


T ý § 
D8. U2 = \Í — = 2U) 
âu H 


VÔI 


376 Bài tập & lời giải Cơ học 
và 


k 
(Ai cosưý + Öạ sin œ£) sỉn l2) 
1 


L 
= (A¿cosuf + Bạ sin ý) sin l) : 
đủI 
h 
“ÍA, cos ă£ + J sìn ¿J£) cos le) 


UJ kự 
—= ~ ——(jšCOSưJ‡ + Ö›sinuJ‡} cos | —— ]. 
21 ĩ : ) l 


_ “ >TˆA ~ z ˆ Ầ ` . 3 - Ầ 2 ˆ 

Đặt băng nhau riêng rẽ các hệ số của cos œ và sin ă# ở hai vê của hai phương 
` L4 + ` 

trinh cuöi cùng ta được 





UJ Lư) ằ) Lưu 
Bị —cos | ——— Đ›—— cos | — Ì = 
tụy lo lấ) bỏ 2 2n ph (Z) , 


_ ( Lu ` Xà) 
sìn | —— — sIin | —— 
đĐỊ XU U) .. le) le) 
= ——sin | — |cos 
no Tu gý Tư 201 đư 
Đì cCOS 3m 2m cOS 3ứi 
= Ku2 sin khe =0 
— 40y qua /j - ` 


nghĩa là 
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Từ đó các tần số góc cơ bản mới của họa ba cơ bản và họa ba thứ nhất là 


,_ J1), in |T - 3 


Jị —— 


— 


2L in 4 


`... Ti _Š 
T 0. 0| j SỐ 


& + À Ầ ? 
Đôi với tân sô cơ bản ư1, 





Đôi với tần số họa ba thứ nhất G5, 
Aa = —24Ân, Bạ = —-2Ö†\. 


Các dạng sóng tương ứng được vẽ trong các hình 1.217 (a) và (b). 


(a) -⁄--».—--———— N 
ì 
{ 
( 
) 
Hinh 1.217 
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Một sợi đây dài vô hạn có lực căng 7 và mật độ dài ø. Ở ¿ = 0, độ biên 
đạng của sợi dây được cho bởi hàm ƒ(z), và phân bô vận tộc ban đầu của nó 
được cho bởi ø(z). Chuyển động của sợi dây ở thời điểm ¿ > 0 là như thế nào? 

(Chicago } 
Lời giải: 
Biên dạng của sợi dây truyền di như là sóng, tuân theo phương trình sóng 


8? 1ð 
Ụ 2U —n 


———~ 


Ôzx2 v2 Ø1? 


ƑT 
2 —= Tq/—. 
Ø 


VỚI 
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Nghiệm tổng quát là tổng của các sóng chạy theo các phương —z và +z 
ụ = (tr +uÈ) + fa(+ — o). 
Điều kiện ban đầu cho ta 
ƒi(z) + f(z) = ƒ(), (1) 
fi() - f8(ø) = #1, (2) 


ñ6)=(“§)) , na = (TP). 


tưởng ứng với £ = z + 1í, £ = z — u‡. Lây tích phân phương trình (2) ta được 


fi(z) — là(zr) = "ï g(z))dzˆ + C, (3) 


ở đầy 





C là một hằng số tùy ý. Kết hợp các phương trình (1) và(3) ta được 


hữz)= : J/0 + viỆ stz)dz +el : 


J2(z) = 5 J/ø = vJ g(z')d+” — c| | 
Do đó 


w(z,!) = fi(z + 00) + fa( — 0Ì) 


= {| ƒ(œ +) +— kÃ g(z)dr' + c| 


` 
+ ta — Uf) — — g(z)dzˆ — c 


r+LÍ 


_ 1 


nh + + 0È) + ƒ(r —- vu) + vị g(z4z" : 


— ĐỶ 
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Một bó sóng dài với biên độ A bao gồm chủ yêu các tần sô rất gần ưọ lan 
À ˆ ˆ > ˆ ` a ^ # ˆ ^ ˆ `. ° “^ + z 
truyền trên một sợi dây đài vô hạn có mật độ khối lượng đài ø. Sợi đây bị kéo 
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ra với lực căng 7 như ở hình 1.218. Bó sóng truyền trên sợi dây và gặp hạt có 
khôi lượng rn gắn trên sợi dây (được mô tả trên hình). 


(a) Biên độ của bó sóng truyền đi là bao nhiêu? 


(b) Trong giới hạn zn lớn và tân số cao (œọ lớn), thì biên độ lớn của sóng 
truyền đi phụ thuộc vào œạ như thẻ nào? 


_.n 


”m 


(MIT) 


Hình 1.218 


Lời giải: 
(a) Phương trình chuyển động của sợi dây đỗi với các dao động ngang nhỏ 
là một phương trình sóng (bài 1225) 


ˆ Ẫ , ` H 4 # mm LẠ , À Ấ , kó 
vận tộc truyền sóng là 0 = ++/T'/u. Đồi với các song có tân số góc œ, ta định 
~ L4 7 
nghĩa số sóng 


Đối với các sóng với tần số góc rất gần ¡, phương trình sóng có các nghiệm 
Jì =JAe'UPSGb0).1- le YÊRg =0!) đôi với z < 0, 
1a = Œe(Rz—«of) dối với z > 0, 
ở đây A, B,C tương ứng là biên độ của các sóng tới, sóng phản xạ và sóng 
truyền đi và vị trí của hạt được đặt ở gốc của trục z. Tính liên tục của độ dịch 
chuyển ở biên đòi hỏi ị = w¿ ở z = 0 với tất cả ?, nghĩa là 
A+B=C. 


Tải 6 CƠ HỢ" 
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Phương trình chuyển động của hạt là 


82 
rn. () = —Fsinổạ + T'sìn 0; 
Ø\ z=0 


>z —†TØ\ì +19; 


=—T () +7 (2) : 
2D 0Ê ST T, 07:70 
ỏ đây 0,6; là các góc mà sợi dây tạo với trục z tương ứng đỗi với z < 0 và 
z > 0 như mô tả trên hình 1.219. Như 


—mmuC = —ikT{A — B) +ikTC , 


hoặc 





Hình 1.219 


Vì A+ B = C chúng ta có 


` “.^ ˆ k , À + ` 
và biên độ của sóng truyền di là 


|\C| = VŒ*Œ = 


2A 2A 

m?uÁ m2u4 - 
Vi+trr!t  V4+t „r 
(b) Trong giới hạn rrn lớn và g lớn chúng ta có 


2A | 
9 ——— T'œx——. 
IC| SÚU SSNC 


Cơ học Newton 381 


1239 
Một sợi dây có độ dài 7 và khôi lượng trên một đơn vị dài là ø. Nó chịu sự 
rung nhỏ theo phương ngang trong mặt phẳng (z, z) với hai đầu của sợi dây 
được cô định ở các tọa độ tương ứng (0,0) và (L,0). Sức căng là K. Ở đây có 
mặt lực ma sát phụ thuộc vận tốc: nêu một đoạn nhỏ có độ dài ố! có vận tộc 
ngang là 0 thì lực ma sát là —kuối. Sử dụng sự xắp xỉ thích hợp, các phương 
trình sau sẽ đúng cho biên độ dao động +(z, f) 


(D0 Ÿ# +afU = bŸ1, đi (0, =0= (1,1. 


(a) Tìm các hãng SỐ ø Và b trons (0. Nếu bạn không thể làm phần này, hãy 
cho a và b là các hằng số đương và chuyển sang phân tiếp theo. 


(b) Tìm tất cả các nghiệm của (¡) và (ii, các nghiệm đó có đạng tích 
ụ = X(z)T7Œ). Bạn có thể giả thiết a2 < b/L2. 
(c) Giả sử (+,0) = 0, 


F 
0(z,0) = Ásin Ẳ )+sn () . 


Ở đây 4A và ÿ là các hằng só. Tìm (z, £). 
(d) Giả sử thay thê a = 0 và ÿ(z,0) = 0 trong khi 


A+, Ÿ nu y6 
U(z,0) = Ỹ 
A(L = Z}, 5 = đ= 


Tìm #(z, ‡). 
(ÚC, Berkeley ) 
Lời giải: | 
(a) Lực ma sát tác dụng lên một đơn vị độ dài của sợi dầy là —ku = 


- kÐy/ôt, bỏi vậy dao động ngang của sợi dây được mô tả bởi 


Ô”w 3y ` ,Øy 
°2yz = ga BÙ c6 


Ø8 /k\ðu_ (K`\ ô?y 
-.. ss =. bự) — z 
ðt? 0j Ø† 0 ) ðz? 


Từ đó a = k/p, b= Kjo. 


hoặc 
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(b) Đặt  = X(z)7() và thay thê nó vào phương trình sóng chúng ta được 
TU Ẳ aƑ ĩ bX ” 
J ' độ" ` 
Vì về trái của phương trình trên chỉ phụ thuộc vào ¿ và về phải chỉ phụ thuộc 
vào z, nên mỗi về phải bằng một hằng số, —bA2 chẳng hạn. Như vậy chúng ta 
có 
X”“+A?X=0, 
Th+dT' + bA?T =0. 
Sử dụng điều kiện biền 
(0,‡) = (L,t) =0, le. X(0) = X(L) =0, 
chúng ta thu được nghiệm cho phương trình thứ nhất 


Xz(z) = An sin(A„z) = Á„ sìn T) | 


ở đây Áa là hằng số và r: — 1,2,3,.... Phương trình thứ hai khi đó trở thành 
2 
T“+aT'+b(“—) ?=0. 
Cho 7?) = e?! chúng ta thu được phương trình đặc trưng 
n?m?b 
p? + ap + T2 — 0, 


các nghiệm của nó là 


?+— 


=a+ Va?-Á4n*m?b/Lˆ — _ a 
_ 2 ˆ 


n2m2b a2 
TẾ DI Ợ lấn 


là số thực khí b/L2 > a3. Do đó nghiệm của phương trình hai có thể được viết 
là 


ỏ đây 





aÌ 


Ti, = [Ca sin(un‡) + Dị; cos(nf)Je 2 , 
và như vậy 


a£ 


1n = Sin (T) [Én sin(œn‡) + Dạ cos(œnf£)]Je— 2 
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nhóm các hằng số trong mỗi sô hạng vào một. Ta có nghiệm tổng quát của 
phương trình sóng là 


U(, !) = » n(; Ê).. 


+7] 


(c) Vì (+z,0) =0, D„ =0 đối với tất cả ø chúng ta có 


ĐO 
V{z,£) = 3 Cm„ sìn (T) sin(œn£)e— 5® : 
m„=]I 


và 
1U(z,‡) = 3 Can (TT “) lòa COS(unÈ) — 2 sin(0n£)]e 3, 
Khi đó vì 
ÿ(z,0) = Asin Si + SIE = SG Ỉ (TT) 
_ sa sin TT =^- „Sin (—— } kn ; 


chúng ta có 


Ca = án, Cs = 
k3 


«+ |tg 


và tât cả Œa = 0. Do đó 


(œ, t) = LÊ sin (Z) sin (¿af) + D sin (Z) sin (sa) =-: 


J9m2b - 257n2b — a7 
,. L2 Ñ.” 


(đ) Bắt đầu với nghiệm tổng quát 








(z.f) = 3 4n Ẳ&x “) [Ca sin(unf) + Dạ cos(dnÈ)]Ìe— LT 


chúng ta tìm Œ„ = 0 cho tất cả n khi ø(z,0) = 0. Khi đó 


"`. sin (7) = Ảz, 0<z<L/2, 
 =x L7 \A(L-z) L/2<z<L. 
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Vì 





Xí __ /1m:Tz .. _ /MTfZN . (TT 
j, 160n (PS) =3” | Dạ sin (“TT”) sản ( T )dx 


chúng ta có 


5/8 tú 
D„y = T/ ⁄{>,0) sin (TT) đ+x 








Chủ ý răng chúng ta đã sử dụng công thức 
1 sinứnz)sin(nx)d+ = aỗmn 
0 


ỏ trên. Cuôi cùng chúng ta có 


1Ệ s9) ` (mm) sịn (S) sin (—) cos(u,£) , 


"1 





khi z = Ú. 


1240 
(a) Vẽ biểu đồ địch chuyển của không khí và áp suắt dọc theo một ông sáo 
được đóng kín ó một đầu cho kiểu dao động thứ hai. 
(b) Tần số của kiểu đao động này quan hệ gì với tần số cơ bản? 
(WIisconsn ) 
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õng sảo 


men) 


sự địch chuyển É 


Hinh 1.220 


Lời giải: 

(a) Áp suắt và độ dịch chuyển không khí là hàm của khoảng cách từ đầu 
bị đóng, nó được mô tả trên hình 1.220. 

(b) Với kiểu đao động này, L = 3A/4, trong khi đôi với kiểu dao động cơ 
bản thì / — A/41. Từ đó nêu „ là tần số cơ bản thì tẳn số của kiểu dao động 
này là 3..ụ. 


1241 
Một ông đàn ocgan có độ dài ! hỏ ở cả hai đầu được dùng trong một đường 
ông khí động dưới äm thanh để đo số Mach z/c của không khí trong đường 
ổng, như ở hình 1.221. Ông đàn khi gắn cô định trong đường ống được quan 
sát là cộng hưởng với chu kì cơ bản ¿. Nêu ›/e = 1/2, tính tỉ số của các chu kì 
t/tạ, ở đây tạ là chu kì cơ bản của ông đàn khi đặt trong không khí tĩnh. 
(Wisconsin ) 


Hinh 1.221 


Lời giải: 


Vì ông đàn ocgan hở cả hai đầu nên bước sóng cơ bản của sỏng âm trong 
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cộng hưởng với nó được cho bởi À/2 = ¡. Chu kì tương ứng là 
À_ 21 
‡Ệị ——=_— ' 
U U 
ở đây o là vận tốc của âm thanh so với ông đàn. 
Khi không khí trong ông 9 vẫn tĩnh lăng bằng vận tốc của âm trong không 
khí tĩnh, c, và chu kì cơ bản là 


Khi không khí trong ông chuyển động với vận tốc c/2, thì ông có thể xem 
như chuyển động với vận tốc —c/2 trong không khí tĩnh. Như vậy, » = c— 
(—e/2) = 3c/2 và chu kì là 

,_ 2L _ AI 
= KT —= —. 
dc 


` , # kị L‹ 
TƯ đó ta co tí sỐ 
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Vận tộc của âm thanh trong một chất khí được tính bằng công thức 


suất nén đoạn nhiệt 
V — ^ ˆ k 
mật độ 


(a) Chỉ ra rằng đây là phương trình chính xác về mặt thứ nguyên. 

(b) Công thức này cho thấy rằng quá trình truyền sóng âm trong không 
khí là một quá trình chuẩn tĩnh. Mặt khác, vận tốc trong không khí là 340 m/s 
ở nhiệt độ mà tại đó vận tốc căn quân phương của một phân tử không khí là 
khoảng 500 m/s. Tại sao quá trình này lại có thể là quá trình chuẩn tĩnh? 

(WIsconstm ) 
Lời giải: 

(a) Thứ nguyên của suât nén cũng giỗng như thứ nguyên của áp suất trong 
khi hệ số đoạn nhiệt là đại lượng không có thứ nguyên. Do đó xét về mặt thứ 
nguyên 

suất nén đoạn nhiệt — g/⁄em-s2 


2.Ja 
= - —~”————___- (Cïn'/S 
mật độ g/cmŠ 
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có thứ nguyên của ?. Do đó công thức đúng về mặt thứ nguyên. 

(b) Xét một ví dụ về âm thanh có tân số 1kHz. Bước sóng của nó khoảng 
0,34 m. Mặc dù vận tốc căn quân phương của phân tử khí lớn nhưng quãng 
đường tự do trung bình của nó chỉ khoảng 10~* em, nhỏ hơn rât nhiều so với 
bước sóng của âm thanh. Vì vậy chuyển động của các phân tử khí không làm 
ảnh hưởng tới quá trình truyền sóng âm trong không khí, vẫn là một quá trình 
đoạn nhiệt và chuẩn tĩnh. 
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Một ông hình trụ thẳng đứng, hở ở một đầu và dược đổ vào một phân 
nước. Các cộng hưởng liên tiếp của cột với một âm thanh có tần số 512 s"Ì 
được quan sát khi khoảng cách giữa mặt nước và đầu hở của ông là 15,95 cm, 
48,45 cm và 80,95 cm. 

(a) Tính vận tốc truyền âm trong không khí. 

(b) Xác định chính xác vị trí của bụng sóng gần đầu hỏ của ông. 


(c) Các đo đạc trên là của một nhóm sinh viên năm thứ hai đại học ở phòng 
thí nghiệm. Bạn có nhận xét gì về công việc của họ? 
(Wisconstrn ) 


-~--Ì|--—- —— —~ †15,95cm 


———_lc=—SnY-| [—=o~ SA RŒN 


ng =.~.... ———=— 095cm 


Hình 1.222 


Lời giải: 
(a) Dạng sóng của các cộng hưởng liên tiếp bên trong cột không khí được 
mồ tả như hình 1.222. Như ta thây đối với các cộng hưởng liên tiếp, các cột 
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không khí có độ cao thay đổi một nửa bước sóng đ = À/2. Do 


d = 48, 45 — 15, 95 = 80,95 — 48, 45 = 32, 50 cm, 
À = 2d = 65,00 em. 


Vận tốc truyền âm trong không khí khi đó là 
 = Àu —= 0.6500 x 512 = 330 m/. 


(b) Do À/4 = 16, 25 cm và 16,25 cm— 15, 95 cm = 0,30 cm, bụng sóng cao 
nhất ở vị trí 0,30 cm so với đỉnh Ông. 

(c) Phương pháp đo vận tộc âm thanh này khá không chỉnh xác do tai 
người không đủ nhạy cảm để phân biệt một cách chính xác những thay đổi 
nhỏ ở cường độ âm thanh và độ chính xác của phép đo hơi bị hạn chẻ. Tuy 
nhiên dữ liệu nhận được là hợp lý và cho kết quả tốt. Các sinh viên này đáng 
được khen vì việc làm thần trọng của họ. 
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Hai môi trường có mặt phân cách phẳng, không thâm qua được như trên 
hình vẽ 1.223. Các sóng âm phẳng có biên độ áp suất A và tân số ƒ được phát 
trong môi trường (1), hướng tới môi trường (2). Coi A và ƒ đã biết và giả thiết 
phương truyền sóng vuông góc với bể mặt phân cách. Môi trường (1) có mật 
độ ø; và vận tốc âm thanh c¡, trong khi môi trường (2) có mật độ øs và vận 
tôc âm thanh ‹a. 

(a) Điều kiện biên nào thích hợp ở bể mặt phân cách? 

(b) Sử dụng các điều kiện biên kể trên để rút ra biên độ áp suât 4; của 
sóng phản xạ lại môi trường (1) và biên độ áp suất Ö của sóng truyền qua môi 
trường (2). 


(CUSPEA ) 
Lời giải: 
(a) Điều kiện biên ở mặt phân cách là 
( áp suất liên tục, 
(i0 thành phần tốc độ dịch chuyển chất lưu vuông góc với bể mặt phân 
cách là liên tục, nêu không mặt phân cách có thể thắm qua được. 
(b) Lẫy trục z vuông góc với mặt phân cách với góc tại mặt đó và đặt áp 
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(1) (21 





cổ 8 
O z 
Hình 1.223 
suât đưới dạng 
Aeft=t=*3>) đối với sóng tới, 
Ất tErhb) đôi với sóng phản xạ, 


— ka% Ân. ở À 
Bc!t©t- ®a>) đôi với sóng truyền qua, 


VỚI k; = ¿2/c;, c; là vận tốc sóng âm trong môi trường thứ 7. Điều kiện biên 
(D cho ta 
A+A,=5B. (1) 


vận tốc của âm thanh trong chất lưu được cho bởi 





M 
c= ,¿|—. 
0 
trong đó Äƒ = —p tA 0/0)! là suất nén, Aø là độ biến thiên thể tích ban đâu 
ø do áp suất dư p. Đôi với sóng nén A› chỉ là độ biến thiên đọc nên 
Au T^ 24 
U 8z) 


trong đó £ là dịch chuyển của các lớp mi lưu khỏi vị trí cân bằng của chúng. 
Do đó 


Ø§ 
¬—..-.. 
hay 

8£ —p c1(ðE†k2) 

Ôz  pc2 —= 02 - 
Tích phân ta có 

ct(øt+kz) 
Ệ ~ 


ikac - 
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£ ˆ z 4 , À , 
Đôi với ba sống ta lần lượt có 


=1. SA:  ;/ v72 y2) 
NẤP = 011 l) š 
si Áy t(u0E-++ ky z) 


Èn = _1_ koã ci(øt—kaz) 


và do đó 


ÉA S A ciÓ” Sổ) 
Ø1C1 
—Á, 


ÉA, =——€ 
Ø1CI 


(JÉ-+k) 2z) 
} 


Ên = B et(Gt—kaz) : 
02C2 


Điều kiện biên (ii) chỉ ra rằng tại z = 0, 
ÊA +ỆA, =Ên , 
hay 
1A _ Ác __D. (2) 
Øt1Ct Ø1C1 0D2C2 
Kết hợp các phương trình (1) và (2) ta có các biên độ của sóng áp suât phản 
xạ và truyền qua 
pc A8 — PICI1 
` ØIC1 + Ø0ạC2 ˆ 
_—_ 2Äj¿œ¿ 
Ø\C1 + Ø2C2- 
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> ˆ ˆ ^ , * ` ^ L4 tụ ˆ » 
Gọi vận tốc âm thanh trong không khi là c và vận tốc chuyên động của 
nguồn âm thanh là œ đọc theo trục z. 
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(a) Đôi với ø < c: một xung âm thanh được phát ra từ gốc tọa độ tại thời 
điểm ¿ = 0. Phác họa quan hệ của mặt đầu sóng ở thời điểm ¿ và với vị trí 
của âm thanh tại thời điểm ý. Hãy đánh dấu hình vẽ của bạn cẩn thận. Viết 
phương trình mô tả vị trí của mặt đầu sóng khi nhìn từ nguồn tại thời điểm ¿. 

(b) Với » > c: một nguồn phát ra tín hiệu liên tục. Vẽ mặt dầu sóng tạo 
thành do nguồn âm di chuyển. Chỉ ra trên hình vẽ phép dựng hình dẫn tới kết 
quả đó. Viết phương trình liên hệ hình dạng của mặt đầu sóng với các yêu tô 
đã biết trong bài tập này. 

(Wtsconsin ) 


Hình 1.224 


Lời giải: 

(a) Đặt Š$ là vị trí của nguỗn tại thời điểm ¿. Sử dụng các hệ quy chiều 
Oz, Sz'ự' với gốc tại O và ®, các trục z, z đọc theo OØ, và , ' song song 
với nhau như trên hình 1.224. Ta có 


+“ = # — tí, 1ˆ =9. 


Mặt sóng tại thời điểm ¿ được cho bởi + = cÍCOS ý, t = cÍsin ®, với 0 <  < 27. 
Khi đó mặt đâu bế nhìn từ nguồn sẽ là z' = ct cos @ — 0, 1 — c‡sìn ÿ. 


(b) Giả sử nguồn di chuyển từ O tới 9 trong khoảng thời gian từ ¿ = 0 tới 
£ = t và xét tín hiệu phát ra tại thời điểm  = 0 và các thời điểm trung gian 
hị,tạ,...„ khi nguồn tại vị trí Sị, Ss,..., với Ó5¡ = ti, O8 = tạ, .... Mỗi tín 
hiệu sẽ truyền đi từ điểm phát như một sóng câu. Tại thời điểm ¿, các mặt sóng 
của các tín hiệu phát ra từ O, S;, Š;,... sẽ có bán kính lân lượt là c‡, e( — #), 
c(t — †a),..., Do 
ct cít —Ên) v. cít — ‡2) 


0u (nh) (0 Ðp) `” 
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tất cả các mặt đầu sóng trên sẽ được bao bởi một hình nón có đỉnh ở Š với 
nửa góc ở đỉnh là 9 được cho bởi 
: cỉ C 
sinổ = — = —, 
u lỗ 
như trên hình 2.225. Do đó mặt đầu sóng thu được của tín hiệu liên tục là một 
hình nón có nửa góc ở đỉnh arcsin(e/u) với đỉnh tại nguồn chuyển động S. 





Hinh 1.225 
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Vận tốc âm thanh trong khí quyển là 300 m⁄s. Một máy bay chuyển động 
với vận tóc 600 m/s tại độ cao 8000 m bên trên người quan sát như trên hình 
1.226. Mảy bay đã bay qua người quan sát bao xa khi người đó nghe thây 
tiếng nổ âm thanh? 

(Wisconsin ) 
Lời giải: 

Do vận tộc u của nguồn Š lớn hơn vận tốc truyền sóng âm e, mặt sóng là 
một mặt nón có đỉnh tại nguồn chuyển động (bài 1245). Người quan sát tại 
A sẽ nghe thây tiếng nổ âm thanh, vôn được phát ra khi nguồn ở Ø, khi hình 
nón quét qua anh ta, như hình 1.227. Nguồn bấy giờ đã đi chuyển tới S. Đặt 
4” là điểm nằm trên quỹ đạo chuyển động của máy bay ngay phía trên người 
quan sát 41. Ta có 


24 L 4%, OA =(ct, OŠ = out, 
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V s 600 m⁄s 





Hình 1.226 Hình 1.227 
vả 
h s— cÈ' cỉ ¬ e 
Tế  AS vOS?_—-OAT vvu1?— c 
hay 


— 


+ — h/() —1=80004/2? - 1 = 1,39 x 10'm. 


Đó là khoảng cách ngang mà máy bay đã vượt qua người quan sát khi người 
đó nghe thấy tiếng nổ äm thanh. Chú ý rằng nửa góc ở đỉnh của hình nón là 
Ø = arcsin (e/0) như được đòi hỏi. 


124? 


Người ta đã rất tò mò khi thỉnh thoảng nghe được äm thanh ở xa rất rõ khi 
có giỏ thổi từ nguồn âm về phía người đó. 

(a) Chỉ ra răng không thể nói rằng “siỏ đã mang âm thanh đi theo nó", 
nghĩa là vận tốc giỏ đêu không thể giải thích cho hiệu ứng này. 

(b) Một cơn gió qua mặt dắt có građien vận tốc theo phương thẳng đứng 
mà có thể được biểu diễn tót ở gần mặt đất bằng công thức + = kụ2, trong đó 
ụ là độ cao so với mặt đât và £ là hằng số phụ thuộc vào vận tóc gió bên ngoài 
lớp biên, tại đó profin vận tốc parabon là một gần đúng tốt. Với một giá trị k 
cho trước và vận tóc âm thanh là +», tìm khoảng cách s từ nguồn âm thanh 
xuôi chiều gió, tại đỏ có sự tăng cực đại cường độ của âm thanh. 

Gợi ý: hãy giả thiết các “tỉa” âm thanh đi theo các quỹ đạo thắp và hình cung 
biểu diễn tốt bởi: 
ụ — hsin (—) 
S 


(c) Người ta còn quan sát thấy hiện tượng tăng cường truyền âm thanh 


394 Bửi tập & lời giải Cơ học 
qua một cái hỗ ngay cả khi không gió. Điều gì xảy ra trong trường hợp này? 

(Princeton ) 
Lời giải: 

(a) Hiệu ứng này không thể do gió mang ẩm thanh theo nó, bởi vì qua 
quãng đường sió thổi đều thì mọi người quan sát đều có thể nghe thấy âm 
thanh rõ như nhau. Thực ra hiệu ứng là do sự khúc xạ của âm thanh gây bởi 
sự thay đổi vận tốc âm thanh đôi với một người quan sát cô định ở những 
điểm khác nhau của môi trường. Điều này có thể xảy ra do hai nguyên nhân 
là građien nhiệt độ hoặc građien vận tốc ở gió chuyển động. Vận tốc của sóng 
nén trong một chất khí thay đổi theo nhiệt độ 7' như v7. Nó cũng thay đổi 
nêu vận tóc của bản thân môi trường thay đổi. Sự khúc xạ sóng âm làm thay 
đổi hướng mặt sỏng của nó. Gắn bề mặt trái đất, cả hai loại gradien này đếu 
có thể xuất hiện và đường truyền sỏng âm có thể bị bẻ cong theo các cách 
khác nhau, làm cho một người quan sát nghe rõ âm thanh từ xa một cách bắt 
ngờ. 






yt hsìn (SẼ Ì 


Hình 1.228 


(b) Sử dụng hệ quy chiều như trên hình 1.228. Giả thiết rằng vận tốc gió 
gân mặt đât là nằm ngang với một građien vận tốc theo chiểu thẳng đứng. 
Nghĩa là 


ù bu “EU” 4 
b 


đo đó môi trường có thể coi như bao gồm các lớp ngang với vận tốc truyền âm 
khác nhau. Định luật khuc xạ là 


gin Ø ` h 
Š ăn hãng sö, 
trong đó 6 là góc giữa phương truyền sóng trong lớp và đường thẳng đứng, và 
V là vận tóc truyền âm so với mặt đất. Xét hai điểm trên đường truyền sóng 
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với các biên 


0y =0, V2 
8a =0+ d0, W2 


Us + 0; sin Ø = uạ + 0usinổ, 
0ạ + (0 + du) sin(6 + d0) . 


Định luật khúc xạ khí đó cho ta 


0; + (0Ð + đu) sin(0 + d8) — sin(0 + đô) 
0z + sìn 8 " sìn Ø 


Do sin(Ø + đØ) ~ sin Ø + cos 6đ, chỉ giữ lại các số hạng bậc nhỏ nhất ta có 








du _ đsinÔ 
Uy  sin208- 
Do đó 
h + 
đụ lŠ đsin 8 
2ku—— = : 
lÍ LÊ øy sin?Ø 
ha 
: kh“ 1 
0, — sinfp 


Mặt khác đường truyền sóng đã cho suy ra 


ở Trh, 72 
LẠC — COS — 





cot 8 — —— : 
đ+ 
hay 
_ = VWl+cotØ= ¿/1+ () COS — , 
gìn 8 8 
đặc biệt, 





Thẻ phương trình này vào các phương trình bên trên ta rút ra chiều dài quãng 
đường s từ nguồn âm thanh xuôi chiều gió, tại đó xảy ra sự tăng cực đại cường 


độ âm thanh là 
77s 


k(2u, + kh?) 


(c) Vận tôc của âm thanh trong một chất khí thay đổi theo nhiệt độ tuyệt 
đổi 7 như v7. Dọc theo chiều thẳng đứng bên trên một cái hổ đến một độ 
cao nào đó, nhiệt độ tăng dân khi ban ngày và tạo ra một građien thẳng đứng. 


%5Tu6 CØtỌc 
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Vận tốc âm thanh cũng như vậy. Sự khúc xạ âm thanh xảy ra vào thời điểm 
ban ngày tương tự như mô tả ở mục (b). 


1248 

Xét một sóng âm đứng phẳng có tần số 103 Hz trong không khí tại nhiệt 
độ 300 K. Giả sử biên độ thay đổi áp suất do sóng này là 1 đyn.cm2 (so sánh 
với áp suất môi trường là 108 đyn/cm?). Đánh giá (bậc của độ lớn) biên độ 
dịch chuyển của các phân tử khí do sóng này tạo ra. 

(Columbia ) 

Lời giải: 

Dịch chuyển đọc £ khỏi vị trí cân bằng của một điểm của sóng nén đừng 
phẳng theo hướng z được biểu diễn như 


€=£osin(kz)e *““°, 


với k = nzx/1, ! là bê đày của chất khí và n = 1,2,.... Vận tốc truyền sóng là 
M 
U=a|—, 
p 


Trong đó suất nén AM⁄ được định nghĩa bỏi 


AY 
M=-Ẳ) - 


p là áp suât đư và V là thể tích ban đầu. Xét một hình trụ chất khí có tiết diện 
A và chiều dài Az. Ta có 





Khi đó 


= —Mkệu cos(kz)e—°! 


= —pocos(kz)e_“t 
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trong đó pọ = MíkÉo = øu2k£o là biên độ của áp suắt dư. Từ đó 


_  ĐU 
Ép "¬ 0u2k : 





Đối với kiểu dao động thấp nhất 
T1, À = 2Ì, 








27 27 
k=—=“—, 
À ” 
là tần sô của sóng âm. Do đó 
Po 
Ép = 5 
0U 
Đôi với một chất khí lý tưởng 
T 
V=_—_—hHT, 
Đa M 
cho ta 
__Tn _ paM 
_V_ R7 Ỏ) 


trong đó ø„, 7 tương ứng là áp suất và nhiệt độ môi trường. Do pọ = 1 đyn/cm? 
= 10~! N/mŸ, ø„ = 108 đyn/cmˆ = 105 N/m2, Aƒ = 29 x 1073 kg/mol, R = 
8, 31 J/mol/K, 7 = 300 K, u = 340 m/,  = 103 Hz, ta có £o = 4x 103m 
là biên độ dịch chuyển của các phân tử chất khí đưới ảnh hưởng của sóng âm. 
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Một đầu dò chuyển động dùng sóng âm phát ra một tín hiệu có tần sô 50 

Hz và thu lại tín hiệu phản xạ. Nêu tín hiệu phản xa bị dịch chuyển do hiệu 

ứng Doppler từ tần số 50 Hz lên tới tần số trên 100 Hz, thì một "vật chuyển 

động" được ghi lại. Đôi với vận tốc truyền âm trong không khí là 330 m/s, tính 

vận tốc mà một vật thể phải chuyển động về phía (hoặc rời xa khỏi) đầu đò 
để có thể được ghi lại như một "vật chuyển động". 

(Wisconsin ) 


Lời giải: 
Z Ä BI. Z LA , Ấ ^ Xa 
Xét nguồn phát âm có tần số u. Theo hiệu ứng Doppler nêu một người 
quan sát chuyển động với vận tốc ø về phía nguồn thì anh ta sẽ phát tín hiệu 


tần số như 
ựˆ = , 
C 
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` ˆ £ ^ - Lá Ấ s LÁ ˆ £ P\ 
c là vận tốc truyền âm thanh. Mặt khác, nêu nguồn di chuyển với vận tốc › về 
phía người quan sát đứng yên thì 


) C 
II Ự, 
c—U 
La ^ ^ “ r” , ` ^ L4 .ÃA L2 hị H 
Do đó vật thề, đang di chuyên về phia đầu dò, nhận được tín hiệu có tắn số 
/ cu 
⁄/ = Ư V 
L6 
` , .Ẫ.ˆ^ 2 #, + ^ ` L4 .A À 
và tín hiệu sau phản xạ có ở vật được đầu dò phát hiện như tân số 


s-5)z-(E9: 
É.=Ð (Á—~0 


Dể vật chuyển động được ghi lại, ta phải có  = u + Au, trong đó Auw > 
102 Hz. Khi đó 

















hay 
CÂU CAU 
+:————— ‹ +d—-—— 
2+ Àu 2u ` 


1 — 


do A < z. Từ đó vật phải chuyển động về phía đầu đò hoặc rời khỏi nó với 
vận tốc 
330 x 102 


U ~ 2x8x 104 =0 040 mS 


để có thể được ghi lại. 
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Một sinh viên đứng gần đường ray tàu hỏa nghe thấy tiếng còi tàu khi tàu 
chạy thẳng về phía anh ta rồi chạy qua anh ta. Hai tằn số âm thanh quan sát 
được là 250 Hz và 200 Hz. Giả sử vận tộc truyền âm trong không khí là 360 
m/⁄s. Tìm vận tốc của đoàn tàu? 


(Wtsconstn ) 
Lời giải: 


= À ` Ầ Ẫ 2 ` ĐÁ ` z7 â £ 3%. 
Đặt ra, ạ, 2 lần lượt Ìaä tần sô cua còi tàu và các tần số nghe được bởi anh 
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sinh viên khi tàu đi lại gần và rời xa anh ta. Hiệu ứng Doppler cho là 








, ` ˆ LÀ ˆ ` ` ^ £ kì ` ` ` " 
trong đó ec là vận tôc âm thanh và o là vận tỏc của đoàn tàu và như vậy 


LAI C+—U 


Uạ  C—U. 





Thay số vào ta có 
— 360+0 


_ 360—%` 





1,25 


hay 





do đó 


1251 
Vận tốc của máu trong động mạch có thể đo được nhờ hiệu ứng dịch 
chuyển Doppler của sóng siêu âm. Giả sử sóng âm có tân số 1,5 x 10 Hz 
bị phản xạ ngược lại bởi dòng máu chảy với vận tộc 1 m/s. Giả sử vận tốc âm 
thanh trong mô là 1500 m/s và sóng âm tới có góc tới rất nhỏ như trên hình 
1.229, tính độ dịch chuyển tân số giữa sóng tói và sóng phản xạ. 
(Wisconsin ) 


°)) — 


——= Vy : }ímq/% 
Hình 1.229 
Lời giải: 


Do sóng âm có góc tới rất nhỏ, máu có thể coi như chảy đi cùng chiều với 
âm thanh. Vì vậy, kết quả của bài 1249 có thể được áp dụng trong trường hợp 
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nay với ø¿ thay bởi —u 





Độ dịch tắn số khi đó là 


: 2UU 2uu 
, tu. —= =ð'wv TÔ ky, 
c+t C 
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Một ötô cỏ gắn một bộ loa gồm hai loa ngược chiều nhau trên nóc và chạy 
về phía bạn với vận tóc 50 ft⁄s, như mô tả trên hình 1.230, Nêu bộ loa phát 
tmỗt âm thanh có tấn só 1000 Hz, tìm tân số phách bạn sẽ nghe được giữa âm 
thanh tới trực tiêp và âm thanh phản xạ bởi một tòa nhà gạch nằm đẳng sau 
ôtô. (Vận tộc ảm lây bằng 1000 ft/s). 

(Wtsconsin ) 





Hinh 1.230 


Lời giải; 
Âm thanh từ loa hướng vẻ phia đằng sau có tần sô Doppler là 


C 
2 = }* 
cu 


trong đó c và o lần lượt là vận tốc âm thanh và vận tốc của xe, z là tân só của 
âm thanh phát ra. Do bức tường đứng yên so với người qua sát, + cũng là tần 
số âm mà người quan sát nghe được. Âm thanh từ loa hướng về đằng trước 
phát ra có tần số Doppler là 








Do đó tân sỏ phách là 








1 — Up; = CƯ Í= 


1 1 2UcU ¬ 2„„u 
=9 CduU " 
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1253 
Một sinh viên vật lý cầm một âm thoa rung động ở tần sô 440 Hz và đi bộ 
với vận tốc 1,2 m/⁄s ra xa khỏi một bức tường. Sóng âm phản xạ từ bức tường 
có cao độ cao hơn hay thấp hơn so với âm thoa? Tân số phách anh ta nghe 
thấy giữa âm thoa và âm phản xạ là bao nhiêu? Vận tốc âm thanh là 330 m/s. 
(WWsconsin ) 
Lời giải: 
Do âm thoa, phát ra âm thanh có tân số z„ đi chuyển ra xa khỏi bức tường 
với vận tộc », âm thanh tới bức tường có tần số là 


. 
V CC ,. 
c++ 


Lá 4. »› Á ` # ® ^ 4 "3ø z# ` ”= ˆ 
Do đó anh sinh viên, đang đi với vận tôc 0œ ra xa khỏi bức tưởng sẽ nghe âm 
2 7 FA 
thanh phản xa có tân số 











Do n 
DƯ 
Ư”—u=— <0, 
c+u 
âm thanh vọng có tần số nhỏ hơn. Tần số phách giữa âm thoa và âm thanh 
vọng lại từ bức tường là 
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Một sợi dây bị cột chặt một đầu vào tường được cuồn quanh một cái tời 
dưới một góc 9. Nêu một người nào đó kéo sợi dây ở đầu kia với lực F như 
trên hình 1.231(a), tìm lực căng của sợi dây tại điểm giữa bức tường và tời 
theo Ƒ, 0 và hệ sô ma sát u; giữa đây và tời. 

(Columbia 
Lời giải: 

Xét một phần tử của sợi dây như trên hình 1.231(b). Các lực tác dụng lên 

phản tử này là sức căng 7' và T + A7 tại hai đầu, phản lực N gây ra bởi cái 
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(b) 


Hình 1.231 
tời và lực ma sát ƒ. Do phần tử đó ở trạng thái cân bằng nên ta có 
A8 
Ƒƒ+(T+AT)cos (S) — T'cos (S) = Ö, 


N)-(T+AT)sn S) — #sin ) =0, 


Trong phép gần đúng cấp một, các phương trình trên trở thành 


(T3 AT TrsU hoặc - ƒ—-~A7T, 
$ 
N~TT -—T.-=0, hoặc N=TA0. 
Khi đó do ƒ = u;N, ta tìm được 
AT 
PT —Hal', 
hay, cho Ađ ¬ 0, 
đT 
dô .— —Hạa? + 
Lây tích phân ta có 
T—CeTH?, 
trong đó Œ là một hằng số. Do 7 = Ƒ' tại 0 = 0, Œ = F. Do đó 
T= Fe~"??, | 
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Một dây đồng chất và rất đẻo có chiều dài L và mật độ khối lượng dài là 
ø được treo bởi hai điểm treo có chiều cao h so với một mặt phẳng ngang và 
cách nhau một khoảng 2zọ như trên hình 1.232. 
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(a) Tìm hinh dạng cong của sợi đây. 

GỢI Ý: Một tham số trong nghiệm của bạn sẽ phụ thuộc vào một phương 
trình siêu việt không cẩn giải. Tuy nhiên, bạn phải giải các phương trình vi 
phân mà bạn gặp trong quá trình tìm ra đáp sô. 

(b) Tìm biểu thức của lực căng của sợi đây tại các điểm treo. 


- — ?*n - 





Hình 1.232 


Giả sử các điểm treo bây giờ được thay bằng các ròng rọc không ma sát 
kích thước không đảng kể đồng chất, và sợi dây đồng chất có chiều dài vô hạn 
treo qua hai ròng rọc như trên hình 1.232. Không có ma sắt giữa sợi dây và 
mặt bàn. Trong trường hợp này, đạng cong của sợi dây chỉ phụ thuộc vào một 
thông số không thứ nguyên là a = h/zg. 

(c) Giả sử sợi dây được treo theo một đường cong nhẫn có độ cao cực tiểu 
c, tìm phương trình siêu việt liên hệ giữa h/c và ơ. 

(d) Tìm nghiệm chính xác cho hình dạng sợi dây khi œ << 1. 

(e) Liên hệ giưa hình dạng sợi đây trong câu (c) và (đ) với hình dạng của 
mặt bong bóng xà phòng căng giữa hai đây uón tròn có bản kính # và khoảng 
cách 2ra như trên hình 1.233. 

(MIT) 





Hình 1.233 : Hinh 1.234 
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Lời giải: 
(a) Sử dụng hệ tọa độ như trên hình 1.234 và gọi lực căng của sợi dây là 
T' = T{z). Xét một phần vô cùng bé trên sợi dây giữa hai điểm z và z + đr. 
Điều kiện cân bằng của nó là 
(ThcosØ);+ay — (Tcos9); =0, 


(7 sin Ø8)z+a„ — (T'sinØ); = øgv (dz)2 + (dụ)2 = pgv 1 + y^dz. 


Phương trình đầu tiên cho ta 


đứT cos 8 l : 
——~ =0, hay T'cosØ = hằng sô = A, chẳng hạn. 
Phương trình thứ hai cho ta 
đŒT sin 8) 
= 1+1 
đ+ T 
Do ử 
tgổ = T” =ự", 
+ 
ta có 
Ự l 


và các phương trình trên trở thành 


T—=AÁvV1+y*2, (1) 
Au = pgV1+ 2. (2) 


Viết (2) như 
1 dự _ pg 


3⁄1 + 2 dz ï" ẢẠ : 
hay 
d 1n _ 9Ø 
Thự) = SẺ, 
và lây tích phân hai về ta được 


SS hi” ) 
Ụ =5 2 +C], 
trong đó Œ là một hằng số. Do z = 0 tại z = 0, =0 và 


' = sh () (3) 
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Tiếp tục lẫy tích phân ta có 


# p .À HÏ.k*h ..AN " , 
Với điều kiện biên ; = h tại z = zo, ta có 


B=n- S9) | 


Do đó hình dạng của sợi dây được mô tả bằng phương trình 


U(œ) = = ịch () — ch | +h (4) 


với A là hằng số chưa được xác định. Xét lực căng 7' (+zo) tại điểm treo 
z = +zọ. Các thành phần theo trục của chúng thỏa mãn 


2T sin8 = Lọg, 
nghĩa là _ 
21 
———— ~ L09 - 
/] + 2 


Sử đụng các phương trình (1) và (3) ta có thể viết lại biểu thức trên như 


09Zo _ 
2Ash ( ÉP n ch) = Løg, 


từ phương trình này có thể tìm được A. Lực căng tại z = +zọ được cho bởi 
(1) trở thành 


T(+za) = AV1+  *Ì¿=z¿ = Ácosh ( T). (5) 


sử dụng kết quả của phương trình (3). 
(c) Lực căng 7(+za) trên sợi dây ỏ hai bên của mỗi ròng rọc bằng nhau. 
Do đó 
T(+zo) = họog, 


hay, từ phương trình (5) 





Ách () =2 


Thay thê vào (4) suy ra phương trình mô tả hình dạng của sợi dây giữa hai 


TÒNg rọc 
_ 4 0gz 


406 Bài tập & lời giải Cơ học 


Đặt  = c tại z = 0, suy ra c = A/øg. Do y = h tại z = zoọ, ta cÓ 


hay 


C CO 


Phương trình này xác định h/c chỉ là hàm của œ = h/zo. Phương trình (6) có 
thể được viết lại là 


ta có ` 

© 
Phương trình này mô tả hình đạng của đường cong chỉ phụ thuộc vào h/c, đại 
lượng này lại chỉ phụ thuộc vào œ = h/rọạ thông qua phương trình (7). 

(d) VỀ mặt vật lý, c < h, do đó nêu œ < 1, ch(h/cœ) > 1. Nên với h hữu 
hạn ta cần có e — 0 để thỏa mãn phương trình (7). Điều đó cỏ nghĩa là toàn 
bộ sợi dây nằm trên mặt dắt. 

(e) Gọi ơ là hệ số cảng mặt ngoài của xà phòng. Để cân bằng trên mặt 
phẳng nắm ngang tại điểm (z, ) trên mặt bong bóng ta có 

(ø - 2mcos6)z+a„ — (ơ - 2m cos 8)„ = 0, 
hay 
¿ (2mơy cos 8) = Ö 
d+r Ù s. 3 
tức là 
cosØ — hằng số. 
Giả sử  = c tại z = 0, khi đó đo ð = 0 với z = 0, hằng số đó bằng với c. Hơn 


nưa, do 
d+ 1 


_ Vídz}*+(dy2 1+2 


cos 8 


ta CÓ 
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hay 


với u = /c. Lây tích phân ta có 


z=cchÌ LỄ) + hằng số. 


Do ÿ = c tại z = 0, hằng số bằng không. Do đó 


v=<h (5), 


nó đồng nhất với phương trình (6) ở phần c. 
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(a) Một vật có biên, đôi xứng trục có mật độ khôi lượng ø(z, g, z) = ø2(r, 6). 
Tại khoảng cách lớn đổi với vật đó, thê hâp dẫn có đạng 


mẽ... 


T r2 


trong đó 
M = | sz.,z)drlayaz =2r | p(r,Ø)r2 sin 6 dr'dữ 


là khối lượng toàn phần. Tìm ƒ(0). 

(b) Một vật thử nhỏ có mật độ khôi lượng ơ(z, g, z) và được đặt trong thê 
hắp dẫn ø(z, g, z). Tìm thể năng hấp dẫn của nỏ. 

(c) Giả sử vật trong câu (a) có đôi xứng cầu, nghĩa là ø = ø(r), khí đó 
ở = ð(r). Giả sử vật đó là một khôi khí có áp suất p(r). Kí hiệu bán kính của 
nó là Jt. Một vài tích phân sau đây mô tả chính xác thê năng hấp dẫn của khối 
khí đó, một vài tích phân khác bị sai lệch một hệ số đơn giản bằng số âm hoặc 
dương. Xác định các biểu thức chính xác và tìm hệ số hiệu chỉnh cho các biểu 
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thức còn lại. Nêu  = thê năng⁄ 4z, thì các biểu thức đó là 


đi ] ï (lọ 3 D) 
l§ sẽ ĐÌ ryp ? 
U — L ) 4x Ũ dt ) lu 


(đ) Vật thử trong câu (b) được đặt sao cho khôi tâm của nó tại tọa độ 
(U.0,zu) trong trường thê đói xứng cầu 


11G 





@(r) _=nNn 
T 


Với »¡ lớn, thê năng hắp dẫn cỏ dạng 


trrữr ÀJ ị | 
— : + ` + () (5) ' 
Tn ra hn 


trong đó ;ð = ƒ dư, Tìm dở, 





(UC, Berkeley ) 


7 
Vật thử 
P 
ÿ đi 
ấu) r 
0 


Hình 1.2335 Hình 1.236 


Lời giải: 


(a) Như mô tả trên hình 1.235, trục z hướng dọc theo trục đối xứng và 
gốc tọa độ 0 nằm bên trong vật. Thé hấp dẫn (thế năng trên một đơn vị khỏi 
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lượng của vật thử) do vật gây ra tại điểm P là 


¿=_ [ €PŒƯ)xự: 


bi 3 TIỆệ, 
Vi 





trong đó V! là thể tích của vật. 
Do 
(r—r?)2=r?+r? — 2rr“cos(0 — 0), 


với một khoảng cách lớn từ vật |r — r“|~1! có thể lây gân đúng như sau 


—-d 
1 1 X2? 2” : 
ranizt[tt (E) — 5 «aø =ø) 


Ệ + — cos( — ”) . 


|—~ 
~ 


¬1 | 


Ầ ` # ˆ + 
Thẻ vao tích phân ta có 


G 
@=— TT 2m J 0(r*,8)r^ sìn Ø'dr' d6" 


G 
ST 2m J o(r',8')rŠ sin Ø' cos(0 — 6')drˆ d6”. 
So sánh nó với dạng đã cho 


GMI 8 
-SM „10, 
T T 


ta tìm ra 
Ƒ(6) = -ðnG | ø(r" Ø')r*Ẻ sin 8! cos(8 — 8')dr!d6'. 


(b) Trong trường thế hắp dẫn ø(z,,z) thể năng của vật thử có mật độ 
khôi lượng ø(z, g, z) và thể tích V là 


W = J 8í 00050 
V 


(c) Với một hệ đóng có mật độ khói lượng là p và thể tích V năng lượng 
hắp dẫn là 


M =2 | 264V. 
2Jv 
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Với một khối khí đối xứng cầu có bán kính # ta có 
1 h 
W= sÍ o(r)d(r)4mr?dr , 
0 


7 + Ầ ˆ + ^ˆ 5 , # 
với øôc tọa độ tại tâm cua nó. Do đó 


Ì 2 
= St 1 
U 3J 0‡r“đr (1) 
Nên tích phân (iii) là đúng. 


z ^ 3 " ,, ` # ,, ` ` (. z # ú 
Xét một vỏ khối khí hình cầu bán kính r và bể đày Ar. Do khối khí có áp 
Ấ À Z =: `. 2ˆ _ˆA ` 
suất p, ta cân có điều kiện sau để cân băng 


 4mr?[p(r) - p(r + Ar)]— Amr2p“ Ar =0, 


hay 


Phương trình Poisson cho các khối lượng hút nhau là 
W/¿ = 4xGŒo, 


ở ˆ ? Á‹ ⁄ À 
hay với vật có đôi xứng câu, 


SUY ra 


Do đó 
đp—— 1 1 ( đổ độ 
dr 4nŒ r?2dr dyr |) dr~ 


Bên ngoài vật hình cầu, p bằng không và đp/dr = 0. Do đó 


dó s 
tì = 
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Phương trình (1) có thể viết lại là 


lỳ ỏ 
Ung J 4 s2Ẳ sn )dr 
“. dộ|” độ 
-sh|»#[- ƒ'2(#)2) 
1L /# ;/(dóN 
= nhờ | 2 
8nG lọ ` (8) vi v4 
Do đó tích phân (ii) phải nhân thêm hệ số —3. Xét tích phân (). Nó có thể 
được viết là 
s4) vỀ (292). 6u, 
41nGjo dr drỷ7 dr 
h 
__1 |,a(42\) - Ƒ *98-a(› dộ 
4nG | ` \dr : 0 — dư “đr 
† 2 
= Ỉ Sử tra 
8mG lÑ dr 











H 


| 
œ 
3| — 
đền) 
F 
3 
a 
| 
SG 27 
2 





giỗng như phương trình (2). Do đó tích phân (¡) đúng. 
Tích phân (iv) có thể viết là 





h 
= ;j cSP dị 
3 0 dr 
1 h 
=¬g J TC 
Ñ) Ũ d7 


2!-STMG CƠ HỌC 
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So sánh với tích phân (¡), vôn là tích phân đúng nó cần phải nhân với 3. 
(đ) Gọi Œ là khôi tâm của vật thử và xét một phân tử thể tích đV7 tại vectơ 
bán kính rˆ từ Ở như trên hình 1.236. Ta có 


r=ro+r, 


hay 


r? = ra +r2 + rọr“ cos 8! 


SUY ra 


; /`X231 2 /2 
Ñh nà esz+ (5) | ~Ì hy es#+ö()| : 
T0 To 2ro rọ 
Thê năng hấp dẫn của vật thử là 
\M , N2 
W= | ơ¿dV'= -J d0) le. te? e0 (5) dV'. 
V! V1 To 2rg tạ 


trong đó V7 là thể tích của vật thử. Sử dụng tọa độ câu (r”,Ø”,') với gốc tại 
Œ, ta có 





dV1 = r2sin Ø'dr'd6'dự 


` , ^ .Ấ£ ~ ˆ^ - ` 
và có thể việt thê năng trên lại thành 





1 
W =— mo + _ ơ(r?,9', @')r3 sin 2Ø'dr!dØ'dự' + O la) | 
T0 2r§ rq 
Do đó 
= GŒMrg 


d 





5 Jsứ" 6”, ')r3 sin 2° drˆd8'dự'., 
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Một dầm số sôi đã hong khô, tiết điện 2 in x 4¡ïn được chôn vào tường bê 
tông để chôi ra bên ngoài 6 ft, như trên hình 1.237. Nó được tạo ra với mục 
đích làm giá đö cho một trọng vật L sao cho ít bị cong nhất. Giới hạn đàn hỏi 
của gỗ sồi là ứng suất 7900 Ib/in2 (pao/in?). Suất đàn hồi của nó, ! (dp/đ!), 
là 1,62 x 108 †b/in2. Trọng vật L lớn nhất mà dầm gỗ sôi có thể đỡ được mà 
không bị biên đạng vĩnh viễn là bao nhiều và độ dịch chuyển của điểm P đưới 
tác dụng của trọng vật đó là bao nhiêu? Khi giải bài toán này hãy sử dụng các 
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Hình 1.237 


gân đúng thích hợp, kể cả cho bán kính cong của dầm bằng — (d°w/dzˆ) 
thay cho biểu thức chỉnh xác. 

(ÚC, Berkeley ) 
Lỡi giai: 

Bỏ qua ửng suất trượt và chỉ xét biên dạng cong thuẫn túy. Trong quả trình 
uôn cong, các thó gỗ bên trên bị dẫn trong “khi thớ gỗ bên dưới bị nén, giữa 
chúng tôn tại một mặt phẳng trung tính không bị biến dạng N4. Xét các thở 
gỗ cách mặt V'.V một khoảng £ như trên hình 1.237. Gọi bản kính cong của 
N*X là r và của các thở gỗ đang xét là z + £. Vậy thớ gỗ đang xét chịu biến 
dạng dọc là 

"#t$)=# € 
"G- 
Xét tiết điện 4 của dâm gỗ tại vị trí z. Ứng suất đọc tại £ trục trung tỉnh .V'V 
tại đó tiết điện cắt mặt phẳng trung hòa ¿V'X là 


_ấc 


rT 


T(&) 


* - ` k + ` ..^ “^ " 3 l * Ấ 
trong đö /- la suât Young của vật liệu. Momen tông công của các ứng suäãt dọc 
§. “4 z ` 
đôi với trục trung tính là 


A#(z) = | T:aA = ~ j CưA = =— | (1) 


` Lá *. M .*^ . .Á .ỔỎ ¿ , 

/ la momen quán tỉnh của diện tịch tiết diện quanh trục trung tính. Momen 
LŠ ọ " ã ..Ằ sế ®:' 4 L5 . " 3 ... .= 
uốn cưc đại xảy ra tại tiết diện + = Ö vả ứng suất cực đại xảy ra tại biên trên 

vả biên dưới. lo 
„_ E§ _ Mz)€ 


là Ị 


- M{(0)h — L1h 
Ímax “ I ==  Ị ˆ 
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Để cho dẳm gỗ bị uốn cong ít nhất, dằm gỗ phải được lắp sao cho độ cao của 
nó là 2h — 4 in và bể dày u: — 2 in, Do đó 


: “_ 3 «8 
Ễ.= | daa = „Í £°d£ = =hŠ —= — inÌ h 
h _' 3 


Với ( = 72 in, ứng suất giới hạn 7„a„ = 7900 lb/inŠ, suy ra độ lớn của trọng 
vật cực đại là 
r9 2 
bê s SẺ ..Í8fW 1b (688. 


v ĐC: (22:1. 3 





Hình 1.238 


Hình 1.238 cho thây sự uỗn cong của mặt phẳng trung tính N*N. Phương 
trình (1) suy ra 
(l®ụ -_ 1 _ Mr) LỊU r) 
dt n BI  EI ` 
LÂy tích phản và chú ÿ là đ//dz — 0 tại r = 0, ta có 





Tích phân thêm lần nữa với  = Ú tại z = 0Ö suy ra 


L (+ tr 
U=% ““=Í: 
Bỉ \t 8 s 


Dộ dịch chuyển của điểm ?' do đó sẽ là 


#8. É LÍ 
Tổ Ha Ï Hư mm. ĐI: 
SÁC 5) 3EI sa 
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Rất nhiều giảo trình sơ cấp mô tả định luật Pascal về thủy tĩnh học như 
sau “bắt kì độ thay đổi áp suất nào của chất lưu bị đóng kin nào đều truyền 
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không bị giảm và ngay lập tức tới tắt cả mọi điểm khác trong lòng chất lưu 
đó”. Điều này có vi phạm nguyên lý tương đổi không? Giải thích một cách rõ 
nhât ÿy nghĩa của từ "ngay lập tức" trong trường hợp này. 

(Wisconsữn ) 
Lời giải: 

Định luật Pascal không thực sự vi phạm nguyên lý tương đối. Nguyên lý 
đó giả thiết răng chất lưu không thể bị nén, và là một mô hình đơn giản hóa, 
không hoàn toàn chính xác với chât lưu thật. 

Sự thay đổi áp suất tại một điểm của chất lưu được truyền đi trong lòng 
chất lưu với vận tốc của âm thanh. Do kích thước của bình chứa thông thường 
rất nhỏ so với quãng đường đi được của âm thanh trong một khoảng thời gian 
ngắn nên độ thay đổi áp suất có vẻ như là được truyền đi tới mọi phân của 
chất lưu, một cách "ngay lập tức" hay tức thời. 
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Một cân đòn được dùng để đo khôi lượng z¡ của một chất rắn thể tích Vị 
có mật độ khôi øạ rất bé. Vật rắn này được đặt ở đĩa cân bên trái và các quả 
cần bằng kim loại có mật độ ø; rất lớn được đặt ở đĩa bên phải để cân bằng. 

(a) Nêu sự cân này đầu tiên được thực hiện trong không khí sau đó lỗng 
cân được rút chân không thì cân đòn còn giữ nguyên thăng bằng không? Nêu 
không thì đĩa bên nào sẽ lệch xuống dưới? 

(b) Xác định phần trăm sai số (nêu có) của khối lượng rn; đo được khi cân 
trong không khí (mật độ khôi của không khí là = ø4). 

(Wisconsin ) 


Lời giải: 

(a) Cân sẽ không còn thăng bằng nữa sau khi rút chân không lỗng cân. 
Đĩa bên trái, mang chất rắn mật độ khối nhỏ hơn, do đó là vật có thể tích lớn 
hơn sẽ lệch xuống do nó đã được đẩy nhiều hơn lên trên bởi không khí trong 
khi cân trong không khí. 

(b) Đặt khôi lượng thực và khối lượng cân được (biểu kiến) của chất rắn 
trong không khí lần lượt là mm và rm;. Khi đó 


ra ự g T11 
kế 2. — THìỊ0 — ——~DẠAQ › 
Ø1 ũ 02 nÁ 
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hay 
É mị m\ 
TT: HẾI, = | r T9 Ð2 ĐA Da 
[Ai D2 Ø1 
nghĩa là 
ÔVTHT¡ ~Š ĐA 
mị Ø0. 
1260 


Một gàu nước được quay với vận tốc góc không đổi „ quanh trục đỗổi xứng 
của nó. Xác định hình dạng của bể mặt nước sau khi mọi chuyện đã ổn định. 
(MIT) 





0 


Hình 1.239 
Lời giải: 

Xét một hạt nước trên bể mặt có khôi lượng m. Có hai lực tác dụng lên nó: 
lực F' vuông góc với mặt nước gây ra bởi các hạt nước xung quanh, và trọng 
lực zg, như trên hình 1.239. Do nỏ đi chuyển trên một quy đao tròn với vận 

Ẫ * La ”; ˆ ˆ Pˆ X ^ ` .A" L5 k 1 
tốc góc không dõi z⁄, trong hệ tọa độ trụ với góc tọa độ là điểm thập nhật của 
mặt nước ta có 

` cos Ø = ng, 


3 M;¿ 
Fˆsn  — rmư!”T , 


trong đó 0 là góc giữa pháp tuyên của mặt nước và trục z. Do đó 


2 
tgỡ = = 
g 


r 
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Do tg6 là độ dốc của đường cong biểu diễn hình dạng bể mặt nước, 





lz  uŠT 
đr g ` 
Suy ra 
_— 
20 


do : =U đổi với r — 0. Do đó mặt nước là một hình paraboloit được tạo ra bởi 
parabon ở trên quay quanh trục z. 
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Một thiết bị bao gỗm một óng mảnh thẳng đứng và một ông rộng năm 
ngang nồi với nhau theo cách như trên hinh 1.240 được nhúng chim vào một 
chất lỏng có mật dô Bị: Mật độ và áp suất của khí quyển bên ngoài lần lượt là 
Ø¿ Và Đa. Đầu cuỗi của ông nằm ngang khi dó được bịt chặt và sau đó thiết bị 
quay với vận tốc góc không đổi là ¡¿ như đã chỉ ra. Có thể coi không khi trong 
khí quyển là khí lý tưởng và cỏ một nhiệt độ cô định và bỏ qua sự thay đổi 
mật độ không khí theo độ cao. Cuỗi cùng, bỏ qua hiện tượng mao dẫn và ma 
sắt bê mặt. 


Tìm chiểu cao h mả nước dâng lên trong óng thẳng đứng tới bậc hai của 


(Princeton } 





Hinh 1.240 


Lời giải: 


Áp suất p và mật độ ø của không khi trong ông nằm ngang không đều. Xét 
một lớp thăng đứng của không khí có bể dày dr tại khoảng cách z tính từ trục 
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quay như trên hình 1.240. Do ông quay với vận tốc góc œ, ta có 
(p( + dr) — p(z)]A = u?zoAdz , 
Á là diện tích tiết điện ông, hay 
dp 
độ 
Coi không khí là khí lý tưởng với phân tử lượng Mí, ta có 


= u20 . 





Trì 
pV = mm 
hay 
_ ĐÀ 
lƯ == RT l 
trong đó ? là hằng số khí. Do đó 
M 
đo = ——d 
và 
dp — Mu 
— —= rủz 
0 h7 


Lẫy tích phân phương trình trên ta có 


Ø Mu ¿ 
In TC|= 
n(^) 2RT” ` 


trong đỏ øọ là mật độ của không khí tại điểm z = 0. Như vậy 





p= Pa si 


VỚi œ — Mu2/2RT. pọ có thể được xác định bằng cách xét toàn bộ khôi lượng 
không khí bên trong ông 


L 
|  ø6dz = aSL, 
0 
tức là 
⁄ 2 
øo | e** dua = pạL. 
0 


‡ 


Với ¡› không quá lớn, œ là một số nhỏ. Do 


c2” =1+ae” + CS +... 1+ a2” 
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có thể lây gần đúng phương tình ở trên là 


hay 





» ˆ ^ # . ` .”^ ˆ .” › Ẫ ` ^ ` " - ”? 
Do p tỉ lệ thuận với ø vì nhiệt độ được giả thiệt là không đổi tại mọi điểm, ta 
có áp suât tại điểm z = 0 là 


Bây giờ xét chất lỏng trong ông nhỏ thẳng đứng. Điều kiện cận bằng là 


Đa = Po + gh0y , 
hay 
œL? 
—n Pa = 0hØy , 
Suy ra 
bo A1u^L”pa 2ÿ} Đa 


6RTgp, 6g pr- 
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Một bình chứa hình trụ tiết diện tròn, bán kính là 7, được đõ sao cho nó 
có thể quay quanh trục thẳng đứng của nó. Ban dâu nó được đổ đây chât lỏng 
(giả sử không thể bị nén) có mật độ ø tới độ cao h so với đáy phẳng của nó. 

y ` "+. ˆ HA , + , £ 
Sau đó binh trụ được cho quay với vận tôc góc ¿¿ quanh trục của nó. Vận tôc 
góc được giữ không đổi và đợi đến khi hệ ổn định. Giả thiết rằng chất lỏng 
không bị tràn ra ngoài và không có phần nào của đáy bị cạn nước. 

(a) Tìm phương trình mô tả mặt nước. 

(b) Tìm biểu thức của áp suât ø{z) của mặt trụ tại độ cao z so với đáy. 

(c) Tìm biểu thức của áp suất pạ(z) đọc theo trục tại độ cao z so với đáy. 

(d) Đôi với người quan sát cô định dòng chất lỏng không có rota? Chât 

+ Ầ .ˆ - , ˆ^ 5 ` z +. 3 z z# 
lỏng tất nhiên chịn tác động của trọng lực và chúng ta giả sử áp suất khí 
quyển tiêu chuẩn pạ trên toàn bộ bề mặt nước. 

(ÚC, Berkeley ) 
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Hình 1.241 


LƠi giải: 
(a) Xét một mặt phẳng thẳng đứng chứa trục quay. Đặt a là góc giữa tiếp 
tuyên của mặt trên chất lỏng với đường nằm ngang tại điểm có khoảng cách 


£ SO VỚI trục quay vả có độ cao ;¡ s0 VỚI điểm tháp nhật của hễ mặt trên như 
trên hình 1.241. Ấp dụng kết quả của bài 1260 ta có 


Tịch phần no ta có parabon 





lj —= 2 


Bề mặt trên của chất lỏng thu được bằng cách quay parabon nảy quanh trục 
quay. 

(b) Bé mặt trên của chất lỏng là một mặt đẳng ập có Áp, suất băng ấp suât 
khi quyền 0u. Chú ý là mỗi parabon quay như thế trong chất lòng đều là một 
mặt đẳng áp, hiệu áp suất giữa nó và bể mặt trên được xác định bằng khoảng 
cách giữa hai bề mặt dọc theo trục quay. Gọi ¡ là chiều cao của điểm thập 
nhất của các bẻ mặt trên so với đảy bình chứa. Chiểu cao của điểm cao nhất 
trên bể mặt trên so với đáy khi đó là 


ằœ* H? 
lo. + S—=‹ 
lỊ L 2g 


Nêu 9 = mf‡2 và họ là độ cao của chất lỏng khi nó không bị quay, thể tích tổng 
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cộng của chất lỏng là 


„2 2 


2s 2 s 4 
họ53 = hịạS— TẾ“dn = hịS — ———€ đệ 
0 0 8 


u21 „2 R2 
sa =. = (6ò )xR, 
Ág 











SUY ra " 
T". 

4g 

và đo đó = 

h =hạ— .. 


( Á ^ Ầ = 2 ˆ #. Ø, ˆ ` 
Áp suất lền bề mặt trụ ở độ cao z so với đáy do vậy là 


2 n2 
vJ“ 
Đ(2) = Đạ + (hị — z)pg — pạ + nu + ah z] 0g - 


(c) Áp suất đọc theo trực quay tại độ cao z so với đáy là 
2 p2 
djJ“ h 
Pu(2) = Pa + (h — z)0g = Đa + C “= :) 09 - 


(đ) 


œ Can 


Vxv=Vx(œxr)=Vx|0 


"'.ồềằE “ 


= Vx (—wyli + ¿rj) 


Ï ] k 
lệ Ồ ổ) 
=|öz ấu 5x|= X¿@k 


Do V x v #0, nên dòng chất lỏng có rota. 
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Cho biết góc trông (đường kính góc) của mặt trăng và mặt trời gần như là 
bằng nhau và thủy triểu gây ra bởi mặt trăng cao gấp đồi thủy triều gây ra bỏi 
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mặt trời. Bạn có thể rút ra kết luận gì về mật độ tương đôi của mặt trăng so 
Với mặt trÒi. 

(UC, Berkeley ) 
Lời giải: 

Gọi ?‡;. ",a, f„, là các bản kính, Ä¿, Ä/„„, A⁄, là các khối lượng của trái đất, 
mặt träng, mặt trời và kí hiệu hư, h; tương ửne là chiều cao của thủy. triều gây 
ra bởi mặt trăng và mặt trời tại một điểm trên trái đất và D.„..D, lần lượt là 
khoảng cách từ tâm của trái đât tới mặt trăng và mặt trời. Nhiều loạn gây ra 

LÁ R G ' ^ Wv ˆ «~ L rz rS r r .^ 
bởi mặt trăng tại một điểm trên bẻ mặt cua trái đât có thể được thể hiện qua 


thê gần đúng là 
QGN,„ Rệ (1 tuàñ 
2 ĐDÐ¿ \3 : 


trong đó 0 là khoảng cách thiên dỉnh của mặt trăng tại điểm đó. Giá trị của nó 
bằng øh„,, trong đó 





GÀ, 
E; 
là gia tốc trọng trường của trái đất, ta có 


3 HRAP„ /1 
Em — 2 DI AT, (;- cos?0),. 





g= 


Ấ„, #« ` > r , ”Á 3 
Đồi với cùng khoảng cách góc thiên định 


hạ _ toi) Mm _ tai (z)? 
hạ 1m M, mm Hh 0s 
VỚI Ø„„, o¿ tưởng ứng là kí hiệu mật độ trung bình của mặt trăng và mặt trời. 


, ` , 7 b * + ` C = ` Ầ 3 NI ; 
Do các đương kính góc của mặt trời và mặt trăng là xâp xi bằng nhau ta có 


tùu _ H, 
Đạ JD); 





và do đó 


lỦm sỈ 


là tỉ lệ mật độ khối lượng của mặt trăng so với mặt trời. 
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Một thiên thể được hình thành từ một vật liệu giả định có phương trình 


————~ẻ— 
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trạng thải 
1 
= K2, 
trong đó p là áp suất và ø là mật độ khối. 


(a) Chỉ ra rằng đối với vật liệu này, trong điều kiện cân bằng thủy tĩnh, có 
môi liên hệ tuyến tính giữa mật độ và thế hập dẫn. Dấu đại số của số hạng tỉ 
lệ đóng Vai trò quan trọng. 

(b) Viết phương trình ví phân thỏa mãn ở cân bằng thủy tĩnh bởi mật độ. 
Điều kiện biên và các ràng buộc vật lý khác nào phải được sử dụng? 

(c) Giả sử đôi xửng câu, tìm bán kính của thiên thể tại trạng thái cân bằng. 

(UC, Berkeley ) 
Lời giải: 

(a) Giả sử chất lưu chịu tác dụng của một ngoại lực F trên đơn vị thể tích. 

Xét các bề mặt vuông góc với trục z có phần tử thể tích dr = dzdụdz của chất 


lưu đó. Tại trạng thái cân bằng, F cân bằng với áp suất trong chất lưu, như 
vậy 


8 
tydr = |p(r + dr) — p(z)|dụdz = <hđr. 


Ồz 
nghĩa là 
ðp 
ly = ST 
hay 
F = Vp. 


Khi đó nếu f là ngoại lực trên một đơn vị khôi lượng chất lưu, ta có 


1 
f = -Vp. 
p 


Do p có thể được rút ra bằng phương trình trạng thái, ta có 
Vp= KøVo, 


và 
f— KVo. 


Nêu ngoại lực phát sinh từ thế hập dẫn ¿, thì 


Ÿ = —Vệ. 
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So sánh với các phương trình trên ta có 
Vợ + KVpo =0, 
hay 
+ Kp= hằng SỐ. 
Do đó ø và ø có quan hệ tuyến tính. 
(b) Phương trình Poisson 





W?¿ = 4nŒp 
khi đó cho . 
2 HẠNH - 
V“o+ Tổ =0. 


Dây là phương trình ví phân cần được thoả mãn bởi mật độ để đạt được trạng 
thái cân bằng. Điều kiện biên là mật độ ø bằng không tại biên của thiên thể. 
(c) Với đối xứng câu ta sử dụng hệ tọa độ cầu có gốc tại tâm của thiên thể. 
Phương trình cuỗi cùng khi đó trở thành 
lầu 2dp 4mŒGp _- 


—~ 0. 
0n? in” K 


nó có nghiệm là 
tủ = trọ SÌH((7 + Ở), 
suy ra 


tà 
j<= BạP sin(vr + Ø), 
là 





trong đó ro. oy và đ là các hằng sô. Diều kiện biên ø = 0 tại r = #, trong đó F 
là bán kính của thiên thể đòi hỏi 
vJÍ? + j = TT, n= Ï 2,3,:... 


Tuy nhiên, mật độ khôi ø phải là một đại lượng không âm nên /r + Ø < z. 
Diều đó có nghĩa rằng n = 1 và 2N + Ø = 7T. Xét 


f =KVo 


| 
»x 
| 
: 
so 
= 
C 
¬ 
+ 
tù 
— 
+ 
le 
lộ 
© 
Ẹ 
@) 
®, 
„hề 
s 
¬ 
+ 
to 
— 
® 
{ 
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Do đổi xứng ra cân có f — 0 tại r = U. Diễu này có nghĩa là khi z — 0 
1 Sử 
tg(er + 2) —er = 3+ (ar 4 lY cb sua =0 
Do đó ở — 0 và # = r, suy ra bản kinh của nó là 


lnK 
tỉ. —= Ve ' 
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Xét một bản chất lưu tự hấp dẫn dang ở trạng thái cân bằng thủy tĩnh có 
bẻ dảy tổng cộng là 2h và có kinh thước vô hạn theo hướng bên (theo các 
hướng r và ;). Bản mỏng đó đồng nhất nên mật độ ø(z) chỉ là hàm của z, và 
phân bê vật chất tiếp tục đôi xứng qua mặt phẳng giữa z = Ú. Rút ra biểu thức 
của áp suất p của mặt z = 0 theo đại lượng 


h 
— | Øð\z)dz 
q 


không được giả thiết thêm gì về phương trình trạng thái. 
(UC, Berkeley } 





Hinh 1.242 


Lời giải: 
Trong trạng thái cản bằng thủy tĩnh, lực tác dụng trên một đơn vị khôi 
lượng của chất lưu là (xem bải 1264) 
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Do chỉ có sự thay đối theo z, nên 
Ƒƒ=——.. (1) 


Xét lực hắp dẫn tác dụng lên một đơn vị khôi lượng tại điểm zọ, như trên hình 
1.242, bởi một lớp chất lưu dày 4z tại toa độ z 


_ IR Gp(z)dz - 2nrdr_ Z0 — Z 
0. .? SE 2Q=2}ˆ TẺ +- (zo — Z)2 
tự d 
= —=27Ø(z)(zo — z)dz | = 
0 |r”+(øo—2)?]? 


—2#G/(2)(zo — ?) 





Lực hập dẫn tổng cộng tác dụng lên đơn vị khối lượng tại z = zọ là 


ƒ(o) = —~2mG ỊẠ 0(z)đz — / 2(2)d: 


—h li 


š0 
= ->nG | 0(z)đ:z 


do ø(z) đôi xứng qua mặt phẳngz = 0. Áp dụng phương trình (1) cho điểm 
z = zọ và lẫy tích phân ta có 


+0 


h h z0 
p(h) —p(0) = Í_ dpsa) = =8rG [` pa)dze [ ” p(2)4s 
do | 
Từ đó suy ra mật độ đỗi xứng ø(z) 
h Z0 
p(h) ~ p(0) = ~ảnG Í_ ø(saJdzo | ø(z)4d:. 
0 q 


Đặt ¿(2o) = Jạ" ø(z)dz, ta có đ¿/đzo = p(zọ) và 


h Zo h ỚØ ơ! 
Í s(zewa [”z(e)w = [ 2(2a)(za) S5 = / gdo = S—, 
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trong đỏ ø = Í}" a(>)d:. Sử dụng điều kiện biên p(h) = 0 cuỗi cùng ta có 


p(0) = 2mGaỶ. 
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(a) Một con thuyền có khối lượng Aƒ nổi trên một bể chứa nước sâu có 
thành thẳng đứng. Một hòn đá khỏi lượng rz được cho rơi vào thuyền. Mặt 
nước bể đâng lên bao nhiều? Nêu hòn đá rơi trượt vào lòng bể thì mực nước 
đằng lẻn bao nhiều? 

[Có thể giả thiết mọi kích thước và hình dạng của bể nước, thuyền và hỏn đả 
nêu cần thiết. ] 

(b) Một ông chữ U với hai nhánh có diện tích tiết điện khác nhau4;, 4› 
được đổ vào một lượng chảt lỏng không chịu nén tới độ cao ở, như trên hình 
1.243. Không khí được thổi từng đợt vào một nhánh ông. Mô tả định lượng 
chuyển động của chất lỏng sau đó. Bỏ qua độ nhớt và sức căng bề mặt của 
chât lỏng. 

(UC, Berkeley ) 





Hình 1.243 Hình 1.244 
Lời giải: 
(a) Gọi ø„ va ø„ tương ứng là mật độ của nước và hòn đa, Š, và S„ tương 
ứng là điện tích tiết điện nằm ngang của bể và thuyền. Với hòn đá ỏ trên 


à ˆ ~ ` £ ˆ v *... ~ , ø 
thuyên, thuyền se chìm xuống một khoảng Áh (so với mặt nước) sao cho sức 
-.s -ˆ Lá ˆ^ “ 
nỗi bỗ sung tạo ra có độ lón 


1g — pụ,Ahg, 


SUY Tả 
Mì 





X.c 
Øu:'3b 


38-87 ö CƠ HỌC 
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Điều này làm cho nước trong bể đâng lên một đoạn AZ được cho bởi 


SLA = S,Ah, 
hay 
J8) 
AH=-——. 
ÐuSI 


Nêu hòn đá rơi trượt ra khỏi thuyền và rơi vào bể nước, nó sẽ bị chìm xuông 
đáy bể. Điều này làm nước trong hỗ “tăng” một thể tích là m/øy, làm cho mực 
nước hồ dâng lên một đoạn 

Tn 


AH-= : 
0z 





(b) Chuyển động của chất lưu là không xoáy (không rota) và không ổn 
định và được mô tả bằng phương trình Bernoulli dạng 


TT. ôỏ 
—  —- p— = constani , 
20 +Pp+d Py 


nó đúng với mọi điểm trong chất lỏng tại thời điểm ¿. U là thê của ngoại lực F 
định nghĩa bởi F = —VỮU, và ó là thế vận tốc định nghĩa là v = — Vọ. Xét hai 
điểm trên bể mặt 1, 2 trên mỗi nhánh của ông chữ U tại khoảng cách z¡, zs S0 
với vị trí cân bằng ở như trên hình 1.244. Phương trình Bernoulli suy ra 

8y I öQ› 


L2 
= | e2 0= +78 <= 
21! ?ì )\—=8 2 = a9 D› 2 P`aụ 


Ðì = pạ = ấp suất khí quyển, 


hù =(d+zì)og, — Ua = (d— 12)Ðg, 
ỦIi cư: Uạ — 72, 

đóy _ d†zi Øùt 

8t = -Í ôt —d+ —z*nd,- 

Qỏ; đT#:  Øụa 

—S BEm CS ———d+ 

ðt / ðt +» T2đở, 


chỉ giữ lại các số hạng bậc nhật của các đại lượng nhỏ z¡,z; và các đạo hàm 
theo thời gian của chúng. Với gần đúng tương tự phương trình Bernoulli trở 
thành 


(#: +Z2) + SX(ị + z2) =0. 


Đ.¡ 
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Sử dụng phương trình liên tục 


Alzi = Á»7¿, 


ta CÓ 
` 07T! 
„+ —E=0, 
Thịt : 
sờ T› 
š; + “2 =0. 


, Pv ^ , ° k¿ ` ˆ h ` ra À ^ , 
Do đó chuyển động sau đó của chất lỏng là đao động điều hòa với tân số góc 


 = 4/0/41. 
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Một trạm không gian được chế tạo từ một hình trụ bán kính #¿ được nạp 
đây không khí. Hình trụ quay xung quanh trục đôi xứng của nó với tốc độ góc 
ằ¡ để đảm bảo gia tộc tại mép bằng gia tốc trọng trường ø trên mặt đt. 

Nếu nhiệt độ 7' bên trong trạm là không đổi, tìm tỉ số của áp suât không 
khí tại tầm với áp suât tại mép? 

(MIT) 
Lời giải: 

Xét một vỏ hình trụ không khí bán kính z và đày Ar. Chênh lệch áp suất 
ngang qua các bê mặt cong của nó tạo nên lực hướng tâm cho không khí quay. 
Như vậy 

[p + Ar) — p(Ar)]2mrL = uŸr - 2mrloAr , 
ở đây ø là mật độ không khí và / là chiêu dài hình trụ, cho ta 


An: 
TC cu 
Không khi tuân theo phương trình trạng thái khí lí tưởng 
mm 
hay 
_ Mr 
.= n! ` 


ỏ đây 7 và M là nhiệt độ tuyệt đỗi và phân tử lượng của không khí và /? hằng 
sô khí. Do đó 

dp — Mu? 

—— = p 

đr HT 
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pữa) d M¿u3 /Ro 
Ỉ SUUIỔ TÍ TđT , 
p0) Nỉ dụ 


n In] _ Mu“ _ Milog 


p(0) 2RT  2RT ` 


- Ẫ 7 Lá ]Ã z 5 L # Ẫ ` 
đo gia tộc ö mép, ¿2 Rạ, bằng g. Do đỏ tỉ sô áp suất là 


p@) _ _ Milog 
p(_Rì) =epÍ nH ) _ 


Tích phân ta có 





có nghĩa là 
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Hãy tính hình dạng bể mặt tròn xoay mô tả độ phình ra ở xích đạo khi 
hành tỉnh quay chậm hình thành. Thừa nhận rằng hành tỉnh gồm toàn chất 
lỏng không bị nén mật độ ø và khỏi lượng tổng Ä⁄ hành tính đó quay với vận 
tốc góc đều u¿. Khi quay, khoảng cách cân bằng kể từ tâm hành tỉnh đến hai 
cực của nó là lịụ. 

(a) Hãy viết phương trình cân bằng thủy tĩnh đối với bài toán. 

(b) Giải đôi với áp suất gân bê mặt của hành tính bằng cách sử dụng gắn 
đúng thô là trường hâp dẫn gần bề mặt có thể được viết như —GŒMr/z?. 

(c) Tìm phương trình cho bể mặt hành tỉnh. 

(d) Nêu độ phình xích đạo (ñ¿ — ?3„) là một phần nhỏ của bán kính hành 
tinh, tìm một gần đúng cho biểu thức nhận được trong (e) để mô tả độ lệch 
của bề mặt so với tính cầu. 

(e) Với trường hợp của trái đất (1„ = 6400 km, M⁄ƒ = 6 x 10? kg) hãy ước 
lượng bằng con số chiều cao của chỗ phình xích đạo. 

(MIT) 
Lời giải: 

(a) Sử dụng tọa độ như hình 1.245 và xét điểm P trong hành tỉnh. Trong 

trạng thái cân bằng lực ngoài cân bằng bởi áp lực trên một đơn vị thể tích, 


_ (ỡp ởp 
MP ls "án 0) 


trong tọa độ câu với sự thừa nhận rằng hành tỉnh là đôi xứng quanh trục quay. 


Cơ học Newto' ¬ " 431 


z 





E Pu r (0S) 


Hình 1.245 Hinh 1.246 


Bây giờ sử dụng hệ quy chiêu quay gắn với hành tỉnh sao cho trục z' trùng 
với trục quay và mặt phẳng rˆz“ chứa @P. Trong hệ quy chiêu này lực ly tâm 
tưởng tượng trên một đơn vị thể tích, xu” cos A, ở đây À = § — / là vĩ độ, phải 
được đưa ra. Đặt F' là lực hấp dẫn trên một đơn vị thể tích. Khi đó các lực có 
liên quan như ở hình 1.246. Khi dØ = —dA, ta có thể viết ôp/88 = —ip/0A và 
có, trong các hướng +” và z', 


# 


Ủpn dịp 


SE GHI TH HÀ icc Fy: + pul?r cos À (1) 
: đp 
đr sin À + rỚA CS À = ự:. (2) 


(b) Lực hấp dẫn trên một đơn vị thể tích tại 7, như đã cho, có các thành 
phần 
FM cOS ) TA sỉn À 
Fụi = LT IẾ— _ pG S2. | 
- tông r 
Thay vào phương trình (2), ta có 


ðp _ _ _=“ 5c) tgÀ 


rồA - r2 Ôr 





mà với phương trình (1) se cho 
tìp 


2 2 
- —ƒ#KỮ †TC08 ` Ä~= 


Ò! 





Vip = Ú tại r = #, tích phản của nỏ cho 


l 


' SMƯUYẾP: 


(rˆ — Ñ?)pu°eos” À + (; — 5) poGŒM 
T 


2Í 
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Với điểm ở độ sâu b dưới bề mặt vĩ độ À, ta có, khi r = R— h với h < ñ, 


l h 
2 si no 
rˆ— h %š —2Rh, ung R2 


| ¬ 


Dp*~ (—R¿2co#A + TH) 0h. 


(c) Bề mặt hành tỉnh là một mặt đẳng thé. Thế (thế năng trên một đơn vị 
khôi lượng) tại bề mặt gây ra do lực hấp dẫn là 


M_ vì) 
U=- + hằng số . 
Thé ¿ gây ra do lực ly tâm được cho bởi 


— Vệ = ( sả ¬n) = (uŸ?r cos? À,u'r coS À sin À) : 


_ Ør `rÖÐÀ 
Như vậy 
= — —w/ˆr cos2 À 
hay 
@= _guSri cos” À + /(^A). 
Khi 
ca = u rcos Àsin À + -70@) = uỶr cos Àsỉn À , 


f({z)=0 — hoặc ƒ(z)= hằng số. 
Do đó đôi với bể mặt ta có 
II l : 
—5,”R cos” À — _ = hãng & 
Tại các cực, À = +5, ïì = R;. Như vậy ta có 


2 d0 b2 ÀARẺ — GM n+GM =0, 
2 thụ 


(đ) Tại xích đạo, À = 0, ï = ?2, và phương trình trên trở thành 


ằœ? R3 =2GM (“”) | 
hp 
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" ˆ tk Ả + X.» + À ` 
Đỏ lệch của bề mặt so với tĩnh câu là 


H, - ly _- tụ RẺ 
lạ — 2GM_' 
(e) Đôi với trái đất, 
R = 6400 km, c^~Ru—=6400km,  M=6x10”kg, 
27 —1 


= ¡ =6,67 x 101! Nm2/kg? 
277277 la. ái L2 2. 


ta có 


Ï ~ lạ = 11 km. 
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Hệ sô nén của chất khí hấy chất lỏng được định nghĩa là K = 
—(dV/V)/dp, ở đây —dV là độ giảm thể tích do độ tăng áp suât đp. Không 
khí (tại áp suất và nhiệt độ tiêu chuẩn) chịu nén khoảng 15.000 lần lớn hơn 
sO Với nước. 


(a) Đưa ra công thức cho vận tốc sóng âm ø, 1/2 = ø, ở đây ø là mật độ 
khôi. Sử dụng bắt kì phương pháp nào bạn muốn. (Một mô hình đơn giản sẽ 
là đủ.) 

(b) Vận tốc âm thanh trong không khí (tại áp suất và nhiệt độ tiêu chuẩn) 
là khoảng 330 m/s. Vận tốc âm thanhh trong nước khoảng 1470 m/s. Hãy giả 
thiết rằng bạn có nước chứa một hỗn hợp đồng nhất bọt không khí nhỏ xíu 
(rất nhỏ so với bước sóng âm trong không khí), nó chiếm chỉ 1% thể tích. Bỏ 
qua ảnh hưởng của bọt đôi với mật độ khôi lượng của hỗn hợp (so với nước 
tỉnh khiết). Tìm hằng số nén K của hỗn hợp, và đo đó tìm ø đối với hỗn hợp. 
So sánh trị sô của u đôi với phần thể tích 1% đã cho với trị số u của nước tỉnh 
khiết hay không khí. 

(ÚC, Berkeley ) 
Lời giải: 

(a) Không mắt tính tổng quát, ta có thể xét bài toán một chiều và giả thiết 
rằng mặt đầu vùng bị nén, nghĩa là mặt đầu sóng, được truyền từ trái sang 
phải với vận tốc +. Để thuận tiện, ta sử dụng hệ toạ độ sao cho vùng nén đứng 
yên, khi đó các hạt khí trong vùng sóng không tới được sẽ chuyển động từ trải 
sang phải vỏi vận tốc ø trong hệ quy chiều này. Dặt áp suất và mật độ trong 
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vùng không khí vừa nói tương ứng là p và ø. Khi các hạt đi vào vùng bị nén, 
- vận tốc của chúng thay đổi thành ø + do, áp suất thay đổi thành p + dp, và mật 
độ thay đổi thành ø + đø, như ở hình 1.247. Khối lượng khí đi qua một đơn vị 


diện tích mặt đầu sóng là 
pU = (ø + đ)(0 + du), 
TỪ đó ta có, với các đại lượng bậc một, 


Udpo = — pdu, 


Độ biến thiên động lượng trên một đơn vị thời gian ngang qua một đơn vị diện 


tích là 


(o + đp)(0 + đu) - (0 + du) — pu -u = 0Ÿdp + 2pudu , 


Theo định luật Newton hai điều này tương ứng với áp suất dư của vê bên phải 


so với về bên trái. Như vậy 


u?dp + 2gudu = p — (p + dp) = -đp. 


Hai phương trinh trên cho ta 
U2do = dp. 


Với khôi lượng zn đã cho của chất khí 


mm —= pV 
hay 
dV 
do = —p——. 
Đ= “Py 
Do đó n 
2o — —-ò°o—— = 
U áp = —U PU đp, 
hoặc 
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có nghĩa là 
1 
Ù? — ——.. 
vKp 
(b) Đôi với hỗn hợp dã cho 


K đV _ Vì + dỲ) _ FEq,W\ + 22 
Vdp Vdp V 


Đôi với nước và không khí tương ứng ta có 








và như vậy 


— 1470\7 | 
— \ 330 / 1,293 x 10-3 
= 1.53 x 10!. 


Do đó, đôi với hỗn hợp 





) Ki = (0.99 + 153)Kt + 154K), 
1 1 1470 
= ——- * ———— = _—— = ll8m/, 
 UƯNN ”.VIDNAH-IjE  :V1BA 


La K Ầ . # - ˆ ˆ , + " ˆ 
nó nhỏ hơn rất nhiều so với vận tốc âm thanh trong nước tỉnh khiết hay không 
khí. 
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Xét sự dãn nở đôi xứng cầu của một chất khí đồng tính, tự hấp dẫn với 
áp suất không đáng kể. Các điều kiện ban đầu của dãn nở không được chỉ ra; 
thay vào đó bạn được cho biết là khí mật độ là oạ, một phần tử chất lưu có 
bán kính Họ tính từ gốc có vận tốc là sạ. 
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(a) Hãy tìm 0(R). 
(b) Mô tả trạng thái cuỗi cùng của khi theo øạ, lọ và /øo. 
(UC, Berkelsy ) 
Lỡi giải: 
(a) Xét chuyển động của một đơn vị khôi lượng tại bể mặt chất khí, định 
luật bảo toàn có năng cho ta 


La: GM 1 ¿. GẦI 
— Ba... ẽTẽC “". t 

2 hạ _ 2 R 

ở đây À = 4zøo?tŸ/3 là khối lượng tổng của chất khí. Do dó vận tốc của một 
đơn vị khôi lượng khí khi bán kính phần thể tích khí là ? là 





(b) Khi ? tăng, ø giảm, và cuỗi cùng  = 0 và sự dãn nở dừng lại khi bán 
kính trở thành 
l đuệ 


| 
= lú, ˆ | 
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Một chất lỏng không bị nén mật độ khối lượng ø, độ nhớt mạ được bơm 
trong dòng chảy thành lóp trạng thái dừng qua một Ông tròn bán kính trong 
là ï và chiều đài L. Áp suất tại đầu vào là pị, áp suất đầu ra là pạ, pị > pạ. 


Đặt @ là khối lượng của chất lỏng chảy qua ông trong một đơn vị thời gian. 
Hay tính Q. 


(CUSPEA ) 
Lời giải: 
Sử dụng toạ độ trụ (zr, ø, z) với trục z dọc theo trục của Ông, Đôi với dòng 
chảy thành lóp vận tốc v của chất lỏng có các thành phần 


Uy =Uy =0, =“.. 


Ngoài ra, vì đối xứng, ø = o(r). Khi đó trong phương trình Navier-Stokes 


25Y +p(v+V)v — nVẦv + Vp= E, 
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Øv/ðt = 0 dỗi với chuyển động dừng, 


3u 
(v- V)v =1u;—— ˆe; =Ú, 
3z 


do w = ?;(r), và lực ngoài trên một đơn vị thể tích F bằng không với điều kiện 
, L4 Pu ¬ , 
lực hút có thể bo qua, ta có 
Vp = nV}v. 


Phương trình này trỏ thành 


Øp Tu (ra) öp _ Ôp 


Ôz_ rÐr Ơr 


đôi với v = o(r)e,. Do về phải của phương trình thứ nhất phụ thuộc vào r 
trong khi p là hàm của z, nên về kia phải bằng một hằng số, đó là 


Ổp _ P¿— p\ _ ẤP 


Ổz L LẺ 
ỏ đây Ap = pạ — Ủ. Do đó 


Tích phân cho ta 


Œ¡, C; là các hằng số. Vì 
u()— hữuhan,  ø(R)=0, 


ta đòi hỏi 
Do đó 


Khôi lượng chất lỏng đi qua ông trên một đơn vị thời gian khi đó là 


npR*Ap 


R 
= ” 2 = 
Q=ø Ỉ U- 2nrdr 8nE, 
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Một quả cầu bán kính # chuyển động với vận tốc đều u trong một chất lưu 
lý tưởng không nhót, không bị nén (V : v(z) = 0, v(z) là vận tốc chất lỏng). 


(a) Xác định vận tốc v của chất lưu đí qua bất kì một điểm nào trên bề 
mặt cầu. 
(b) Tính phân bỗ áp suất trên bề mặt hình câu. 
(c) Lực cần thiết để giữ quả cầu chuyển động đều là bao nhiêu? 
(Columbia ) 


«——— 

á = 
‹«—— 

2 z €— v:-u 
đế ——— 
«Ồ—- 
<-—— 


Hình 1.248 
Lỡi giải: 
Ta có thể xét quả cầu như là đứng yên trong khi chật lưu chảy qua nó với 
vận tốc u = —u như chỉ ra ở hình 1.248. Sử dụng tọa độ cầu (r,0,¿) với gốc 
tại khôi tầm cầu sao cho vận tốc của chất lưu là trong hướng Ø9 = z. Định 


nghĩa thê vận tốc ó bỏi 
v=_-Vớó. 


Chất lưu không bị nén có nghĩa là 
V-v=-V”*¿=0. 


Như vậy ¿ thỏa mãn phương trình Laplace, Điều kiện biên là 


-() = —ttCOs8 
Ôrj}p 


do bề mặt cầu là không thể thắm qua được, và 
@ >0 khi ” —> œ 


do u = —u = hằng số tại các khoảng cách lớn kể từ quả câu. 
Nghiệm tổng quát của phương trình Laplace là 


@ &) Tì 
ó= 3Ý (dnmr” + bamr—” DỊP (coa 6) c2, 


7t+—Ũ m-—-Ũ 
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Do hình dạng là đối xứng trụ, nên ¿ không phụ thuộc vào „ và ta phải lây 
m = 0. Như thê ta có 


)— » (anr" +bạr——}\P„(cos 6). 


ở đây Pa(cos 0) là các đa thức Legendre , và ø„, b„ là hằng sô tùy ý. Do ở = 0 
khí r — œ, ta đòi hỏi a„ = 0. Do 


Ôở = 
(5) = » (_—n ~ 1)b„]t'”' *Pa„(cos 6) = u#?(cos 0) 
ởr R —Ö 
ta đòi hỏi 
b„—0_ đôi với mọi 0Ø z Ì 


va 
Bì — —nuR š 
Do đó : 
ụt 
È = xa cos 8. 


(a) Tại điểm (?, 0) trên mặt câu vận tốc chật lưu là 


` _| 29, _ Đó 
liệu vó— | ôr _"xÍ 


| TÌ=- in 
—=—=u"h Ễ cos đey + SE e) 
r- lì 


2 rả r 


Ì. = 
— —ttCOSs Ủ@y — ph 6eg . 


(b) Phương trinh Bernoulli cho dòng chảy dừng không rota của chất lưu 
không nhót, không bị nén là 


Ì ` 
a0” +p+U = hằng số, 


ở đây  = hằng số nêu không có lực ngoài tác dụng. Xét điểm (R, 6) trên mặt 
câu và điểm ở vô cùng, ở đây áp suất là pạ. Khi đó 


( l r 1 z 
nu (e2 0 + 2 sin” ›) +p= 200” + ?0 s 
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hay 
Ồ 
p(R 8) = g0” sin? Ø + pạ.. 


Biểu thức đó cho phân bô của áp suất trên mặt câu. 
`.a # 3. / Á ˆ - Ằ ` z 2 
(c) Lực ngoài tông được tác dụng bới áp suật trên mặt câu là hướng cúa 1u 
và có giá trị 


Ty = loea 8dS 
T 3 : : 
= lÍ to sin” Ø + m›) ‹ 27 Ìt sin Ø - cos 0 - j0 
0 


=0. 


Do đó không có lực nào được đòi hỏi để giữ quả cầu chuyển động đều. Điều 
đó có thể đoán trước được khi quả cầu chuyển động đều không ma sát. 
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CƠ HỌC GIẢI TÍCH 
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1. CÁC PHƯƠNG TRÌNH LAGRANGE (2001 2027) 


2001 


Một lò xo không khôi lượng có chiêu dải nghỉ !¿ (không dãn) có treo một 
trọng vật khỏi lượng m (coi như chất điểm) ở một đầu và đầu kia cô định, do 
đó lò xo được treo trong trọng trường như chỉ ra trong hình 2.1. Chuyển động 
của hệ chỉ xảy ra trong mặt phẳng thẳng đứng. 


(a) Việt hàm Lagrange. 

(b) Tìm các phương trình Lagrange khi sử đụng biên số 0, À = (r— rọ)/rọ, ỏ 
đây +„ là chiều dài nghỉ (khi treo trọng vật khói lượng +). Sử dụng uŸ = k/m, 
dể — 8/6 

(c) Hãy xét phép gần đúng bậc thắp nhất đói với chuyển động khi A và 0 
nhỏ với điều kiên ban đầu 8 =0, À =0,ÀA= A,0= œ1 Ủ} tại ft = U, A4 và 73 là 
các hãng sô. 

(d) Xét phép gắn đủng tiếp theo dỗi với chuyển động. Dưới điều kiện nào 
thì chuyển động À cộng hưởng? Diều đó có thể thực hiện được về mặt vật lý 
không? 

(Wisconsin ) 





Hình 2.1 


Lỡi giai: 
(a) Trong tọa độ cực (z. 9) như hình 2.1, chất điểm m có vận tỐc v = (?,rØ). 
Như vậy 


"3 
lÌ 


 L.... sa 
gH(Ƒ” +71, 


| 
V = Tmựr cú Ø + „kí — lạ)”, 
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k là hằng số đàn hồi. Hàm Lagrange của mn là 


1 - 1 
J)= is. V m(° + 729) + mạr cos 8 — 2*ữ —lo)Ÿ. 


(b) 
đ (SL\_ ĐÈ —ạ 
dt \ Ø# Ôr - 

cho ta 

mm? — rnr82 — mạ cos9 + k(r — lạ) =0. 

“"-.=— 
đt \ 8ô 00 - 

SUY ra 


m†r 20 + 2mr†Ô + mngr sìn 0 = 0. 


Chiều dài nghỉ của lò xo có khối lượng m khi treo, rọ, được cho bởi định luật 
Hooke 

k{re — Ïa) = mẹg. 
Như vậy VỚI À — (r = rp)/To ta có 

ng 
—Ìo = Aro +”, 
T 0 ro + K 
z =ro(1 +À), T — rụÀ, † —ToÀ, 

và phương trình chuyển động trở thành 


¿ì. SN 
Ä+<~—(1+A)#2+ Ê(1— cosØ) =0, 
Trì r0 


(1+A)ổ + 2Àð + 2 sin 0 =0; 
To 
hay, với 02 = +, ¿2 = 4, _ 
À + (22 — 62)A — 6? + /2(1 — cosØ) = 0, 
(1 + A)Ø + 2Àð + ø2 sin Ø = 0. 


(c) Khi À và Ø là nhỏ, ta có thể bỏ qua các đại lượng bậc hai trong 9, À, ổ, À, 
và các phương trình chuyển động giản ước thành 
À +u?À =0, 
0+ u28 =0 
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với gần đúng bậc thắp nhất. Đôi với các điều kiện ban đâu đã cho, ta tìm được 
À = Acos(œst†), 

8 = Psin(upt). 

Như vậy A và 9 đao động hình sin với tần số góc tương ứng ¿; và œp, hai dao 

động khác pha nhau z/2. 
(d) Nếu ta cũng giữ các số hạng bậc hai, thì các phương trình trở thành 
N: + ¬ 1 
À tuyA = ˆ~ nopB”, 
(1+ À)Ø + 2Àð +29 =0. 
Sử dụng các kết quả của gần đúng bậc nhất, phương trình thứ nhất trên có 
thể được lây gần đúng như sau 


: 1 
À +ư?À 2B ,p|2 cos?(œ„£) — sin”(œ£)] 


lÌ 
= 7B ”4pl3 cos(2/p£) + 1]. 


Như thế A có thể cộng hưởng nêu u„ = 2„„. Tuy nhiên, điểu đó không giỗng 

với thực tế vật lý bỏi vì khí biên độ của A tăng tới cộng hưởng thì gần đúng 

bậc nhật không còn đúng nữa và các hiệu ứng gân đúng bậc cao hơn sẽ xảy 

ra. Ngoài ra tính chất phi tuyên của lò xo cũng sẽ đóng vai trò, làm mắt giả trị 
5 . ` lÁ .” , 

của mô hình gôc được đơn giản hóa. 


2002 

Một đĩa khôi lượng M và bán kính # trượt không ma sát trên bể mặt nằm 
ngang. Một đĩa khác khôi lượng mm bán kính r được ghim đi qua tâm của nó 
và cách tâm của đĩa thứ nhất một khoảng ò, để nó có thể quay không ma sát 
trên đĩa thứ nhất như chỉ ra trong hình 2.2. Hãy mô tả chuyển động và tìm 
các hằng số của nó. 

(Wisconsin ) 

Lời giải: 

Lây tọa độ suy rộng như sau: z, ¿ là tọa độ của khói tâm của đĩa lớn hơn, Ø 
là góc quay của đĩa lón hơn và ¿ là góc quay của đĩa nhỏ hơn như trong hình 
2.3. Khôi tâm của đĩa nhỏ hơn có tọa độ 


z +bcos0, + bsin 6 
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\— 


(€ 





Hình 2.2 Hình 2.3 
và các thành phần tốc độ 
#' — bổ sìn Ú, Ụ + bổ cos . 
Từ đó động năng toàn phần của hệ hai đĩa là 
T= ` f2 +ˆ”) 1 } yR282 
H4 + 
] X.. sử ion : 2%, ÌL 3:3 
‡ am|(# — b0 sin Ø)“ + (ÿ + bØ cos 6) “| + mr “ở 
và hảm Lagranse là 
lạ ci —Ý =Ÿ 
Ì : l XI, 
= „ÀÍ(¿ˆ +”) + -MR'?0? 
2 4 
l 2ã: ` xổ 
+ am|#” + ý? + b?8? — 2b‡Ú sin Ø + 2bÿ0 cos 8| + nmrỶö” 


Xét các phương trình Lagrange 
'-. Ea 
dt \O)j Ôạ  —- 
0L = |) Lã ðL á=i ÙL -x 4 3E — 0 
Ör ` dt \ Ö? 8c d\0z/ ` 


- 


= hằng SỐ 
ở+ 


Do 


ta có 
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hay 

(ÄM + m)# — mbô sin 0 = hằng sô . (1) 
Do ôL/ôy = 0, ta có 81./ðÿ = hằng số, hay 

(ÄM + rn}ÿ + mmbÖ cos 0 — hằng số... (2) 
Do ôL/ô¿ = 0, ta có 8L/8¿ = hằng số, hay 


¿ = hằng số. 3) 
Do 
= = —mmb#8 cos 8 — rnbù8 sin/, 
)â : 
` — 2 MRĐð + rnb?0 — Tr:bZ sìn Ð + mờ cos 8 ) 


ta có phương trình chuyển động 
2 MNB8 + rnb?ð — mb3 sìn Ø + mmbi cos 8 = 0: (4) 


Phương trình (1) — (4) mô tả chuyển động của hệ. Vì V=0và7 +V =hằng 
số khí không có ngoại lực, động năng toàn phần của hệ, 7, là một đại lượng 
được. bảo toàn. Bảo toàn mornen xung lượng xung quanh khôi tâm của hệ đòi 
hỏi rằng khi ¿ — hằng só, thì cũng phải có ổ = hằng sô. 


2003 

Một hình trụ rắn đồng chất bán kính và khối lượng M ở trạng thái nghỉ 
trên mặt phẳng ngang và một trụ khác giỗng hệt nằm trên nó, chạm vào nó 
dọc theo đường sinh cao nhất như hình 2.4. Trụ trên dịch chuyển vô cùng nhỏ 
sao cho cả hai trụ quay không trượt. 

(a) Tìm hàm Lagrange của hệ? 

(b) Tìm các hằng số của chuyển động? 

(c) Hãy chứng mỉnh rằng chừng nào mà các trụ còn chạm nhau thì 

2 — 12ø(1 — cosØ) 
R(17 + 4cos 8 — 4cos20) ` 
ở đây 9 là góc mà mặt phẳng chứa các trục tạo với phương thẳng đứng. 
(Wisconsrmn ) 
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Hình 2.4 


LỚi giải: 
(a) Hệ có hai bậc tự đo do đỏ cân hai tọa độ suy rộng. Dỗi với những tọa 


độ này, ta sử dụng 0), là góc quay của trụ dưới, và góc 6, là góc tạo bởi mặt 
chứa hai trục của hai trụ với chiều thắng đứng. 

Ban đầu, mặt phẳng chứa hai trục của các hình trụ là thẳng đứng. Ở một 
thời điểm sau đó, mặt phẳng nảy tạo ra góc Ø với đường thẳng đứng. Điểm 
tiếp xúc ban đâu, 41, bây giờ dịch chuyển đến 4 trên hình trụ dưới và đến A“ 
trên hình trục trên. Với các góc định nghĩa như trên, từ hình 2.4 ta có 


B. 118 «+ Bà~ B., 


hay 
la —=0y +20. 


Lây toạ độ Descartes (z. ) trong mặt phẳng thẳng đứng vuông góc với các 
trục hình trụ và đi qua các khỏi tâm của chúng, như ở hình 2.4 ta có tại t > 0, 
đỗi với trụ dưới 

T¡ = —-#Ô\, ÿØi =ử, 


` ` V2 + 
và đôi với trụ trên 


T› — T¡ +2 ain 8, 
2a = 3R-_— 2(HR cos0) = R+2Rcos8. 


Các thành phần vận tộc tương ứng là 


†ìị = -Hổi, Ủ›=D, 
tạ = -Rúôi +32RÔcos0, — ủy = —2R0sin0. 
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Động năng của trụ dưới là 


. 1 : l ` ¬2 3 s 
T\= M# + ;MIð = ;ME”? | 


và động năng của trụ trên là 


l 


r 1 s21 ợ 
Tạ = ›M(4 +2) + ñ 


MIR?8) 


lì - Sề 4 1l . ca T 
= sMI?(ðŸ — 48iÖcosØ + 46?) + - MR°(B + 4ổiô + 482) 


2 MR 0i + 4019(1 — 2cos 0) + 120]. 


Thế năng của hệ, khi lẫy mặt phẳng nằm ngang như mức tham chiều, là 
V = M2(w + ¿) = 2MR(1 + cos0)g. 
Từ đó hàm Lagranse của hệ là 
UL=T-V 


= 2MR” (301 + 2Ø0(1 — 2cos 0) + 60”] — 2MR(1 + cos 6)g. 


(b) Khi chỉ tính đến trọng lực, cơ năng toàn phần của hệ là hằng số của 
chuyển động 


E=T+V 
] š s3 nà 
= sMR”(361 +2Ø¡0(1 — 2cos0) + 6ˆ] + 2MR(1 + cosØ)g 


*- £ 
= hãng số. 


Ngoài ra, nêu ØƑ,/ðg; = 0, phương trình Lagrange 


d (0L lẾ 
app = 
dt \Ôd; Ồq, 


đòi hỏi răng ØL/04¡ được bảo toàn. Với hệ đang xét, 91/80, = 0 do đó 





0L TS 
2N MR?[3Ø\ + 0(1 — 2cos0)] = hằng số . 
] 
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(c) Chừng nào các hình trụ còn giữ tiếp xúc với nhau thì các kết quả của 
(b) vân còn đúng. Ban đâu, 9 - 0, 8; = Ø8 =0, do đỏ 


: AIR?|307 + 20160(1— 2cos 8) + 60?] + 2MR(1 + cos8)g = 4MRg, 
MRẺ 36) + Ø(1 - 3cosØ)| =0. 
Các biểu thức đó kết hợp lại cho ta 
ˆ[18 —=(]  3cos 8)ˆ) = =ụ — Cos }q. 
có nghĩa là 


12(1 — cos 8ì) 


° = SÁkc CC CC AT 
(1T + 4cos 8 — 4cos° 0) 





2004 


Hai hạt khỏi lượng r+ như nhau bị buộc phải trượt dọc theo một thanh 
mảnh khói lượng A/ và dài 0, thanh tự nó được chuyển động tự do theo mọi 
cách. Hai lò xo đồng nhất nôi các hat này với tâm điểm của thanh. Chỉ xét 
những chuyển động của hệ này trong đó chiêu dài của các lò xo (có nghĩa lả 
khoảng cách của hai hạt kể từ tâm thanh) là bằng nhau. Cho đó là hệ cô lập 
trong không gian, hãy tìm phương trình chuyển động của chúng và giải (đến 
điểm có thể tích phân). Hãy mô tả định tính chuyển động. 

(Wisconsin } 


Hinh 2.5 
Lời giải: 
Sử dụng tọa độ Descartes có định, và hệ tọa độ chuyển động với gốc là tại 


trung điểm Ó của thanh và các trục tọa độ Descartes tương ứng song song với 
các trục của hệ tọa độ chuyển động. Đặt (z,0, 2) là tọa độ cầu của một điểm 
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tham chiếu hệ tọa độ chuyển động, như hình 2.5. Khi đó điểm O có các tọa 
độ (z, g, z) trong hệ tọa độ cô định và hai chắt điểm có tọa độ câu là (z, 9, ø) 
và (—r, 0, @¿) trong hệ tọa độ chuyển động. 

Động năng của hệ bằng với động năng mà nó sẽ có nêu toàn bộ khôi lượng 
của nó tập trung tại khôi tâm cộng với động năng của chuyển động xung 
quanh khối tâm. Khi O là khôi tâm của hệ, ta có 


T= ;(M + 2m)(3? + ÿ” + 2?) + m(†2 + r?8? + r?@? sin” 9) + Tquay 


1 
2 
ở đây 7a»ay là động năng quay của thanh. Vận tốc góc của thanh xung quanh 


Ó là 
œ — ¿cos Øey — ¿sỉn Øeạ — đe, , 


giải nó theo các trục chính, các momen quán tính tương ứng là 


Do đó 
l 
Tto = s( ru? + Tguổ + lạă2) 
1 
= —.ML*(6” + @”sin” 9). 
24 
Hệ ở trong không gian tự do, vì vậy chỉ có thê năng là do tác dụng của lò xo, 
1 
V=2: sK(r ~ ra)” = Kứ ~ ma)” ¿ 
ở đây K và rọ tương ứng là hằng số lò xo và chiều đài tự nhiên của mỗi lò xo. 


Do đó 


(M + 2m)(z + ủ? + ĐH) + m(†ˆ +r282 + r2”? sin 6) 
1 
+ 2a. ML”(0° +¿ˆsinˆØ) ~ K(r — ro)”. 


Các phương trình Lagrange 


ki ðE _ SÈ —q ? 
đt \ Đại Ôgạ, - 
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khi đó cho ta các hằng số chuyển động sau 


(ÄM + 2m)# = hằng SỐ , 
(M + 2m) = hằng số , 
(ÂM + 2m)+ = hằng số . 


(2m2 + ạM?] ¿sin? Ø = hằng SỐ. 


Ba phương trình đầu chỉ ra rằng vận tốc (+, ý, ¿) của khôi tâm của hệ là vectơ 
không đổi. Như thế khối tâm chuyển động trong chuyển động thẳng đều với 
bắt kì vận tốc ban đầu nào. Phương trình cuỗi cùng chỉ ra rằng thành phần 
của momen động lượng xung quanh trục z' là hằng số của chuyển động. Vì 
trục đã được chọn tùy ý nên điều đỏ có nghĩa răng momen xung lượng được 
bảo toàn. 


Các phương trình Lagrange cũng cho các phương trình chuyển động sau 


T . kí 
† — rÐ2 — rÿˆ sin? 9 + —(r — rạ) =0, 
m 


g. ML2N „ : x...:.. 
(2+ ke )ð+ trưở — Lzà ĐH) @ sin ổ cos Ø8 = 0. 





24m 2Ảm 


Các phương trình đó và phương trình ¿ ở trên mô tả chuyển động quay xung 
quanh khôi tâm của hệ. 

Như vậy với ràng buộc rằng hai chất điểm m trượt dọc theo thanh một 
cách đối xứng đối với trung điểm O, chuyển động của khôi tâm O của hệ là 
chuyển động thẳng đều, và chuyển động của hệ quanh O là như thể nào đó 
để momen xung lượng đối với Ó được bảo toàn. 


2005 


Hệ tọa độ vuông góc có các trục z,,z quay đổi với hệ quy chiều quán 
tính với vận tốc góc không đổi „ quanh trục z. Một chất điểm khối lượng m 
chuyển động dưới tác dụng của lực mà thế của nó là V(z, y. z). Lập phương 
trình Lagrange của chuyển động trong hệ tọa độ z, , z. Hãy chứng minh rằng 
các phương trình đó giống như các phương trình của hạt trong hệ tọa độ cô 
định bị tác dụng bởi lực —VV và lực dẫn ra từ thế phụ thuộc vận tốc L7. Tìm 
Ũ. 

(Wisconstn ) 
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Lời giải: 

Cho hệ quy chiêu quán tính có cùng ỐC như hệ tọa độ quay vả các trục là 
+", z!, Kí hiệu các vận tốc của hạt trong hai hệ tọa độ bởi v và ví. Vì 

vẻ =v+ưxr 
VỚI 
ằœ = (0.0.u)). F<11,U:2): MS (0) + 

ta CÓ 


2 = 02+ 2v: xrr+ (œ x)? 


= +” +j +27 + 22(xụ — #ụ) + (+? + 92), 
và hàm Lagrange của hạt trong hệ tọa độ quán tính, được biểu diễn theo các 
đại lượng có liên quan tới hệ tọa độ quay, 
L=T—V 


1 sa ¬ Es.. 
= (†ˆ + 0ˆ + ¿”) + mu(xự — #ụ) + a ma (+ + ?)—V. 


Các phương trình Lagrange 


khi đó cho ta 
9V 


Tnd' — 2maJ — mu ~-ÿR —— =0, 


9z 


' | Ø 
Trt +- 2m02 — my U + — =0, 


äụ 


," đV 
HNGiáP vo 7 m9 Cú 


Với hạt khôi lượng m chuyển động trong hệ tọa độ cô định (z,, z) dưới tác 
dụng của lực --VV và thê không phụ thuộc tốc độ bổ sung U, hàm Lagrange 
là 


L 
L= zm(4`+j`+2)—~V~U, 


So sanh hàm này với hàm Lagrange đã nhận được trước đây ta có 


] 
Ư = —-mưu(x — †0) T— mu (+ +2). 
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Toán tử Lagrange này rõ ràng làm xuất hiện cùng các phương trình chuyển 
động. 


2006 


(a) Chứng mính răng momen quán tính của một que mảnh xung quanh 
tâm khối tâm của nó là zn!2/12, 

(b) Một ông mảnh, đài khối lượng bỏ qua được ghim lại để nó có thể quay 
không ma sát trong mặt phẳng nằm ngang. Một que mảnh khôi lượng Àí và 
dài ! trượt không ma sát bên trong ông. Hãy chọn hệ tọa độ thích hợp và viết 
phương trình Lagrange cho hệ chuyển động trên. 

(c) Ban đầu que được định tâm qua chốt quay và ông quay với vận tốc góc 
œạ. Chứng minh rằng que không ổn định ở vị trí này, và mô tả chuyển động 
sau đó của nó nêu nó bị kích thích nhẹ. Hãy tìm vận tốc theo tia và vận tốc 
góc của que sau một thời gian đài. (Giả thiết ông đủ dài để que chuyển động 
vẫn năm trong ông). 


(Wisconsin ) 





Hình 2.6 


Lời giải: 
(a) Theo định nghĩa momen quản tính là 


L 


l : 
]= »_R.Am, = # TÊpd+ = ¡anP = = =-mMẺ. 


(b) Lây tọa độ suy rộng là góc ở giữa Ông mảnh và đường ngang cô định 
đi qua chốt quay và khoảng cách z của khối tâm của que mảnh tính từ chốt 
quay của ông, như hình 2.5, ta có 


¬. `: Ex .-. 
Ƒ= SM(#2 + z 6?) : 2a 11202. V=0, 
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và hàm Lagrange 
L= 2M(# +z?9?) + 2a MPð? 
Các phương trình Lagrange khi đó cho ta 
† = r8? : 


AI (= + 1a”) 0 = hằng số =Œ, chẳng hạn. 


(c) Điều kiện ban đầu z = 0, ô = ứa cho ta 


GIÁ * 2p \ 
2 
nghĩa lả 
" lˆúp 
_ 12z2+2' 
Khi đó ta có 
1 d2? luậ+ 


—9dr (12r+})?' 
Lây tích phân, khi ban đầu r = 0, ‡ = 0, ta được 
Sai Tuậzr” 
_ 12z2+12` 
Chú ý rằng tốc độ que trong ông 


lu 


V12+ 8 


tăng khi khoảng cách của nó từ vị trí đầu tăng. Như thế que là không ổn định 
ở vị trí ban đâu, Khi f£ —¬ co, £ — so, Ở —x 0 và # — lao/VTZ, Do đó, sau 
một thời gian dài, chuyển động quay sẽ chậm lại đến 0 trong khi tốc độ que 
trong ông sẽ tiễn tới một giới hạn trên, Tuy nhiên khoảng cách z sẽ còn tiếp 
tục tăng, 


T c 


2007 


Một hộp khôi lượng Af được nỗi cứng với một vành bánh xe không khối 
lượng có rãnh trong, bán kính ø trên bàn năm ngang không ma sát như ở hình 
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2.7. Một hạt khỏi lượng zn bị giới hạn chuyển động không ma sắt trong rãnh 
trong bảnh xe đặt thẳng đứng. 


(a) Thiết lập hàm Lagrangc, khi sử dụng 0 như một tọa độ. 
(b) Hãy tim phương trình chuyển động. 


(c) Trong một giới hạn góc nhỏ, hãy giải phương trình chuyển động đỏ đôi 
với 0 như hàm của thời gian. 


m hạn 


Hinh 2.7 


(Wtsconsin ) 


Lời giải: 

(a) Vì chuyển động của hệ bị giới hạn trong mặt phẳng thẳng đứng, sử 
dụng hề tọa độ cô định z, ụ và chọn tọa độ z của tâm bánh xe và góc 8 cho vị 
trí của r trên ranh bánh xe như các tọa độ suy rộng như, được ve trên hình 
2.7. Các tọa độ của khỗi r+ khi đó là (z + a sin 8. —acos 8). Vì A? được nỗi cứng 
với bánh xe nên tóc độ của nó là (+,0). Do đó hàm Lagrange là 


Ð c.i L +. : ... 
L=T7ổ—V= 211” † sm| + qÔ cos 8)Ê + a28Ê sin? 8] + ruga cús Ö 
l › . Ì : - : 
= sM” + gH|£ˆ +a “0ˆ + 3a#8 cos 8| + ga cos Ð, 
(h) Do 
ÒL 
Ôn Sn 
và: — Ä[# +?n+# + maÔ cos 8, 
+ 
0L : 
—— = —tna‡Ô sìn 8 - mmga sìn 8 
Tp trraz8 sìn Ø — ga sìn 9, 
DI 


ˆ — ma?ÔÐ +rna#cos 8, 


08 
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các phương trình Lagrange là 


cho ta 
(M + m)# + na cos 9 — ma8? sin 8 = 0, 
dỗ + # cos 0 + gsin Ø9 = 0. 
(c) Với dao động nhỏ, Ø và ổ là đại lượng nhỏ bậc nhất. Bỏ qua các số hạng 
bậc cao hơn các phương trình trở thành 
(M + m)# + maô = 0, 
08 + # + gỡ =0. 


Khử 7 ta có 
(M+m)g9) - 0 


: 
Hy 


Do đó 
0 = Ásin(œ‡) + B cos(u†t) , 


ở đây  = +/(M + rn)g/ Ma là tần số góc của đao động và A và B là hằng sô 
được xác định từ các điều kiện ban đầu. 


2008 


Xét một hạt khối lượng rr chuyển động theo một quỹ đạo liên kết (hay quỹ 
đạo bị giới hạn) với thể V(r) = —k/r. Sử dụng tọa độ cực trong mặt phẳng 
quy đạo: 


(a) Hãy tìm p„ và pạ như hàm của r, đ, r và 9. Có đại lượng nào là hằng số 
không? 
(b) Sử dụng định lý virian chỉ ra rằng 


W + 0p = Ð cát, 


dày = #prdr $ 
ủø ‡ pd8 : 


ỏ đầy 
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(c) Chứng minh rằng 


—21*rnk2 
(2; SE Ja) _ E \ 
khí sử dụng 
&- d l 
/ =5... T+ —= -(œ + Vø2- 4b). 
r. V—r2+ar—b 2 


(đ) Sử dụng các kết quả của (c) chứng minh rằng chu kì của quỹ đạo là 
như nhau đổi với các chuyển động 7 và 6 cụ thể 


| Tmr 
7= TÊ —5ƑA ` 


(Wisconsrn ) 


Lời giải: 
(a) Ta có 
1 `... 
L=T—-V= am(† + r8) +. 
là 


Các xung lượng suy rộng là 


0L . 
Dr — —¬- — TIÌT 
Ör 


_ đL _ 
— Ø8 


P0 mnr2Ô. 


Khi không có 6 trong L„ pạ = mmr20 là một hằng số của chuyển động. 


(b) 
Jy + Jọ = Ệ m#dr + ‡ mr2ôd0 
= ‡ m†”dt + ‡ mr?8?d‡ 
= # mứ? + r282)dị 


=2 Ô Tải = 2T. 
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ở đây 7 là chu kì và 7' là động năng trung bình của hạt trên một chu kì. Đối 
với hạt chuyển động trên một quỹ đạo liên kết trong trường lực theo quy luật 
bình phương nghịch đảo, định lý varian có đạng 


¬ 1—~ 
T = —-V. 
2 


Như vậy 
_ k 
J2 + Jp = TẾT = Ô Tá 
(c) Năng lượng toàn phân của hạt 
ý 3i k1 : 
site TA b0 Si eé mm ƒP HP Co! JlÊY ng 
2 r2 


ö đây h =: r2Ø = pạ/rn = hằng số, là một hằng số. Từ trên cho ta 


hay 
_. 2Erˆ 2kr h2 
T1 T†rt 
—2È ] kr — rnh2 
IS 0W cứ Vi Uy 
m r ú E ` 2E 


ỏ đây cân thây rằng E < 0 đôi với các quỹ đạo liên kết. 
Đối với quỹ đạo liên kết,r_ < r < r¿. Các giá trị cực trị của r được cho 
bởi 7 = 0, có nghĩa là 


Khi viết biểu thức trên như 


rˆ—ar+b=0, 


ỏ đây a, ò là các sô dương a = —k/E, b— —mh°?/2E, ta có 


Tạ —= 2(a+ VWa2— 4b). 
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k 
W +Jp = Ệ cất = Ô cản 
rt+ 
xi 
r_ “... 
== =2k\j 
TÍ VỆ „ạ_ kỉ „ mhề 
V. 3E 


r+ 
— 9k E 1i `, 
~2È J;_ V—r2+oar—b 
Tn 2z2m.k2 
=9 A Iên 
“e: —2E j. 


sử dụng giá trị đã cho đôi với tích phân. 
(d) Khi E là một hằng sỏ, ta có 


Khi đó 





—=E=-b=-(T+ V)= -(T—- 2T) = 
hay 
“`. 414 
T 
l 1 |2x2mk2 
= 2„ L2 + Jạ) 2 —E : 
cho ta 
: | †+n 
;= 7k _ap® F 
2009 


Hai đĩa giỗng như nhau khôi lượng M và bán kính # được đỡ bởi 3 thanh 
xoắn giỗng như nhau, như hình 2.8, momen xoắn hồi phục của chúng là 
r = —kð, ở đây k = hằng số xoắn cho trước đối với chiều dài ¡ và góc xoắn 0. 
Các đĩa tự do quay xung quanh trục thẳng đứng của thanh xoắn với chuyển 
đời 6.9; khỏi vị trí cân bằng. Bỏ qua momen quán tính của thanh xoắn. Với 


%Xr§LfTG Củ HÓC 
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điều kiện ban đầu (0) = 0, 6;(0) = 0, (0) = 0, Ø;(0) = O = hằng số đã 
cho, hỏi bao lầu đĩa 1 nhận được tật cả động năng? Bạn có thể để kết quả đó 
dưới đạng một hàm ẩn. 

(ÚC, Berkeley } 





Hình 2.8 
Lời giải: 
Nếu 7 là momen quán tính của mỗi đĩa, hàm Lagrange của hệ là 
Án `... | 
HT 2100 + 02) — skl8 + 6 + (6y — 6ạ)”]. 
Hai phương trình Lagrange là 


TlØt + k(28\ — 6) =0, 
IÐ; + k(26a = 8) =Us 


Kết hợp chúng lại ta có 


T(0) -Ƒ 0›) + k(Øn +Øa) =ñ- 
T(Ø — ð¿) + 3k(0 — 0) = 0. 


Các nghiệm tương ứng là 


_¬.. 
*ổiị +a = A.sin Vi 


8y — 8= A_ sin (V7) 


bị 


=: :. À 
Điều kiện ban đâu 


8 +0ạ=0, 0 -0=0 tạ =0 


Cơ học giút tích 461 
cho; =. =0. Các điều kiện 


Ổy t0 = 9. 0. —0;=—Q tại =0 


Ï I 
U.. dJxeeli + 
cả Tử: HỆ 


l LÊN k AI ằk 
Ũ› = gã) liên l4 + #»"| „) 
: l k läk 
6; = 2iÚ Ề (ý can „J : 


Chỉ khi ô; = 0, nghĩa là sau thời gian ‡ được cho bởi 


C vợ, Co sụ 
'O8 — = —COS T== 
] lÍ 


địa 1 sẽ nhận toàn bộ động nãng. 


cho ta 


Từ đó 


Cần phải nhớ rằng động năng của hệ không phải là một hằng sô. Khi ? thỏa 
mãn phương trình trên, đĩa 1 nhận toàn bộ động năng của hệ ở thời điểm đó. 
Tuy nhiên, động năng này thay đối theo thời gian xảy ra. 


2010 


Một que đồng nhất, mảnh dài 2L và khối lượng Ä⁄ được treo trên một sợi 
dây không khối lượng dài ? buộc vào một cái đinh. Như ở hình 2.9, lực ngang 
Ƒ đặt vào đầu que tự do. 

Hãy viết phương trình Lagrange của hệ. Với những khoảng thời gian rất 
ngắn (để tất cả các góc đều nhỏ) xác định góc mà dây và que tạo với phương 
thẳng đứng. Bắt đầu từ trạng thái đứng yên ở thời điểm ‡ = 0. Hãy vẽ sơ đỗ 
minh họa chuyển động ban dâu của que. 

(UC, Ber &eÌey ) 
Lời giải: 

Do lực tác dụng Ƒ nằm ngang và ban đầu dây và que thẳng dứng, 

nên chuyển động bị giới hạn trong mặt phẳng thẳng đứng. Lấy tọa độ 
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*# ——> 


Hình 2.9 





Hình 2.10 


Descartes như ở hình 2.10 và kí hiệu các góc tạo nên bởi dây và que 
với phương thẳng đứng tương ứng la @\,6;. Khôi tâm của que có tọa độ 
(Isinfq + LsinØ;,—lecosf — LcosØ¿) và như vậy tộc độ là (i0) cosØ¡ + 
Lds cús Øạ, DÔA sìnØy + Lổạ sin 0y). Momen quán tính của nỏ quay xung quanh 
trục vuông góc đi qua tâm của nỏ là A7L”/3. Do đó động năng của nó là 


Lư „A!|IPổi + E?0 + 2LIÔ\0; cos(4 — ð2)| + _ML?0] 
và thê năng của nó là 
VỀ =—Alø(IcosØq + Lcos0¿). 
Thé ¿/ của lực ngang được định nghĩa bởi 


l — Jrra —= —È(lsinf + 2L sin 8}. 
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Vì thê hàm Lagrange là 


Lk=T-V-U 


1 : = `. 1 
= sM|6 + L^82 + 2L1Ô\6a cos(0¡ — 0;)] + aML”5 


+ ÁMfg(Ì cos 8) + Ù cos 6;) + Ƒ'(sin Øy + 2E sin 6a), 


Các phương trình Lagrange 


khi đó cho ta 
Mlôy + MLổÔa cos(8\ — 6z) + Ä1Lô2 sìn(0) — 6a) 
+ MfgsinØị — Ƒ *cosØ =0, 
¬ MLỖ: + Mlôt cos(0y — 0ạ) — M182 sin(Ø — 6a) 
+ Mfgsin8› — 2Pˆ`cos0ạ =0. 


Lưu ý là nêu #' nhỏ để 0, 9, 6¡, ổ; có thể được coi là nhỏ, khí đó chỉ giữ lại 
các sô hạng bậc một, các biểu thức ở trên thành 


Môi + MLô8; + Mgô0\y - P =0, 
Á ¡ : 
qài Lổa + À{160\ + Xfg9› — 2P'`=0. 
Chuyển động bắt đầu từ trạng thái nghỉ tại ¿ — 0. Đôi với khoảng thời gian 


rất ngắn A/ sau đó, lực có thể được xem như làm xuất hiện xung lực ngang 
PAt và momen quay FLA¿ xung quanh khỏi tâm của que. Khi đó ta có 


FÄt = AM (lôi cos 0y + LŨ cos 8a) 
~ MIỄỖ\ + MLôa , 


đo góc 0.0; vẫn là nhỏ, và 
1 HỆ 
FLAt= a ML?8” 
Khử FA¿ từ biểu thức trên ta có 


 m—=—8a. 
tà SI^ 


464 Bài tập & lời giải Cơ học 
Do 6; = Ô1At > 01At/2, 0; ~ Ô2A1/2, biểu thức trên cho 


2L 
^~ ———›. 
Ổn nh? 


Câu hình ban đầu của hệ được chỉ ra ở hình 2.11. 





Hình 2.11 


2011 
Ta xét một hệ sao đôi. 
(a) Hãy việt hàm Lagrange đôi với hệ theo toạ độ Descartes của hai sao rị 
Và Ta. 
(b) Hãy chứng minh thê năng là hàm thuần nhất của toạ độ cấp —1, nghĩa 
là 


V(ort, ara) — œT'V(rt,ra) › 


ở đây ø là thông số định tỉ lệ thực. 

(c) Hãy tìm phép biên đổi để hàm Lagrange không đổi cho tới một hằng 
số nhân (do đó làm cho tính chất vật lý không đổi) và như vậy hãy tìm định 
luật Kepler III liên hệ chu kì quay của hệ với kích thước quỹ đạo của nó. 

(Chicago ) 
Lời giải: 

(a) Cho rạ, rạ tương ứng là các véctơ bán kính của hệ sao đôi, các khôi 
lượng mị, nạ, từ gốc hệ toạ độ cô định. Khi đó 
_— Grm?n2 


 . An. 
T= am|fiÏŸ+ 2malla|,  V= 


2 |ri — rai| 
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và hàm Lagrange là 


: 1 ¬-. . Œ7m11n› 
l.= —V=z mì|f\|Ÿ + mạ|ta|”) Imn-m[ 
(h) 
G7nin L min 1 
V{(œr, œr2) = cố... —V(ri,ra), 
|lœr — œra| œ[rq_—-rạ|l œ 


- ` Á - * ` Ầ Ẫ 5 ˆ Ấ 
nghĩa là thê năng là hàm thuận nhật của toạ độ câp —1. 

(c) Cho R là vectơ bán kính của khôi tâm hệ sao đôi từ gốc toạ độ có định, 
và r1,r2 là vectơ bản kính tương Ứng của 7m, rrạ từ khối tâm. Theo định nghĩa 


(mì + m„)R = 2T + Tn2Y2 ÿ 


ry=lR+r, ra=R+r¿, 
như vậy 
; — — THhạT `. TnỊF 
Trị + Tạ. ã Tnị + Trạ ` 


Ỏ đây r = Tị — rạ = | — rạ. 
, xrÁ ` 
Ta có thể việt hàm Lagrange như sau 


— 


r|] + 


Trị + TrLạ 


b= —— + 


†n1Trt2 

2(m¿ + rn 

VI L không phụ thuộc tường mình vào R = (z,, z), nên ôL/8+, ðL/ð, 
9L/ð¿ và đo đó (mị + mạ) là hằng số. Vì vậy số hạng đâu tiên của 7, vôn 
là động năng của hệ xét như một khỗi, là hằng số. Các số hạng này có thể bỏ 
qua khi ta chỉ quan tâm đến chuyển động bên trong của hệ, Như vậy 

( T172 ) 2 „ G(Mì + =) 
1n + n2 2 |rị 


ng ) 2nRf3 + SG:Àc Lo Thekó) SE =2 


†\+ + Tra Irị 


mạc VỊ] 2 Kc (m + rn2) 
Si | ¬rm4|f|“ + Ù 
mì + mạ j |2 lrị 


'.= 


l 


mà có thể được xem như hàm Lagrange, ngoài một hằng số nhân, của chuyển 
động của một sao trong trường hập dẫn của sao cô định khối lượng mạ + mạ. 
Đặt mạ là sao "chuyển động" đó và xét lực hướng tâm của nó 


Grm (rmị + mạ) 


12 
mịr8“ = 5 


T 


466 Bài tập & lời gidi Cơ học 
hay 

7= _ 4n” " 

r” Gữm +mạ)h' 
ở đây 7 — 2z/ð là chư kì của mạ quay quanh nạ, đó là định luật Kepler thứ 


ba. Tắt nhiên điều giông như thé cũng đúng cho chuyển động của r; quanh 
[T1. 


2012 


Hai dẳm mỏng khỏi lượng m đải ! được nỗi với nhau bởi bản lễ và một 
sơi dây. Hệ ở trạng thái nghỉ trên một bề mặt nhăn như thảy ở hình 2.12. Tại 
t = 0 sợi dây bị cắt. Có thể bỏ qua khôi lượng sợi dây và bản lẻ. 


(a) Hãy tìm tốc độ của chốt bản lẻ khi nó chạm vảo sàn. 
(b) Hãy tìm thời gian để bản lẻ chạm vào sàn, biểu thị điểu đó bằng một 
tích phân cụ thể mà bạn không cần ước lượng tường minh. 
(Princeton ) 


Z4 » 


Hinh 2.12 


Lời giải: 
(a) Do đối xứng, bản lỀ sẽ rơi thẳng đứng. Lây tọa độ như hinh 2.12 và 


* : Ẫ + + bà 5 - ` . # Âu ¬ k * Ầ # 
cho Ø là góc mỗi nhánh dâm tạo với mặt sàn. Khi đó khôi tầm của các đầm có 
tọa độ 


1 1 
#{ = 2! COS Ở, Mỹ = 2isinÉ, 


l 1 
tạ = —L ©o§, Uz = sisin0, 
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và các thành phân vận tốc là 
tt) IỆ= —s lỗ sin8, Ù1 — „lỗ cos 6, 


: La 
5= 2+0 sin 6, 2 — 2i0 cos Ở, 


Mỗi đầm có momen quán tính m/?/12 quanh trục ngang qua khối tâm. Hàm 
Lagrange của hệ là 


LÙ=T—-V 


1 n: | : 
= xmÚ0) + 1am1°0” — mmgÌ sìn 8 


1 
= a ml 0ˆ — TngÌ sh 8. 


mm 
đt \ @ộ 89 - 


. g 
8+ -—cos8 =0. 
+ 2I cos 8 = D 


Phương trinh Lagrange 


khi đó cho ta 


Do 
“sẽ. và  0=0 khi0=30, 
Tích phân phương trình ở trên cho 


Do đó khi bản lễ chạm sàn, đ = 0 và 
ó=- V3, 
2l 
nghĩa là 
| 3gi .. 
Iv| = lổ|= V- 


(b) Thời gian để bản lễ chạm sàn được cho bởi 
-È!-(-xẽ= 
aoe Ở 30® —, /52(1 — 2sin 0) 


— —N dô 
— W3øgjs  1—2sin0. 
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2013 


Một que đồng chất dài 7 và khôi lượng A7 chuyển động trong mặt phẳng 
thẳng đứng +:>, một trong các đâu mút của nó. 41 chịu ràng buộc : = 
ztgz (œ — góc nghiêng có định với trục ngang +). Hãy đưa ra phương trình 
Lagrangc của chuyển động theo tọa độ suy rộng ạ; - s và g; — Ø (xem hình 
2.13). Sử dụng các phương trình đó để xác định xem có thể có một chuyển 
động tịnh tiên (Ø = hằng sỐ) được không, nêu được thì đỗi với 0 bằng bao 
nhiều. 

(Princeton ) 


r A 
¬ | 
EM 
0 x 
| 
| 
| 
mg 
Hình 2.13 
Lời giải: 
Tọa độ và các thành phần vận tốc của khỏi tâm của que là 
] [ 
th = NXCON(I Lm Ö, ˆ =#$sina— -=ELcosØ, 
2 2 
k TT `". ba Q 
°) = 8COS (Œt — L0 củs 8, $ — #sina+ 210 si, 


và momen quản tính của que xung quanh trục vuông góc đi qua khối tâm là 
A71/12, như thẻ hàm Lagrange lả 


,=j = V 


— — xf1383 - Afgz 


Fử,e .ẻ cà xi 
AM1{r | HP” ) 21ˆ 


. | xi4 ] 
Aflä° — Lšfcos(8 + ằ)| 1 gAL'9 — Ä11q (: siỉna — ›“ CÓ ?) 


Các phương trình 1.agrange là 


Cơ học giải tích 469 
khi đó cho ta 

¬..... ly đốc c 

s— 5 LŨ cos(0 +œ) + L8 sin(Ø + œ) + øgsinœ =0, 


8eos(8 + œ) — sLê — gsnØ =0. 


Nếu chuyển động là thuần túy tịnh tiễn thì, đ = hằng số, ô = 0, ổ = 0 và 
các phương trình trên trở thành 


8+ øsinœ =0, 
scos(Ø + œ) — gsinØ =0. 


Khử bỏ s cho ta 


sin œ cos(Ø + œ) = — sin Ø, 


hay 


8 —-œ. 


2014 


Con lắc cầu gồm chất điểm m được buộc bởi một sợi dây đải / vào một 
điểm cô định như hình 2.14. 


(a) Với tốc độ góc bằng bao nhiêu thì nó chuyển động tròn, với sợi dây tạo 
môt góc cô định đọ với phương thẳng đứng? 

(b) Chất điểm trong quỹ đạo tròn như trong phân (a) ở trên nhận được 
một xung lực vuông góc với vận tốc của nó, kết quả là quỹ đạo có điểm cao 
nhất với dây tạo góc 6; với phương thắng đứng. Hãy viết (không cần giải) 
phương trình để sao cho giải tìm được góc sợi dây tạ tạo với phương thắng đứng 
lúc chất điểm ở điểm thấp nhất. 


(c) Với trường hợp trong đó biên độ dao động quanh 6o là nhỏ, hãy giải 
tìm tần số của những dao động đó. 
(Primceton ) 
Lời giải: 
Sử dụng hệ tọa độ quay như hình 2.14, với trục thẳng đứng z và trục z 
trong mặt phẳng thẳng đứng chứa dây và chất điểm zn. Chất điểm có tọa độ 
(! sin Ø,0, —I cos 8), ở đây đ là góc dây tạo với phương thẳng đứng. Đặt ¿ là vận 





Hình 2.14 


Ầ z k Ẫ k ˆ ˆ Ầ ` 
tôc góc của rn xung quanh trục z. Vận tôc của rn trong hệ tọa độ cô định cho 
bởi 


v=r+¿ýxF., 


 = (19cos0,0.12sin8) @=(0.0,0). 


Hàm Lagrange khi đó là 


LT - V = 2m — mạz 


1 - 
— sm(Ú# -+ ?ụ? sin? Ø) -+ mngÌ cos 8 . 


Các phương trình Lagrange 


cho 


ồ ~ @2sin Ø cos0 + ¡ simÓ =0, 


..Ắ- ` £ 
@¿sinˆ Ø = hằng sô. 


(a) Với chuyển động tròn có góc không đổi 9 = óạ, Ø = 0 và phương trình 
(1) cho 
g 


SEN =ư, chăng hạn , 





= 
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Các phương trình chuyển động bây giờ có thể được viết như 





@@sinˆ 8Ø = sin” đọ, (2.1) 
„- 6 
Ø — w?sìn' Ốc c: +? cos đp sin Ø8 =0. (1) 
sin” Ø 


Do Ø = đ62/2đ9, phương trình (1) có thể được tích phân để cho 


j2 gin' Øg 


j3 = 
sin2 Ø 


+ 2? cos Ổg cos Ø8 + K. 
Tại điểm cao nhật của quỹ đạo của rn, ô = 0 và 6 = 0, suy ra 


ty Á 
sIni` 8 : 
K=ư? ° ~ Đu¿2 cos Ổa cos Ô\ . 
2Øy 0 





sin 
Tại điểm thâp nhất, Ö =0, 0 =6, Và ta có 


sin' 6a l l 
cos đg 





———- —— 2 6a — cosổ) =0, 
sin? Øà =.jt KG IU2/” IẸPS HỆ, 


nó có thể được giải cho 6; theo 6o và đ). 
(c) Đặt 0 = œ + an vỚi œ <& Øạ. Do 
cOs 0  CosÚa — œsin Øọ, sin ổ  sin đo + œ cos đọ . 


cosở  cosØo(lT— œtanØụ) _ cosứu 
sinửØ  sin°Øo(1+oœcot6c)$ - sin3Úọ 





IÌ — ø(tan 6o + 3 cot Øo)] 
với ổ = ä, phương trình. (1) quy về 


& + ú` sỉn Ủg cos Øu[a(tan 0g + äcot 8g) — 1 + 1+ acot0ạÌ =0, 
nghĩa là 
ở + ằj (sin” Ốo + 4 cos? Øg)ằ =0, 
hay 
& + 2(1 + 3cos°6g)œ = 0. 


Do đó 0 dao động quanh 0g với tần số góc 


———- L+ 3cos2 6 
0y kewod(/TSE Tin, Ea SE co  hốu, 


Ù cos đụ 
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2015 


Một con lắc lò xo gồm khỏi chất ra gắn với một đầu một lò xo không khôi 
lượng có hằng số đàn hôi k. Đầu kia của lò xo buộc vào một giá treo cỗ định. 
Khi không có tải trọng trên lò xo, chiều dài của nó là ¡. Thừa nhận rằng chuyển 
động của hệ giới hạn trong một mặt phẳng thẳng đứng. Hãy đưa ra phương 
trình chuyển động. Hãy giải phương trình chuyển động theo gần đúng dịch 
chuyển góc và dich chuyển theo tia nhỏ so với vị trí cần bằng. 

(SUNY, Buffalo ) 





Hinh 2.15 


Lời giải: 

Sử dụng hệ tọa độ như ở hình 2.15. Trọng khỏi chất r¡ có tọa độ 
(rsin 8, —r cos Ø} và các thành phần vận tốc (rØ cos Ø + 7 sin Ê. rổ sỉn  — 7 cos 8) 
và đo đó động năng 

T— šm?+ư”, 
2 
và thé năng 


;_ 3 “2 
'JIÊ— "4 - l)“ — mmựr cos 0. 


1o đó hàm Lagrange là 


”.Ễ ii | | 
j0 XS. “ ạm(PÝ +r?0ˆ)— T.ˆ L)Ỷ † mạr cos0. 


Các phương trình Lagrange 


(Ỉ la ùĂL 
SH [em mỒ 
(Èt \ đá, ) 
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Khi đó cho các phương trình chuyển động 
m£ — rnr8ˆ + k{(r — Ì) — mrug cos 0 = 0, 


rŨ + 2Ô + gsin 8 = 0 


VỊ trí cân băng trong hệ tọa độ cực (rọ, 6g) được cho bởi ? = 0—=0,?=60=0, 
cụ thể, 


Ủng = Ö, ro=i+—— 


Với đao dộng nhỏ xung quanh điểm cân bằng, 6 là góc nhỏ. Đặt ø = z — rọ 
với ø < rọ và việt phương trình chuyển động như 


m8 — rn(ra + p)8? + ko = 0, 
(rọ + ø)ổ + 2Ø + g0 =0. 


hay, bỏ qua số hạng bậc cao hơn của các đại lượng nhỏ ø, ö, Ó, 
k 
0+ —p=0Ô. 
1n 
0o” 0ianỔ: 
7q 


Như thẻ cả hai dịch chuyển góc và xuyên tâm đều thực hiện chuyển động điều 
hòa xung quanh điểm cân bằng tương ứng với tân sô góc v/k/m, \/g/ro. Các 


nghiệm là 

0= Ảcos (dàn) 

m 
hay 
E: € 
tí + Ácos lễ tai] 
k m 

và 


ỏ đây các hằng số 4, ự¡, B, ¿;¿ được xác định từ điều kiện ban đầu. 
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2016 


Một hạt bị buộc chuyển động trong một mặt phẳng. Nó bị hút đến một 
điểm cô dịnh P trong mặt phẳng này; lực luôn luôn được hướng chính xác 
đến điểm P và tỉ lệ nghịch với bình phương khoảng cách từ điểm P. 

(a) Sử dụng hệ tọa độ cực, hãy việt hàm Lagrange của hạt này. 

(b) Viết các phương trình Lagrange cho hạt này và tìm ít nhất một tích 
phân đâu tiên. 

(SUNY/ Buffalo ) 
Lời giải: 

(a) Chọn hệ tọa độ cực với gốc tại P trong mặt phẳng trong đó hạt bị 

cưỡng bức chuyển động. Lực tác đụng lên hạt là 


Ea 


rầ ` 
k là hằng số đương. Thê năng của nó ở vô cùng là 


r 
v=-Í Eế. 
? 


œ° 
Động năng của hạt là 
l : S: 
1` = 2m(?7 +7283) | 


Do đó hàm Langrange là 


Ì _ 
L=T-V= sm( +r78”)+ - 


(b) Các phương trình Lagrange 


đ ÒkL s öL `. 
đ† \ đặy đạy - 


khi đó cho các phương trình chuyển động 








cà và. S d .. 
THẾ TP 21D ¬;tmr 68)=0. 
Phương trình thứ hai trực tiếp cho tích phân thứ nhất 
rnr20 >= hằng số , 


có nghĩa răng momen xung lượng đối với P là bảo toàn. 
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2017 
Xét hai hạt tương tác bằng lực xuyên tâm (thê = W/(r), ở đây r là vecto tri 
tương đối). 


(a) Hãy rút ra hàm Lagrange trong hệ khôi tâm và chứng minh rằng năng 
lượng và momen xung lượng được bảo toàn. Chứng tỏ rằng chuyển động là 
trong mặt phẳng và thỏa mãn định luật Kepler II (nghĩa là r quét những diện 
tích băng nhau trong khoảng thời gian bằng nhau). 

(b) Giả thiệt rằng thể là  = kr?/2, ở đây k là hằng số dương, và rằng 
năng lượng toàn phần # đã biết, Hãy tìm biểu thức cho các giá trị cực tiểu và 
cực đại mà r sẽ có trong quá trình chuyển động. 

(SUNT; Bufƒalo ) 


Hình 2.16 
Lời giải: 
Ví lực tác dụng lên các hạt luôn luôn hướng đọc theo đường nói phân cách 
hai hạt, nên chuyển động bị giới hạn trong bắt kì mặt phẳng nào mà ban đầu 


các hạt chuyển động. Sử dụng hệ tọa độ cực trong mặt phẳng này như ở hình 
2.16 với gốc ở khói tâm của các hạt. Theo định nghĩa của khối tâm, 


TnịT) + mạra = 0, 


nghĩa là 
Ø!‡\FJ — - THAY? 
hay 
!r11T1 — TTL2T2 


cho các giá trị tuyệt đối. 


318TàL0 02 HỌC 
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(a) Động năng của hạt là 


T 


|Ì 


THỊA. 2, TH2I(, (2 
—==IE ==ani B 


2 
Th¬ - j2 T2 k 2 
s= -Iral + ti 


_ rnh(m + na) 


2, 
» 12 Trìa\, 42 
r — ——|ỊF 
2mh lai 2u 2Í 


ở đây  = mìạma/(ma + rnạ) là khôi lượng rút gọn của hệ. Thể năng là 


V(ry+r›s)=V ( + n =T (2) 
Tị ư 


Do đó hàm Lagrange là 





2 
mì T272 
L=T_—-V=-—-2(r3+r?9? ví), 
2ụ Ú2 2 )— P 


khi sử dụng ra và 6 như tọa độ suy rộng. 
Hàm Lagrange L không phụ thuộc tường minh vào ¿. Như vậy 


dL — ÔE dả; _ ÔL 
s (ấp d di Ôạ; 24) 
->I#-4()a 
ôi; dị - di (6a; ) 
N>~ 4ì 


có sử dụng các phương trình Lagrange. Từ đó 


0L 


Độ, —-j; — L= hằng số. 


Trong trường hợp nảy, 
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—~~ —— 
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và các phương trình trên cho ta 


n2 


A m2 
T021 720, )—T+V=-2(2 + r28?) +V 


2u 
=7 +V = hằng số. 


chỉ ra rằng năng lượng toàn phần được bảo toàn. Hãy chứng minh rằng có thể 
có điều chứng mính đó là vì V rõ ràng không phụ thuộc vào vận tốc. 
Vì LU không phụ thuộc tường minh vào 6 nên phương trình Lagrange cho 


öL 20 ` 3 
—= mà? = hãng sỐ = J, chẳng hạn. 
80 ụ 

Momen xung lượng của hệ đổi với khối tâm là 


2n 
mị + nạ)mar36 — m3r26 
mạr20 + rnịr?0 = N2 TRE Ló2? ND lếC LAN —=—— = jJ. 
Thị H 





Do đó momen xung lượng được bảo toàn. Phương trình trên cũng ngụ ý là 


22 22 Tnị + 72 P 22 mm2r26 ` h 
r?ô = (rị + r2)?ð = | ——— | r?9=— “z— = hằng số. 
Tr'ì kí 


nghĩa là 
7 hằng số 
At At Ế: 
ỏ đây A ® là diện tích mà r quét trong thời gian A¿. Như vậy định luật Kepler 
thứ hai được thỏa mãn. 


(b) Năng lượng toàn phân 





E=T+V= ID TẾ +20?) + 
2w ` Z : 9) 
2-2 2 
m2? J/.L „1 
= —=ˆ . + -kr? 
2u 2m$r? - 2 
có thể được việt như sau 
1 bản) 1 
E = ~ư? + —— + -kr? 
; tại li 20 r2 bu 2” 


Khi r là cực đại hay cực tiểu, ? = 0. Do đó các giá trị cực trị của r được cho bỏi 


kur? — 2Eur? + J? =0. 
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2018 - 
Một hạt bị hút tới một tâm lực bởi một lực mà lực này thay đổi tỉ lệ nghịch 
với lập phương khoảng cách của nó tới tâm, Hãy đưa ra phương trình chuyển 
động và giải chúng tìm các quỹ đạo. Hãy thảo luận xem làm sao mà bản chất 

của quỹ đạo lại phụ thuộc vào các thông số của hệ. 
(SUNY;, Buffalo ) 

Lời giải: 

Khi hạt chuyển động dưới tác dụng của lực xuyên tâm thì chuyển động của 


nó phải nằm trong mặt phẳng. Ta sử dụng toạ độ cực trong mặt phẳng đó với 
Ẫ k/ ˆ HÀ ` #ớ» 
gốc Ó tâm lực. Đôi với lực 


kTr 
la ã— _— m4 $ 
ở đây k là hằng số dương, thế năng là 
l k 
Vự)=~ | F-ár=~gng- 


Do đó hàm Lagrange là 


= _ 22. „24 ¿¡ Ê 
SP ví Á V = smữ HO TẾ QUP Tạng 7 


4 (66) _ 8É _, 
đt \Đặ Ôi - 


mmr2Ö =b,_ (một hằng số), 


Các phương trình Lagrange 


khi đó cho ta 


n k 
mỸ — rwr0 + — =0. 
T 
Đặt w = ¿. Phương trình đâu tiên trỏ thành 


.— bụ2 
0 = —— 


mì . 


;— 2“ (1\__ 1 duy _ bu 
'= QÚU/ - HEU” du” 
""... 
mdũ2” ”— m2 dạ? ' 


Khi 


t= 
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phương trình thứ hai trở thành 


Do đó, nêu b2 > mk, 


nghĩa là 
nêu b2 < rmk, 


nghĩa là 


r cosh l/#- l 0= 8) =r7a. 


Ở đây (rọ, 6a) là một điểm trên quỹ đạo. 


2019 


Thừa nhận hàm Lagrange đối với chuyển động một chiều nào đó được cho 
bởi 
} lÌ 
ST: lim sô. Thâm s5 
L=c (;m4 2*q ) : 


ở đây +, mm. k là các hăng sỐ dương. Phương trình Lagrange là gì? Có mây hằng 
số của chuyển động? Hãy mô tả chuyển động? Một phép biến đổi điểm được 
tạo ra cho một tọa độ suy rộng khác là cho bởi Š được cho bởi 


s=ep(T)+ 


Hàm Lagrange theo Š là gì? Phương trình Lagrange? Các hằng số chuyển 
động? Hãy mô tả quan hệ giữa hai nghiệm? 
(SUNY, Buffaio ) 
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Lời giải: 


Phương trình lagrange 








Ll lm) _ ØEk _ ọ 
dt \tØa Ôq - 


cho ta 
E*'(mđ -+ yxmạ + kạ) = 0. 
hay 
kẹ 
“y8” =ÚU;: 
m 


Vì 7. chứa ạ, tường minh nên không có hằng số nào của chuyển động. 


Thử các nghiệm theo dạng ø ~ e*t, Thay thê cho ta 
k 
a^+>yaœ+— =0, 
1n 


các nghiệm của nó là 


Viết kết quả đó như œ = —ở + ® và xét ba trường hợp có thể. 
() 3 < v/#. blà ảo; đặt nó là ¡đ. Nghiệm tổng quát là 
g=e Ỷ (Ac:# U Be~129 
hay 
~l 
g=€ 2(A cosđØt+ Bˆsìn 8), 


A., A!'.J' các hằng số. Như vậy chuyển động là dao động với biên độ tất 
dẫn. 


(D š= VỆ. b=0 và tacó 


ụ 


_+t 
g=Œ@€ 2 y 


cho thây rằng chuyển động không phải đao động với ạ giảm dẫn từ giả trị go 
tại f = 0. 


(ii) 3 > VỆ. b=0và 
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Œ và D là hằng số. Chuyển động này cũng không phải dao động và tắt dẫn 
theo thơi gian. 
Ba trường hợp có thể được đặc trưng như tắt dẫn quá yếu, tắt dân tới hạn 
và quá tắt dần. 
Nêu ta đưa yếu tô thời gian vào toa độ suy rộng nhờ một phép biên đổi 
điểm 
S=eb°q, nghĩa là q=e T58, 


hàm ELagrange trở thành 


1 - ủi =. - 
ni Thai —_ kQ@2. 
E „ (Š 2+5) ›k§ 


Phương trình Lagrange khi đó cho phương trình chuyển động 
S+w?S=0 
với ˆ = k/m -- (+/2)Ÿ. Vì 8Š = `. tích phân cho 
S2 +29? = hằng số. 


Do đó bây giờ có hằng số chuyển động. Tuy nhiên, về mặt vật lý tình thê không 
thay đổi. Vì 5. Š cả hai chứa ? một cách ẩn, hằng số này thực tế thay đổi theo 
thơi gian. 

Với x/2 < wk/mn, œ2 là dương, nghĩa là ¡ là số thực, và phương trình 
chuyển động theo Š mô tả chuyển động điều hòa dơn giản không có tắt dân. 
Với t6 = vk/m, œ = 0 và chuyển động theo 5 là đều. Với +/2 > v/k/m, w 
là sô ảo và chuyển động không phải dao động có tắt dân theo thời gian. Tuy 
nhiên, như đã lưu ý ở trên, Š$ chứa thừa số suy giảm ẩn exp(—>t/2), nó khiến 
cho sự tắt dân theo thời gian có mặt trong tắt cả ba trường hợp. 


Chúng ta có thể kết luận rằng cả hai tập hợp nghiệm đều mô tả những 
tình huông vật lý giỗng nhau, nhưng trong tập hợp nghiệm thứ hai hệ số tắt 
dẫn theo thời gian cxp(— —*£/2) bị gộp vào trong các tọa độ suy rộng và sự thảo 
luận diễn biến như thể nó không tôn tại. 


2020 


Một hạt có khôi lượng m trượt không ma sát trên một vòng dây đang quay 
bán kính a trục quay của nó di qua đường kính thẳng đứng như hình 2.17. 
Vận tôc góc không đổi của vòng là u. 
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(a) Hãy việt hàm Lagrange đói với hệ và tìm các hằng số chuyển động có 
thể tốn tại. _ 

(b) Hãy chỉ ra vị trí cân bằng của hạt với ¿ < ư„ Và ú: > u2„, tại đây 
cJ„ = v/g/u. 

Vị trí nào trong những vị trí cân bằng đó là bên và không bên? 

(đ) Hãy tính tân số dao động của những dao động biên độ nhỏ quanh điểm 
cân bằng bên. 

(UC, Berkeley ) 


UV, 


mg 


Hinh 2.17 
Lời giải: 
(a) Sử dụng một hệ tọa độ cực quay gắn với vòng như hình 2.17. Trong hệ 


tọa độ này, ngoài lực hắp dẫn tác dụng lên khôi lượng, rng, ta phải đưa vào 
lực ly tâm tưởng tượng f như đã chỉ ra. Trong hệ tọa độ cực 
f = (ruˆr sìn” , múJŸr sìn Ð cos 8) , 


ng = (rngcos Ø, —rngsìn 8). 


f có thể được biểu diễn theo thế V/ bởi 





nghĩa là 


Tương tự, thê hắp dẫn là 
Vụ = —trgr cos 9, 
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Vận tốc hạt là (z,rzổ). Với ràng buộc r = a, hàm Lagrange là 


Ì'.. søố | 
L=T—-V= ana?0 + a mau” sỉn? ổ + rrgø cos 8. 


Do ôL/ðt = 0 và V không chứa 9 một cách tường minh, nên ôôL/ðô - L = 
hằng số (bài tập 2017). Do đó 


l 1 ; ` 
sma?8 — s mau sin? Ø — rmga cos 8 = hằng SỐ, 


điều đó có nghĩa là 7 + V = hằng số. 
(b) Phương trình Lagrange cho phương trình chuyển động 
08 — gu? sìn Ø cos 9 + gsìn Ø = 0. 
Tại vị trí cân bằng, Ø = 0, như vậy 
sin Ø(œu” cos 8 — g) = 0, 


hay 
a sin Ô(œJˆ eos Ø — œ3} ) = Ö 
VỚI 2 = !, 
LÁ : : ` ý... ` , ' : “^^ ¬ 
Nêu œ < ư¿, j2cosØ < ¿22 và đo đó sin 6 = 0, và ta có hai vị trí cân bằng 
tại Ð = 0.7. 


Ẫ z ¬ " L4 ˆ^ ˆ ` , ^ ` + 
Nêu ằ› > ứ., ta có ngoài vị trí trên một vị trí cân băng tại 
" 
cos 8 = — = -—-. 
&œ) 


(c) Giả thiết 6a là vị trí cân bằng và đặt Ø = 6a + œ, ở đây œ là một đại 
lượng nhỏ. Phương trình chuyển động rút gọn, chỉ giữ lại các số hạng bậc một, 
thành 


œö -È (q cos ổọ — đu” COS 20u)œ — Ø2 sìn Ög COS Ổa + gsin Ổc = Ö, 
hay, vì Ô = 0 tại 0 = đọ, 
+ (Ễ cosớo — œŸ cos 2g ) œ=0. 
Nêu œ < v/ø/a, thì hệ sô của œ là dương đối với cân bằng tại g = 0. Như vậy 


+ $\% ˆ ⁄#,—^ v À ^ _ Á ` A^ Á. n.. „ Á ` ' N 
đỏ là vị trí cần bằng bên. Hệ sô là âm đồi với vị trí cân băng tại đọ = z, chỉ ra 
»b rz +1 . Øn ®viểu * ^ À 
răng đó là vị trí cân băng không bền. 
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_————————Ẹ——_Ằ}_- 


Nêu u > \⁄ø/a, thì cân bằng cũng xảy ra tại cos 0p = g/aŸ. Trong trường 
hợp này hệ số của œ là 


g NT. 2 ' 4 g7 
— €os ổn — 2“ cog“ Ổo + @“ = —c | — s]>0, 
q LỞ a 


đo đó cần băng là cân bằng bên. 


(d) Tân số góc của dao động nhỏ quanh điểm cân bằng bền là 


6j' =3 Š EGš đo — œ2 cos 28g 
Va 


+ — J2 tại 0o =0. 


] 2 
—\/Ù)9‹= (`) tại 9o = cos_ (-2:) : 
œJ Tạ) gu) 


2021 


Các hạt có khôi lượng m; và m„, được nội bằng một lò xo nhẹ có hằng số 
đàn hỏi k, ở trạng thái nghỉ trên bề mặt ngang không ma sát. 


(a) Một xung lực 7 trong thời gian ngắn tác dụng lên z„¡. Hướng xung lực 
là từ ;z¡ đến m¿;. m¿ chuyển động được bao xa trước khi tiễn tới trạng thái 
nghỉ lần đầu tiên? 

(b) Có khả năng truyền một xung lực ngắn tới rn; để hệ chuyển động từ 
trạng thái nghỉ sao cho nó quay mà không dao động? Giải thích. 

(ÚC, Berkeley } 
Lời giải: 

(a) Lây vị trí ban đầu của rn; như gốc tọa độ và hướng đương là từ rz¡ đến 

m„ trên trục z. Hàm Lagrange của hệ là 


1 
L=T—-V=mi‡?+ 


l lÍ : 
5 —rna#2 — 2h“: — #) — JỶ, 


3 
ỏ đây ¡ là chiều đài tự nhiên của lò xo, bằng z; — z¡ tại ? = 0. Các phương 


trình Lagranse 
= la) _ ĐÈ _g 
dt (Ôi | ` Ôqi - 
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cho ta 


11) — YÊU vi. “=ấT ^~“ [) : 


IHa do k{T» — +ị —Ì). 
Từ trên ta nhận được 


_ k(rrt\ + TrrạliTr Tị - Ì]} 
: š thủ Mua km .-zswzxzwuxxeesaaSYIEEIE 
JHI!H¿ 


hay băng cách đặt u = +; — xì — {, ă? -- km + mạ)/mịm,, 


Nghiêm tông quát là 
tứ. SH C€OS(! + ((Ì, 
suy ra 
lạ mi T [ST nvonlkd La), 


" ˆ . ` # ~ £ - .^ Ä . 
ö đầy ø và ö là các hãng số. Diệu kiện ban đầu z¡ = Ú, rạ — Íjrị — T7mg, 
z ~ (tại = 0 cho ta 


+tdxsi+ — Ụ, 


đ@ứ' 8Ì11(ì = —., 
11 


với nghiệm 

ñ j 

W « (“. = =——— 

3 THỊ ¿2 

lo đo 
7T 
dạ ng TmÌ1 8 (si - 5) : (1) 
FFI + „. 


Bao toàn động lượng cho ta 
THiểI + ng; =T, 
Tích phân và áp dụng điều kiện ban đâu ta nhận được 
f01442Ẻ { Trạ£a — Tạ L + Tt. 
Phương trình này vả cùng với phương trình (1) cho ta 
j1 - Jwm(f) 


Tủ ‹z Í + ————— - - ha 
THỊ + 1112 (1 HỊ + Ti¿ ) 
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và như vậy 
Ị ƒ cos(œ†) 
m\ị †rnmạy — 7Tn\ + Tna 


#ở¿ạ = 
- _A Z + > xÀ bì .ÃA : ` ^ / Ä 
Khi rn; tiên tới nghỉ lân đầu tiên, ?¿ = 0, và từ trên cho ta có cos(d‡) — 1 lần 
À .Á z Ề -Ã LÁ "XAÄ À LA 
đầu tiên. Do đó khi rn¿ tiễn tới nghĩ lần đầu tiên, 
27m 
,.= ==ua 
œJ 


Tại thời gian này znạ đã di chuyển được một khoảng cách 


2nÏl T.|Trta —8 
GÌ cò liên [b6 /2- 
T2 SE ì 2rÏ k (mì + mạ) 


(b) Nếu xung lực truyền cho mạ có thành phần vuông góc với đường nỗi 
hai hạt thì hệ sẽ quay quanh khói tâm, ngoài chuyển động thẳng của khôi tâm. 
Trong hệ tọa độ quay với gốc là khôi tâm và trục z dọc theo đường nỗi các hạt, 
thì sẽ có lực ly tâm tưởng tượng tác dụng vào các hạt cộng với lực hỗi phục 
của ]lò xo. Tại vị trí các hạt mà lực cân bằng thì các hạt có vận tốc cực đại vì 
năng lượng được bảo toàn (Bài tập 2017). Do đó dao động sẽ luôn luôn xảy 
ra, cùng với sự quay của hệ xét như một khôi. 


2022 


Một quả cầu khôi lượng Mí và bán kính ñR lăn không trượt trên một khối 
tam giác khôi lượng :n có thể tự do chuyển động không ma sát trên mặt ngang 
như hình 2.18, 

(a) Hay tìm hàm Lagrange và các phương trình Lagrange cho hệ chịu trọng 
lực ở mặt đât này. 

(b) Hãy tìm chuyển động của hệ bằng cách lẫy tích phần phương trình 
Lagrange, với điều kiện là tất cả các vật ban đầu ở trạng thái nghỉ và tâm quả 

À 2 ⁄ À ~ ˆ 5 
câu ö cách bề mặt một khoang H. 
(UC, Berkeley ) 
Lời giải: 

(a) Sử dụng hệ tọa độ cô định như hình 2.18 và đặt Ø là góc quay của quả 
cầu. Vì quả cầu lăn không ma sát trên mặt phẳng nghiêng, tâm của nó sẽ có 
tọa độ 

(r + (&o + R0) cosự., H — R0 sin @) 
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Hinh 2.18 


và vận tộc | 
(# + T9 coa ¿, — l8 sìn ¿) . 
Lưu ý rằng tại £ = Ũ, z = 0U,Ø =U,£=£u, „= H,‡= 0 =0. Khi đó toản tử 
Lagranse là 
L<T-V> „mŒ” + 2 M( + R?0° + 2R+0 cos œ@} 
_ 
LLAIRZ0° - Mạg(H — Rôsin g). 
) 


Các phương trình Lagrange 
T1 
dt \ ủi 0q - 


(m + M)# + MRÔcos ¿ = 


cho ta 


\ 


f .ã 
T €oS + s1 — gsin ; = 


(b) Khử 7 từ các phương trình trên ta có 
7 Mcosựw ä — g Sin w 
5 rTn+ÌÁ1 ` 
hay, tích phân và sử dụng điều kiện ban đầu ta có 


s— D(17m + Äf) sim gt? 
— 9|l7ứn + M) — 5M cos?¿] R ` 
và như vậy 


MRcos2a- ĐẠI sin(2w) - 
m+M  ATữn+Af)—-5Mcosul - 
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Chú ÿ rằng, khi quả cầu lăn xuống mặt phẳng, khối tam giác chuyển động 
sang trái như chớ đợi từ sự bảo toản động lượng. 


2023 

Hai chất điểm r+¡ và ra; (rớị # rnạ) được nội với nhau bằng một sợi dây 
dải / đi qua một cái lỗ tròn ở mặt bàn, Sợi dây và chât điểm chuyển động 
không ma sát m¡ trên mặt bàn và rr¿ tự do chuyển động theo đường thẳng 
đứng. 

(a) Tốc độ ban đầu m; phải bằng bao nhiêu để ;::; sẽ duy trì không chuyển 
đóng ở cách mặt bản một khoảng ở? 

(b) Nêu m; hơi địch chuyển theo hướng thẳng đứng thì sẽ có những dao 
đông nhỏ. Sử dụng các phương trình Lagrange để tìm chu kì của những dao 
động đó. 

(UỤC, Berkeley ) 


mo 


Hinh 2.19 
Lời giải: 
(a) r+¡ phải có vận tốc ø vuông góc với sợi dây như thê nảo để lực hướng 
tâm tác dụng lên nó bằng lực hắp dẫn tác dụng lên mạ 


T1 vŸ 


IL-d 


—_ JTna(L— d)a 
= = 





= T2 ' 


hay 
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———_x~¬m———— 


(b) Sử dụng hệ tọa độ cực cô định trên mặt bàn ngang như hình 2.19. m¿ 
có tọa độ z là — (¡ — r) và như vậy vận tốc là ?. Hàm Lagrange của hệ khi đó là 


L=T-V= 2mm(72 +r283) + 2 maf2 + mạg(L — r). 
Các phương trình Lagrange cho 


, ` £ 
rnz?8 = hằng sô, 


(mì + my)? — mịr8? + Tnag = (). 


Tại ? = 0,r =!T— đ,u — /mạ( — đ)g/mị = vọ, chẳng hạn, đo đó 








Từ đó 

3; ` Tn2 | 
Tnịr“8 = mmị([ — đ)“Öọ = mì (| —C(Ì — d)3g , 
Tn 
SUY ra 
: 3 
r3 TnỊ T 
và 


: lÁ Tà 
(mì + mạ)? — nạ " g + rnạg = 0. 


Đặt r = (¡— đ) + ø, ö đây ø < (! — đ). Khi đó 


—3 
PA rt=g0=a9(t+rÊ) ~d=#*( ' =r) 


và phương trình trên trở thành 


3mag 


hủ ==—. 7= ẽUỎ: 
P0” tư 47mÌ(=d)  ” 


Từ đó ø dao động quanh O, nghĩa là r dao động quanh giá trị ! — đ, với tần số 
góc 


3ma¿g 
mm; + n2)(Ì = ở) 
hoặc chu kì 
(mì + mạ)(Ù — 3) 
3m20 


1 —= 27 
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2024 


Hai que 4 và öC, mỗi que dài ø và có khôi lượng zn, được nối không ma 
sát tại và nằm trên mặt bàn ngang không ma sát. Ban đầu hai que (có nghĩa 
là điểm 4, B, €) là cộng tuyến. Một xung lực P dặt vào điểm A4 theo hướng 
vuông góc với đường ABC. Hãy tìm chuyển động của các que ngay sau khi 
xung lực tác dụng. 

(Columbia ) 





Hình 2.20 


Lời giải: 
Vì hai que 4, 8C được nói tự do tại , lẫy các tọa độ như hình 2.20 và 
đặt các tọa độ của Ø là (z, y). Khi đó khối tâm của BC có các tọa độ 
+ si Ø\,+ : 8 
z + =asin), ~ứCOS 
n” 1; 2 1 
và vận tốc 
`... hs HD 
# + d8 cosØ1,1 — =a8) sin 0y } , 
2 2 
và khôi tâm của A có tọa độ 
1 „ I 
++ aasin Ổa, + 5a cos 
` ^ Ậ 
và vận tôc 
có L > ¬. 
++ n 08: COS Ởa, 1 — 282 sinØa }. 


Mỗi que có momen quán tính quanh khôi tâm của nó là mz2/12. Từ đó động 
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năng toàn phần là 


| É Đe : 1 
T= sm ⁄z +?+ T00 + aØ) (# cos Ổ¡ — ÿsin øi)| + 2a ma 0 


| . : 1 
+ạm ụ +ử” + 14°8Ÿ + aỗa(# eos ổa — ÿ sin ø) + aama 05 


1 : l 
= a7 J2(¿? - ”) + a#(0) cos Øị + 8a cos Ø8.) — a(01 sin Øị + Ø2 sin 6) 


1 : 
+ ama” (0) +62). 


Xung lực P đặt vào A theo hướng vuông góc với đường ABC. Như thế 
momen ảo của xung lực là Pô(w + acos 6) và các thành phần suy rộng của 
xung lực là 


Q.=0 Q,=P Q¿=0, Q2 =-aPsin0;. 


Các phương trình Lagrange đôi với chuyển động xung là 


(5), (E) se 


ở đây ¡, ƒ là các trạng thái đầu và cuối của hệ liên quan đến sự tác động của 
xung lực. Lưu ÿ răng tại ¿ = 0 khi đó xung đặt vào, Ø„ = —7/2, 8; = 7/2. 
Ngoài ra, đối với trạng thái ban đầu, 8 = ổ; = + = ÿ = 0. Vì 


= —= 2m3 + ama(ỗi cos Ổ + Ôz cos 62), 
m = 2m — 2 ma(ỗi sin Ổị + ổa sin ổạ) , 
q. = smai cos Ö — 2 mai sin ổ + ama2Ö, 
3. = ni cOS Øa — 5 ma sin Ø; + ¬ma°ủ; 


32-8TẠi 6 CƠ HỌC 
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Các phương trình Lagrange cho 
2m —= 0Ö, 


] : : TC 
2m + ama(8\ —0ạ) =P, 


Nghiệm là 


Do đó ngay sau khi xung tác dụng khối tâm của BC có vận tốc 


"~.ắ. , HP 
(22+ 2á, ) = (0 HỘ: 


và khôi tâm của AB có vận tốc 
Ï.. 5P 
,— =a8¿Ì} =|0——}. 
Geý— anh) = (Đán 


2025 


Xét một hạt khối lượng rn chuyển động trong mặt phẳng nhờ lực xuyên 
tâm 


(giả sử k > 0). 

(a) Tìm hàm Lagrange đôi với hệ này theo toạ độ cực r, Ø và vận tốc của 
chúng? 

(b) Hãy viết phương trình chuyển động dỗi với r và 0, và chứng minh rằng 
mnomen xung lượng quỹ đạo ¡ là hằng số chuyển động. 

(c) Cho răng /2 > —znk'. Hãy tìm phương trình của quy đạo, có nghĩa là r 
như hàm của ô. 

(Columbia ) 
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Lời giải: 
(a) Vì 
k ,k 
P= =1. v¿ 
T 
kí 
Ví)= -ƒ Fứr)d _+ 
Hàm Lagrange khi đó là 
_ "—.'  ..=.: 
LÙeT ÿS nIRỮ Hở để 2 mu ST D 


(b) Các phương trình Lagrange cho phương trình chuyển động 
Œq) 


m(† ~ rổ”) + _ 
mí(rô + 2:8) = 0. 


Phương trình thứ hai có tích phân đầu tiên mr28 = hằng số. Đại lượng đó là 
momen xung lượng của hạt xung quanh gốc ! = r - mzrổ. 





(c) Đặtu —r !,Vir—=urÌ, 
`. SOIỆU .... 
s d0. - dÐmr2 ` mmdô ` 
— Ld°u, — ác? › đˆu 
TT “mdg - độ? ' 
È 12 2„,3 
mr8` = = SE 
Tn?r' m 
Phương trình (1) trở thành 
đều, NA + dhh SƠN, 
d0? 2 2 ~ 
Một nghiệm riêng là 
s— mk lễ _— Trrk 
2 \I2+rnkhj — ? +mk' Ì 


Vì 12 > —znk', nghĩa là 5£ > —1, 
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và nghiệm tổng quát là 


Ea 
= ị mk' rrik 
u — ẢCUs VWit-rmf+a tưng" 


ỏ đây 4, ø là hằng số. Bằng việc chọn toạ độ thích hợp, œ có thể đặt bằng 0. 
Do đó phương trình quỹ đạo có thể được viết như sau 


=—- ] 
«+ ll #@ s Ê xử tk" mk 
t= _ lý l+— T3 ) Ì Tên : 
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Một hạt điểm khối lượng m bị ràng buộc chuyển động không ma sát trên 
bẻ mật trong của một vòng dây tròn bán kinh z, mật độ đồng đẻu và khối 
lượng Äf. Vòng tròn năm trong mặt phẳng z cỏ thể lăn không trượt vả luỗn 
bám vào một đường cô định là trục z. Hạt điểm chỉ chịu tác dụng của trọng 
lực theo hướng âm trục . Tại ‡ - 0 giả thiết vòng dây tròn trong trạng thái 
tĩnh. Tại thời điểm đó hạt ở đỉnh của vòng đây tròn và có vận tốc øọ dọc theo 
trục r. Tìm vận tốc or, so với trục cô định, khi hạt đến đáy của vòng đây tròn. 
Hay đơn giản hóa lời giải trong giới hạn m/Aƒ — ( và Äf/m_ +0. 

(Columbia) 


Hình 2.21 
Lời giải: 
Sử dụng hệ toạ độ cô định như chỉ ra trên hình 2.21 và đặt toạ độ tảm 
vòng đây tròn là (z, ). Khi đó chất điểm mm có toạ độ 
(r † rsinØ,r + rcosØ) 


` ^ˆ ^ ` 
và vận tốc là 
(# + rÐcosØ,—r0sin 0). 
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Khi vòng dây tròn có momen quán tính Ä⁄r, hệ có động năng 


;\ 2 
T= ˆ rh\ Z7 +r?82 + 2r+8 cos 6) + ÈM22 + Mr? [Š 
2 2 2 r 
và thê năng 
V = mạ(r£ +rcos0). 
Do đó hàm Lagrange là 


lÌ : : 
L=T-V=Mi?+ 2m(4° +r?82 + 2r#0 cosØ) — mạr(1 + cos 8) . 


Do ØL/ôz = 0, phương trình Lagrange cho 
(2M + rn)‡ + mrÔ cos 9 = hằng số , (1) 


Tại ‡ = 0, rn ỏ đỉnh vòng dây tròn, # = 0, Ø9 = 0, rổ = øạọ, cho giả trị của hằng 
số là ruạ. Khi m ở đáy vòng dây tròn, ô = r, vận tốc của chất điểm là 


0; =‡ +rÔcoOS1r = ẩ ~ rỒ, 
và phương trình (1) trở thành 
2ÀZ + mnur = Tnuọ . 
Năng lượng toàn phân được bảo toàn để giữa hai điểm ta có 


1 1 
Mã? + sm17 = a mộ + 2mgr . 


Khử z giữa hai phương trình cuỗi cùng cho ta 
(2M + m)Uƒ — 2muoeur — |(2M - m)uậ + 8Mgr] =0. 
Lời giải là 
_ Tnuo + 2V MĐuậ + 2(2MI + m.)Mạr 


2M +m 


Trong giới hạn m/M ¬ 0, u; + Vậ + 4gr. Dấu âm phải được chọn dỗi với 
À4 > mm, # nhỏ và u; > —r8. Trong giới hạn Ä⁄/m — Ö, 0u¿ — 0o. 
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(a) Một hạt trượt bên trong một paraboloit tròn xoay nhẫn, thẳng đứng 
r? = az. Hãy chứng minh rằng lực có ràng buộc có độ lớn = hằng số 


Sa 
ụ + m2) ?. Hướng của lực đó như thế nào? 
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(b) Hạt khôi lượng m bị tác dụng bởi lực mà thê của nó là V(z). 


(1) Hãy thiết lập hàm lLagrange trong hệ toạ độ câu quay xung quanh trục 
z với vận tộc góc s¿, 


(2) Hãy chứng minh rằng hàm Lagrange có cùng đạng như trong hệ toạ độ 
cô định cộng với thế phụ thuộc vận tốc 7 (nó cho lực ly tâm và lực Coriolis). 


(3) Hãy tính từ các thành phẩn lực ly tâm và lực Coriolis theo 
hướngVyuyên tâm (r) và hướng phương vị (ø). 
(Wisconsin ) 


Hình 2.22 
LỚI giải: 


(a) Sử dụng toạ độ trụ (r. ¿,z) như chỉ ra ở hình 2.22. Trong hệ toạ độ 
Descartes hạt khói lượng m, có toạ độ 


(T cOS 2, ?' SỈ g2, Z) , 


^ £ 
vận tòc 
(r cos  — rv¿¿sin 2,7 sin @ + rựcos ý, ¿} , 


và do đó ham Lagrange 
TP "mẻ... 
L=£—YV = smữ + Tứ” + ¿”) — mg. 
Phương trình ràng buộc là 


ƒ(r,ø,z) = —r” +az = 0U, 


hay 
=2rdr + udz = 0). 
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Các phương trình Lagrange 
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ở đây Q, là các lực ràng buộc suy rộng khi đó với sự sử dụng nhân tử không 


xác định Lagrange À, cho ta 


m — rnr@ˆ = —2rÀ , 
m.z + ng = qÀ , 


mz?2¿= hằng số = J, chẳng hạn. 
` ` ^ 2 
Phương trình ràng buộc z = — cho 


.— 2rŸ ¬--..... 
Z = ——;, Z 
a q qa 
Sử dụng các phương trình (3) và (4) ta viết lại năng lượng toàn phần 
l 
E= am +r2/ + ¿?) + mạqz , 


nó được bảo toàn, do 


và phương trình (2) như 


—(Ðrf + 2ƒ?) + mg = dÀ . 


Khi sử dụng các phương trinh (1) và (3), nó trở thành 
4r 2m†2 2J? 
aÀ|l+-r Ì= + rng + ———~. 
a a Tnra 


Biểu thức (5) khi đó giản ước nó đến 





4E J2 NHƯ: 4r2\ 7 
TC GA Q0 luj cuÊR = hằng số - [1+ ~> 
a2 mai Ơ a2 a2- 


Lực ràng buộc như vậy là 


f = —-2rÀ©; + aÀe; , 


() 
(2) 
(3) 


(4) 


@) 
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nó có độ lớn 


Ị 4r2 
ƒ =aÀU1+-> 


tš  - 4r? ; 
= hãngs0 :|1+ › : 


Lực này trong mặt phẳng rz và vuông góc với bề mặt trong của paraboloit tròn 
xoay. (Nó tạo góc arctg(_ a/2r) với trục r trong khi độ nghiêng của parabon 
là 2r/a). 


kr 







rsin8B5“ớ 


ryinB8Ệ€ 


Hinh 2.23 


(b) Như chỉ ra ở hình 2.23, trong toa độ câu (r,Ø, ¿}) dịch chuyển vô cùng 
bé của hạt có thể được giải như sau 


ðr = (ðr.röØ, rô sin 0), 


` ^ K ¬ , 
và vận tóc của nö như 


.=,= (,rổ. r¿sn 8). 


(1) Giả thiết hệ toa độ quay với vận tóc góc «¡ xung quanh trục z. Khi đó 
vận tốc của hạt đối với hệ tọa độ cô định 


v =#+uXt, 
do đó động năng của hạt là 


1 : | 
ý ( — Xa L2f‹ œ x r+ (u x r) |: 
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Dựa vào hệ tọa độ quay và sử dụng toạ độ câu ta có 
r = (r,0,0). 
œ = (0cosØ, —w sin 8,0), 
xế = (0,0,u27 sìn Ø) , 
2f -d xr = 2ur2¿sìn?đ, 
(u x r)? = u r?sin” 6 
f2? =7? +r?Ø? + r?¿?sin? 9. 
Từ đó 
t=T-V 
1 ` ‹ « h ' « 
= gm(7° +r?8? + r?¿ sin? Ø + 2ur?¿ sin? 6 + Ÿr?sin? 8) — V(r). 
Lưu ý rằng đó là hàm Lagrange của hạt di với hệ tọa độ cô định, nó được sử 
dụng trong các phương trình Lagrange, khi sử dụng toạ độ dựa vào hệ tọa độ 
quay. 
(2) Hàm Lagrange có thể viết như sau 
H - : 
L= ạ mŸ +r?9? + r?¿?sin? Ø8) — U — V 
VỚI : 
Ù =— a m(2uur “2 sin? Ø + „ˆ?rˆ sin?Ø) . 
Như vậy L có dạng của hàm Lagrange mà hạt phải có nêu hệ toạ độ được 


tham chiếu là có định và hạt có thê + V, có nghĩa là cộng thêm với thế phụ 
thuộc vận tốc U. 


(3) Viết hàm Lagransge như sau 
LÙ=T-ÝU-V=LI—-U, 
ỏ đây 
ý Ẻ 2m(r? +r?82 + r?¿2 sìn? 0), 
L=T-V 


là động năng và hàm Lagrange hạt phải có nếu hệ toạ độ được tham chiều la 
cô định. Phương trình Lagrange 


2 (62) „8E ~ụ 
đt \ 0Ø; Ôạ - 
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có thể viết như sau 

d(/60LÀ_ 6U _ d(ôU _ ðU _ œ 

đt \ Đà, Ôạ — đt \ Ôặi Ög  Ý°' 


@/ là các lực suy rộng phải được đưa ra do yêu tô là hệ tọa độ được quy chiều 
là hệ tọa độ quay. Lẫy đạo hàm Ù ta có 








Q¿ = 2mursin” 9 + mưˆr sìn? 6, 


2 


Qạ = 2mur 2ð sin Ö cos Ø + na r? sỉn Ø cos 


Q„ = —2mr# sin° 9 — 2mu»r?ð sìn Ø cos 9. 
Các thành phân suy rộng Q” của lực E” được định nghĩa bởi 
F'‹ðr= Qiốd;, 
3 
có nghĩa là 
trổr + FạrôØ + Eạr sìn Đo = Qryỗr + Qaô0 + Quỗu. 
Do đó 


F, = Q7 — 2mur¿sìn? Ð + mưŸr sin? 6, 





/ 
Fạ = So = 2m¿ro¿sìn Ø cos Ø + mnu2ˆr sìn 8 cos 6 , 
LẠ 
Q/ | : 
2 = — ¬ = —2m,† sin 0 — 2muurÔ cos Ð 
r sinổ 


là các thành phân của lực ly tâm và lực Coriolis trong hướng e;, eạ, e¿. Lưu ý 
rằng các sô hạng phụ thuộc vận tốc là do lực Coriolis gây ra trong khi các số 
hạng còn lại do lực ly tâm. 


2. CÁC DAO ĐỘNG NHỎ (2028 -2067) 


2028 
Một khôi A⁄ bị buộc phải trượt không ma sát trên đường trượt 4P như ở 
hình 2.24. Khôi lượng m được nỗi với M bởi một dây không dãn không khối 
lượng. (Thực hiện gần đúng góc nhỏ). 
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__ —=——- —-———— _  ———=—=—— ` —_ ——————_—————— ' —_  ————————- . ——————————— 


(a) Hãy việt hàm Lagrange đôi với hệ này. 

(b) Hãy tìm toa độ chuẩn tắc (và mô tả chúng). 

(e) Hãy tìm các biểu thức cho toa độ chuẩn tắc như hàm của thời gian. 
(Wbconsin ) 





Hình 2.24 


LỜI giải: 
(a) Sử dụng toạ độ như ỏ hình 2.24. Aƒ và rn tương ứng có toạ độ 
(z,0), (r ‡ bsinØ,—bcosØ). 
Hàm Lagrange của hệ khi đó là 


k.=—?'- #= 2M22 + s2 + b?8? + 3bz0 cos 0) + mạbcos 8, 


(b) Đối với các đao động nhỏ, Ø và 9 là những đại lượng nhỏ và ta có hàm 
Lagrange gần đúng 


1 `: % 1L. 
1= 2 M42 + am( + b“Ø* + 2bz0) + mgb Ệ — 207) | 
Các phương trình Lagrange 
đ ll) öL — 0 
dt \Ờá, 4; s 


khi đỏ cho (ra + ÄMf)‡ + rabÖ = C, một hằng số, # + bổ + g0 = 0. 
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Trong biểu thức ở trên, phương trình thứ nhất có thể viết như sau 
(mm + X1)? = C (1) 
bằng việc đặt 


mmb8 
mm. + MỊ- 





1 —=7 + 


Do (n + M)# + rabð = 0, phương trình thứ hai có thể viết như sau 





+ g =0. (2) 


Hai phương trình chuyển động mới bầy giờ không phụ thuộc vào nhau. Do 
đó su và Ø là các toa độ chuẩn tắc của hệ. Khôi tâm của hệ nằm tại khoảng cách 
¬ —m từ M đọc theo đây. Do đó +; là toạ độ z của khối tâm. Phương trình Œ) 
chứng minh rằng chuyển động ngang của khối tâm là đều. Toạ độ chuẩn tắc 
kia 9, là góc đây tạo với phương thẳng đứng. 

(c) Phương trình (1) có nghiệm 


Œt 
=1.) 
7 màM ` 


và phương trinh (2) có nghiệm 
8 = Acos(u‡ + B), 
ỏ đầy 
(m + Mĩ)g 
Mb 


`. 4 Ầ 7 ° ^ 5 5 ˆ ` ` , * £ 
là tân số góc của đao động nho của dây và 4, 8, Œ, Ð là các hăng sỐ. 


2029 
Một con lắc đơn giản đuợc gắn vào một cái giá, giá được truyền động theo 
chiều ngang cùng với thời gian như hình 2.25. 
(a) Hãy thiết lập hàm Lagrange đổi với hệ theo các toạ độ suy rộng 6 Và g, 


Ỏ dây Ø là dịch chuyển góc từ cân bằng và g(¿) là vị trí năm neang của giá treo 
con lắc. 


(b) Hãy tìm phương trình chuyển động dỗi với 0. 
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(c) Với dịch chuyển góc nhỏ và chuyển động hình sin của giá đõ. 
1 — 1ọ COS(U†) . 


Hãy tìm nghiệm ở trạng thải đừng cho phương trình chuyển động. 
(Wisconsin ) 





Hình 2.25 


Lời giải: 
(a) Khôi mm có toạ độ 
(a + Èsin Ø, —Ï cos 8) 
Và vận tốc | | 
(ú; + 1Ø cos 0, l0 sìn 6) 
Do đó hàm Lagrange là 


bai svWe 2 (2 + ĐŠ? + 2lụyÕ cos 0) + mại cos 6. 


(b) Phương trình Lagrange 
4 (ÔEÀ _ ðE _a 
dt \ ô6 ô0 - 


lồ + ÿ„ cos 8 + gsin 0 = 0. 


cho 


(€) VỚI 1; = 0o cos(#) và 9 nhỏ, phương trình trên giản ước thành 


Ô + u20 = Thư cos(œ†) 
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VỚI Up == J$: Một nghiệm riêng nhận được bằng việc đặt 0 = Acos(›f). Sự 
thay thê cho ta 
Á= __Mo- 
Huệ — e5) 


Nghiệm tổng quát khi đó là 


2 
q2“ COS(UẺ 
_ #0 Ê thà bán, + Acos(,of) + Bsìin(uof) . 





Cộng hưởng sẽ xảy ra nêu «›ụ ~ œ. Chừng nào u; #Z uọ, chuyển động của hệ là 
chuyển động dừng. 


2030 

Một hình trụ rắn dỗng chất bán kính r và khối zn lăn không trượt trên mặt 
trong của một hình trụ lớn hơn bản kính R# đứng yên như ở hình 2.26. 

(a) Nếu trụ nhỏ bắt đầu chuyển động từ trạng thái nghỉ từ một góc đọ so 
với phương thẳng đứng, tính lực tổng cộng hưởng xuống nó tác dụng lên trụ 
ngoài khi nó đi qua điểm thấp nhâầt? 

(b) Hãy xác định phương trình chuyển động của trụ bên trong, có sử dụng 
các phương pháp Lagrange. 

(c) Hãy tìm chu kì của các dao động nhỏ xung quanh vị trí cân bằng bên, 

(WIsconsin ) 





Hình 2.26 
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Lời giải: 
Lây toa độ như ở hình 2.26. Tâm khôi của trụ lăn có toạ độ 
((R — r)sinØ, —-(R - r) cos Ø) 
`. 
và vận tôc 
((R — r)0 cos 6, (T — r)0 sin 0). 


Hình trụ có momen quán tính 3m? và điều kiện của lăn không trượt có nghĩa 
là 
(R—r)0 = rụ. 


(a) Ban đầu ô = 0 tại Ø = Øạ. Giả thiết rằng trụ có vận tốc 0 khi lăn qua 
điểm thập nhất Ø = 0. Bảo toàn năng lượng toàn phần 7 + V cho ta 


l [... 4: 
a mv7 + 2mr”äŸ — mng(] — r) = —rng(R - r) cos Öạ , 


Hay, với rò = (R—r)0,ù =(R— r)9, 
s4 
Tnu” = at — r)(1— cosØp)mg . 
Lực đo trụ nhỏ tác dụng lên trụ ngoài khi nó đi qua điểm thấp nhất là hướng 


theo phương thẳng đứng và có giá trị 


7nÐ2 


(R~—r) 





ng + m(R — r)? = mẹ + 
4 
= 7q + su — COS 8g)mg 
1 
= gmag(7 — 4cosổg) . 
(b) Ham Lagrange của trụ là 
1 - 
hUL=T—-V-= ›m(R — r)?0? + _mr2¿? + mg( R - r) cos 8 
3 n 
= am(l — r)”8? + ng(1]‡ — r) cos 8. 


Phương trinh Lagrange 
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SUY r4 





ð+ (gẺy)sn@=0. 


- 


(c) Với dao động nhỏ xung quanh vị trí cân bằng Ø = 0, phương trình 
chuyển động giản ước thành 


`. g 
=l ——- |9=°0. 
6+ (gÊz) 


Nó có đạng phương trình cho chuyển động điều hòa đơn giản. Do đó cân bằng 
là bến và có chu kì 


2031 


Một hạt khôi lượng rn bị buộc chuyển động trên một vòng tròn bán kính ö. 
Vòng quay với vận tộc góc không đổi ¿› quanh một trục trùng với đường kính 
CÚa vòng. 

(a) Hãy thiết lập hàm Lagrange và rút ra các phương trình chuyển động 
của hạt. 

(b) Hãy tìm vận tốc góc tới hạn O mà dưới nó đáy của vòng là vị trí cân 
bằng bên với đỗi với hạt. 

(c) Tìm vị trí cần bằng bên đối với œ > 9. 

(W¡isconsin ) 
Lời giải: 

(a) Sử dụng hệ tọa độ quay gắn với vòng như ở hình 2.27. Khôi rn có 
toạ độ (bsìn 9, b cos Ø) và vận tốc (bổ cos 0, — bổ sin 8) quy chiêu về tọa độ quay. 
Ngoài thê m.gồ cos 8 do trọng trực gây ra, thế do lực ly tâm tưởng tượng gảy ra 
nuzœ2 phải được đưa vào. Vì 


ta có thể lây 
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Hình 2.27 


Do đó ï 
}L=T7T-Ù-V= 2/n0Ý (0° + 0 sin” 9) — rngb cos 0. 


#4“ (SL\_ ÊÈ —o 
dt \ 6ô 89 - 


bổ ~ bú? sin Ö cos Ô — gsìn Ø8 = 0. 


Phương trình Lagrange 


khi đó cho ta 
(b) Tại đáy của vòng dây, 9 = mx. Đặt ô = z + øơ, ỏ đó ø là đại lượng nhỏ. 
Do 


sin Ở = sin(7r + œ) = —sinœ # —ơ, 


cos Ủ = cos(T + œ) = — co§S œ # —], 
phương trình chuyển động trỏ thành 


ä+(JT—?)a=0. 


^? ^ Ề In ừ ~ ` Ẻ.^  ^ v ` À ^ Ầ 
Để ø đao động quanh vị trí cân bằng, nghĩa là để cân bằng là bến, ta yêu câu 


TP >0, nehia là 2< VỆ: 


Do đó để có cân bằng bến, ¿› phải nhỏ hơn tần số góc tới hạn Q = V1 : 
(c) Tại cân bằng, Ø = 0 và phương trình chuyển động trỏ thành 
b2 sin Ø cos Ø + gsìn Ø = 0. 


35-B6TÁLB CƠ HỌC 
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Khi xét trường hợp 6 = 0 trong (b), ta có thể lẫy sìn 0 # 0 và như vậy phương 


trình trên cho ta : 


CO8 D0 = — 2 
đôi với vị trí cân bằng khác. | 
Để thử độ ổn định của cân bằng này, đặt Ø — 9 — Øạ, ở đây đ là một đại 
lượng nhỏ. Do _ 
sin Ø = sin(Øạ + đ)  sỉn Øg + đ cos đg , 
cos 8 = cos(Øop + đ)  cosØg — Øđsỉin Ốp , 
Phương trình chuyển động trở thành 
bÖ — bưu? sản Øg cos Øg — bà2(cos? Øạ — sin2 8g) — gsin ổạ — g cos đg = 0, 
nghĩa là 
8— ằœ2(2 cos? đa — 1)Ø — _Ö cos đụ =U: 


hay, sử dụng giả trị của cos 6p, 


h 2 


Do đó cân bằng là bền bởi vì khi ¿ > 9, 1 — gƒP; >0. 


2032 


Xét chuyển động dọc của một hệ gồm các khôi chất và lò xo như ở hình 
2.28, với M > mm. 

(a) Tân số kiểu dao động chuẩn tắc của hệ là bao nhiêu? 

(b) Nếu khối chất bên trái nhận được một xung ?› tại ‡ = 0, hãy tìm 
chuyển động của khôi chất bên trái như hàm của thời gian. 

(c) Hoặc ]à nêu khôi chất ở giữa đường truyền động một cách hài hòa tại 
tân sỐ œạ = 2J£ , thì nó sẽ chuyển động cùng hay lệch pha với chuyển động 
dẫn động? Giải thích. 

(WItsconsin ) 
Lời giải: 

(a) Đặt z¡, za, zs là dịch chuyển của ba khôi chât, tính từ trái, khỏi vị trí 
cân băng của chúng. Hàm Lagrange của hệ là 
] 
2 


m1... 
L=T-~V=gMii+ sm#) + „M33 — 2k(z¿ — zì)” — kí — 3)”. 


). 2 
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M m „ 
®@ —+t4ãt 14V —®s>——t(010 0119 — 9 
L k 
Hình 2.28 


Các phương trình Lagrange 
d () — g1 - 0 
Ùụi - 


dt \ Độ, 
khi dö cho 
ÄAƒfT + F(74+—1+z)=Ô0, 
m3+ + Kk(œạ - r¡) + k{r¿ — ra) =0, 
AMlTx † k(T¬ —#„])=0. 
Thử nghiệm kiểu 
hạ = +ụe"t ` 
Sự thay thê cho ta 
: =U, 


(k— + Al)to — k7an 
—krya + (2k — “1m )ran — k1aa = DÖ, 
—kz¿a+ (k— 2M )z3a = D. 


(1) 


(2) 


h `" # ˆ +; L + + % ^ ^ : La ˆ 
Đề có nghiệm trong đó không phải tất ca các biển độ dđêu triệt tiêu, ta cần 


Ík - A7 —k 0 | 
xổ 2k — 1n — —=ŸÙ, 
0 —k k— „2 Mf| 
nó có các nghiệm 
fk Ík 2M 
(10, +\/—a: + 1+ —].. 
Àí \ Trì m 
Từ hệ có ba tân sô (góc) kiểu đao động chuẩn tắc 
[k lk /, „2M 
— '  ccc 7? : Ị , — 
si Ã K ly SP Ụ mm \ mì 
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(b) Với ¿› = ¿¡, phương trình (2) cho ta 
#10 = #20 = 740, hay TI=7T2=13. 
Các phương trình (1) khi đó cho ta 
Tì+ạ =Z2=—= z4 = at + b, 


ở đây ø, b là các hằng số, cho thây rằng trong kiểu chuyển động này, ba khôi 
chât tham gia chuyển động tịnh tiễn như một vật rắn mà không dao động. 
VỚI œ = /2, phương trình (2) cho ta 


za¿=ÔÐ, T3 = —1! y 
và phương trình (1) cho ta 
#i +u2Tm = Ô, +3 + 2z =0. 

Các nghiệm khi đó là 

#¡ = Asin(us£) + Ö cos(u2‡) , 

Tạ — 0 9 

+3 —— TT). 
Trong kiểu chuyển động này khôi chất ở giữa vẫn đứng yên trong khi hai khối - 
chất ở hai đâu dao động điều hòa đúng lệch pha với nhau. 

VỚi ằ = ứ¬, ta có, một cách tương tự 


+ = Csin(ua£) + Dcos(u2£) , 
x 2Mĩz\ 


2= $ 


†n 
3 ^—=21]. 


Ở đây hai khối chất ngoài dao động với cùng biên độ và pha, trong khi một 
khôi chất bên trong đao động lệch pha với một biên độ khác. 

Chuyển động dọc tổng quát của hệ là một tổ hợp tuyến tính nào đó của 
các kiểu chuyển động chuẩn tắc 


# = ga + b+ Asin(us‡) + B cos(u¿È‡) + C sin(œ3‡) + D cos(ua£) , 


2M 
Z2 =ut+b— = sin(œs‡) + D cos(uz£)|, 


Z3 = g‡ +b— Asin(u2£f) — B cos(us£) + C sin(ua£) + D cos(uaf) , 
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F vÀ À ˆ 
Điều kiện ban đâu tại t = 0, 





l2 
#i=ð”: =1: =ỦÙ, ì =—, #ạ = Tạ=0 
7n 
khi đó cho ta 
a fb 
rạn + 2M ` 
h 
A= : 
2u 
Pnm 
C=—— 
2Mừn + 2M)a 
b=B=]-=0. 


Do đó chuyển động của khối chất bên trái được cho bởi 


ỉ bã sin(œ2‡) 7m sin(4a£) 
m+-2M CC 2Mu;y  2M(m + 2M). 





T¡ạ =?h 


(c) Giả thiết khói chất ở giữa có chuyển động được cho bởi 
Z¿ = Z2o sin(œoÈ). 
Phương trình đầu của (1) bây giờ trở thành 
T?ị + (U21 = (2220 sin(aoŸ‡) . 


Trong trạng thái dừng z¡ chuyển động với cùng tần số như chuyển động dẫn 
động 
Zt = 71osm(0£) . 


Sự thay thể vào phương trình trên cho ta 


W8 —^5—^ | T2o 5ì1tŒ ———=r.- | Z30 S1{0) Š 
| 2 2 +20 0 M 20 0 


Vì mm — 4M < 0, khối chất bên trái sẽ chuyển động lệch pha với chuyển động 
dần động. 


2033 
Hai con lắc cùng chiều dài / và cùng khối lượng rn được ghép đôi bởi một 
lò xo không khôi lượng với hằng số k như chỉ ra ở hình 2.29, Chiểu đài không 
dãn của lò xo là bằng khoảng cách giữa hai điểm treo. 
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(a) Hãy thiết lập hàm Lagrange chính xác theo các toạ độ và vận tốc suy 
rộng thích hợp. 


(b) llãy tim toa độ và tắn số chuẩn tắc của các dao động nhỏ quanh vị trí 
cản băng, 


(c) Giả thiệt rằng ban đâu hai khỏi chất ở trạng thái nghỉ. Một lực xung 
tạo nên vận tốc ngang + hướng về phía phải sang khôi chất ở bên trái. Tìm 
chuyển động của hệ theo các toạ độ chuẩn tắc. 


(Wtsconsrm ) 
Lời giải: 

(a) Giả sử các khôi chất bị buộc chuyển động trong mặt phãng thăng dứng. 
Đặt khoảng cách giữa hai điểm treo là d, chúng cũng là chiều đài không dãn 
của lò xo, và sử dụng toạ độ Descartes như ở hình 2.29. Các khỏi chât có toạ 
độ 

(sin Ø. —Ícos 8), (d + tsìn 8s, —l cos 82] 


và các vận tộc tương ứng 
(lỦy cos 8ị, lổi sìn } tIÔ, cos ạ, IÉ §Ìn 8ạ}. 
Chiêu đài của lò xo là khoảng cách giữa hai khói chât 


VÁ(đ + sim; — [sini)2 t (cosØy  lcos0;)?, 





Hình 2.29 
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Do đỏ hàm Lagrange của hệ là 


ba .. 
Le i -V= am 2(0 + Ø2) + mgl(cos Ổy + cos Ø) 


ï 2 
_?* ( d2 + 2d!(sin 0a — sin Øị) + 212 — 22 cos(0y — Øị) — 3) 


(b) Do 
ðL 
ô6: 
= mại sìn 0y = È ( d2 + 2di(sìn ổa — sìn 6)) + 2I2 — 212 cos(0; — Øị) — d) 


: đÏ cos Ø+ + l2 sin(8ạ — 6t) 
d2 + 2dI(sin 0s — sìn 0y) + 2I2 — 2ï2 cos(0a — 6) 


d — 6 
~ mglô\ — kÌ | VỀ + 9418; — Ø\) — dÌ x _ d1+@ -6) _ 


đ2 + 2dI(0ạ — 6\) 


>> rmmgl0\ — kỉ h — = |đ + 1{9; — Ø:)| 


/ 231(02—đạ 
l+ 265 SU 


 rngÌ0\ — kỉ 51 |d + 1(0¿ — Ø\)] 


~ mgl6y — kÌ?(6; — 61), 


bỏ qua các số hạng có 6. 0; bậc hai và bậc cao hơn, chúng là những đại lượng 
nhỏ. Tương tự 
ôL 


x. mgiØa + kÌ2(6¿ — 6ì) . 


Như vậy các phương trình chuyển động đôi với đao động nhỏ là 


Ổn ] }= = 0; 
8 k(Ós — 

yyP TC” Lạng 
Ì Tn. 
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và phương trình trên cho ta 


Những điều trên chỉ ra rằng ø và £ là các toạ độ chuẩn tắc với các tân số (góc) 


chuẩn tắc tương ứng 
ị 2k 
bÉ) {2= V$ (J2 — : TT = 
ỉ Ì — 1m 


(c) Nghiệm của phương trình chuyển động trong toạ độ chuẩn tắc là 
„ọ = Acos(œ1‡) + Bsin(6if) , 
£ = Ccos(u2‡) + Dsin(u¿f) . 


Tại # = 0, 0 = 8; = 0, cho r; = £ = 0; và ổi = †, ổạ = 0, cho ? = £ = ÿ. Như 
Vậy 





U Đ 
A = — = “——= ——— 
X. 2lun, 2l ` 
và 
— 0Sin(,Ÿ) c= 0 sin(u2Ÿ) 
MT nưn j. 


cho chuyển động của hệ theo toạ độ chuẩn tắc. 


2034 
Bốn khối chất như nhau được nôi bởi bốn lò xo như nhau và bị buộc chuyển 
động theo vòng tròn không ma sát bán kính b như ở hình 2.30. 
(a) Có bao nhiêu kiểu chuẩn tắc của các dao động nhỏ? 
(b) Tân số của các dao động nhỏ là bao nhiêu? 
(Wisconsrn ) 
Lời giải: 
_ (a) Lây các chiều đài của cung sạ, s¿, sạ, và s¿ của bốn khôi chất từ các vị 
trí cân bằng ban đầu của chúng như các toạ độ suy rộng. Động năng của hệ là 


lL. cvớn KP KP. 
T= pm(äi + ág + đã + đã). 
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linh 2.30 


Vì các lò xo là như nhau, tại vị trí cản bằng bốn khỏi chất được định vị một 

cách đổi xứng trên vòng tròn, có nghĩa là cung giữa hai khối chất lân cận, 

thứ n và (n + 1), ), trương một gỏc 5 tại tâm. Khi các khói chất lân cận dịch 
- kẻ. . # ˆ * ` Ấ + “ ~ ~ ˆ b. 

chuyền khỏi vị trí cần băng, lò xo nỗi chúng sẽ dãn ra một đoạn băng 





-ồò 11 4ä 8 HI „TT ] 
2bsin | ( ` — T = 3)| — 2bsm :: = 78(8n+I mm... 


£ * #.+ # ~ " M Ầ * + ` * 
đỗi với các dao động nho mà đồi chứng s„, là nhỏ. 


Như vậy thê năng là 


ÝŸ = 


2 n > 3 
(91 + $3 + 84 + 33 — #162 — 82$3 — 9344 - S481) : 


th12i ®> 


“ , Ấ ˆ ` ` ˆ + l4 .. ˆ - PL 
Hệ có bốn bậc tự do và vì vậy có bồn kiều dao động chuẩn tắc. 
(b) Các ma trận ?' và V là 


mnđ 0 0 0 k =§ ụ —Š 
k k 
F= 0 mẻ D Ũ v-| 5 k —5 0 
0 0 7m 0 0 -š k -l]| 
0 0 0 m -$ 0 - 


k— mưu -Š 0 =5 
k k- `- k 
2) —5 — m¿ =ã n 
| —-ư SÊU s Ñ _k k | 2a 1". -= kh, 
Š TW, 2 
_ () " k — tư? 


;———. 


+ + ^ ® / * '14- ¿ £ , 3 , ˆ * ` 
nö có bôn nghiệm I0, V _ vn Vì vậy tân sö góc của các dao động nhỏ là 
8 
k n / 2k 
tia và Việc: 
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Một con lắc đơn dài 1/ và khôi lượng ðn được treo vào một con lắc đơn khác 
đài 3 và khoi lượng 0ä. Có thể làm cho hệ này thực hiện các dao động nhỏ 
quanh vị trí cân bằng sao cho một điểm trên con läc dưới không dịch chuyển 
ngang. Xác định điểm đỏ. 

(Wtsconsin ) 
LỠI giải: 
Sử dụng toạ độ Deseartes như hinh 2.31. Các khối chất trên và dưới có các 
toa đỏ 
nỗ RÌN É), — 3 cos 1}, 
cẢ xLÉh Ð sim à, —cMcosf: — 1U cos f1¿] 
và vận tốc 
(3101 co» Ôi. điểy sim Øị), 
(310) tòs ØN ‡: 110a củs 2, 3Ø sin Ôi + 182 qỉn @;). 





Hình 2.31 


làm Lagranee của hệ khi đó là 
WxTf# <f< gm|18t8 ~ 16!°0š + 2412818; cos(Øị — Øa)] 


Lng(BÌ cũủs Ủy + 4Leos 8ạ). 


“—--— .——.——————---¬-—  —_—___--ằỒẦĂằ-..gỐCỐẶếẾÊỀẼỀỒỒ TC 7 —-y'm..mA_.—. 


đd (0L ðL - : 
đt \ÔNh Ôqg; - 


3ổ) + 2Ø; cos(6 — 0) + 26 sin(6 — Ø;) + 


Các phương trình Lagrange 





cho ta 
gsmØy 


Ỉ 
hay, chỉ giữ các sô hạng bậc một đói với dao động nhỏ 


Ó : 0 
3ối + 2ð; + TT" =0, 


và, tương tự, 
+2 ⁄ì g9; 
đổi + 4a + TC =0, 


Thử ớ = Øioe*“t, 0; = Øsoe'“°!, Các phương trình trên cho ta 








có các nghiệm 


g Jg 
=+uiŠ. 7 +ui‡, 
Bể Vï 6i 


, , - ^ Á k .- ˆ ^? Xa * + 
Do đó có hai tân sô của kiêu dao động chuẩn tắc. Với 


J1 = V† 0zo= 6o hay Øạ = —ÔN; 


VỚI ¬ 
R) ỏ 
LJ) — vắ: Ôạo = 2010 hay Ø; = 20 | 
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Các dao động tổng quát là tổ hợp tuyên tính hai kiểu dao động chuẩn tắc. 
Một điểm trên con lắc dưới ở khoảng cách £ từ khối chát trên có toạ độ z 


` z ” - ` , ` À ^ l4 
là 3 sin đị + £sin 0 và do đó thành phân + của vận tốc 


+ = 3iổi cos Øy + £8› cos Ø› + 3iÓy + cô; 
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Để điểm đỏ không có dịch chuyển ngang, # = 0. Với kiểu dao động «\, Ö¿ = 
—8y, điều này đòi hỏi 

(3l - £)Øạ — 0. hay c=3l. 


Với kiểu dao động ¿+¿, ổ; = jỐI, ‡ = 0 có thể đòi hỏi 


s(r+2)ái =0, 


Vì £ là dương điều đó không có khả năng trừ phi ổ, = 0, có nghĩa là không 
có chuyển động. Vì thế khi hệ chịu các dao động nhỏ với tần số góc M‡. thi 
một điểm trên con lắc dưới ở khoảng cách 3/ từ khối chất trên không có địch 
chuyển ngang. 
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(a) Hãy tìm các phương trình chuyển động Lagrange đôi với dao động tử 
kép đổng phẳng như ở hình 2.32 trong giới hạn dao động nhỏ, giả sử các 
thanh nói hay các dây không có khối lượng. Từ đó tìm các tần số chuẩn tắc 
của hệ. 





Hình 2.32 


(b) Bây giờ xét một con lắc đơn khói lượng m, cũng trong giới hạn đao 
động nhỏ. Giả thiết rằng dây đài ! bị làm ngắn lại rât chậm (bằng cách rút nó 
qua một lỗ không ma sát trên giá treo như ở hình 2.33), để phần thay đổi trên 
¡ trong một chu kì là nhỏ. Hỏi biên độ đao động của +: thay đổi theo ¡ như thê 
nào? 

(Wisconstr ) 
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Hình 2.33 


Lời giải: 
(a) Toạ độ của zmị, ma là 


(h simf, —l¡ cosfy) . 
(HgimHfy † lạsina, —Ù) cos Ôi — lạ cos Ø)) 


và vận tốc của chúng tương ứng lả 


(Hi cosØy, hổi sin 4), 


(Hy cosØt + lạØạ cos Öa, Út sín Ổy + laổa sin 8a) 
Hàm Lagrange của hệ khi đỏ là 
LT—- V = 2m|f‡ + 1202 + 2IlaØtØ; cos(0) - 0a)] 
+ mg cos fị + rrug(lị cosØ + bạ cos 0a) 


| Si „ 'Ï . ` 
= sữm + rra¿)lŸ Đ{ ‡ 2'ma(t20 + 2Hla0t0) 


02 0 
+ mì + rn¿)gÏ) ( 2) + mạgÌa { = 2) : 


Bỏ qua các số hạng bậc cao hơn hai ở các đại lượng nhỏ Ø¡, 0 trong giới hạn 
đao động nhỏ. Các phương trình Lagrange 


k ()- a0 
dt. \ Độ; Ôq - 
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khi đó cho 
+“ TTL2 L2 Ta g 
659 = =]| 0281050: 
bến Ín ng) 27 h 
` lực: 
0i}: 2039 05a: 
h hq 


Đặt 0; = Øtae*t, 8s = Øaoe*+t và nhận được phương trình đặc trưng 


8-2 —„ mại — 
h mì + m2) — 0 
T2) g—ta, : 


hay 


ÿn 4 2 b) 
———— \|ìyi — q(Ì | + =Ũ. 
Ề cm) biết? ø( Eh 2)” 9 


, Ẳ Ầ ^ cj LÃ z -ˆ.Èˆ k¿ ` ` 
Các tân sô chuẩn tặc ¿, ạ được cho bói các nghiệm của phương trình này 


‡ _ g 
Q2 2mtlla 


< |mì + m2)(l¿ + i2) + V(mị + mạ)2(hị + lạ)? — 4(m) + mạ)mahlà| 





(b) Như chỉ ra ỏ hình 2.33. Lực tác dụng lên m là sức căng ƒ trên đây và 
trọng lượng zø. Chúng tạo ra lực hướng tâm 


Ƒƒ - mẹgcos 8 = mr8?, 
Khi dây bị rút ngắn lại một đoạn đ+, công thực hiện bởi ƒ là 
dW =Ÿ-dr = — ƒfdr 
 —7ngởr + (gmø2 " mốt) đr 
= —-mgdr + dÈ:, 


trong đó d} là phẩn liên quan đến dao động, đôi với dao động góc nhỏ. Vì độ 
thay đổi r, chiều dài dây, nhỏ trong một chư kì, ta có thể lây trunø bình 


dE' = (gmaP — mớt đr, 
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Dao động cũng có thể được coi như dao động điều hòa đơn giản, có nghĩa là 


6 = Øocos(UÝ + ÿ} , 


trong đó u = V‡: Khi đó nêu 7 = ““ là chu kì ta có 
- 1 j7 IỆP 
. dt = ~Úã 

TỊ, 94 2 Xách 


¬3 . +Í „P.01 
=~ 8“dt = —> 0^dt = “82 , 
Tợn Jửa 


rnr82 = rngô6?. 


œ 


œ 
b2 
ị 


có nghĩa là 


Năng lượng của con lắc là 


] s4 1 tị 1 
2 nr”67 — Tngr cos Ö 2 —mngr + 2m20” + amgrd 
do đó ï  d 
E= 2 mr”0Ẻ + singr = mạrf83. 
Từ đó : 
đE = (šP = F) “ấ, 
P/ r 
hay = 
d — 7T 
E ? 


Lây tích phân ta có 


hay 
0ảr3 = hằng sô. 


g3 ve 6ï 1 
T- rầ 
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Một hạt nằm trong thê của một dao động tử điều hòa ba chiều đẳng hướng 
, Ẳ LÁ x ` ~- ` bì ^ˆ tì # , , “^ 
có tần sô góc riêng œ¡o. Hãy tìm tân số đao động của nó nêu nó được tích điện 


522 Bài tập & lời giải Cơ học 
và được tác dụng đồng thời bởi điện trường đều và từ trường đều. Hãy thảo 
luận kết quả trong giới hạn trường yếu và trường mạnh. 
(WIisconsin ) 
Lời giải: 
Giả sử rằng từ trường đều và điện trường dễu, B và E, là vuông góc với 
nhau và lây hướng của chúng tương ứng theo trục z và z. Khi đó 


3k=WxA,  Ei=-Vð, 
ta có thể lẫy thê vectơ và thê vô hướng như 
lÌ l : 
Ä= 2L Bui + Bzj)), ©$=_—-k+. 


Vì hạt là dao động tử điều hòa đẳng hướng với tần số góc riêng œo và có điện 
, 2 ˆ r4 -” "5 , ` 
tích e, chăng hạn, nên thê năng của nó là 


], ‹4 
V = Tmuộr” + eÖ ~ eF + A 


ở đây r = (z,, z) là độ chuyển rời của hạt từ gốc tọa độ, trong hệ đơn vị SI. 
Từ đó hàm Lagranse là 


k 


| 
¬ 
= 
Ỉ 
= 
h 
-+ 
qœ 
+ 
+ 
| 
ễ, 
vy 
+ 
tS 
ho 
-+- 
* 
X-- 


l 
+eEz + 2°D(-*2u +zÿ). 


Các phương trình Lagrange 


đf Ồ4, ỒN; 
khi đó cho ta 
Bụ k 
# + u02  . =0, 
7n, n 
3 
U +ưuậ + —— =0, 
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Phương trình cuỗi cùng chỉ ra rằng dao động theo hướng z xảy ra với tần số 
góc riêng uJọ. Khi đặt z = +” + xả hai phương trình đầu trở thành 





eBw 
#' Luật = =Ù; 
?m 
ecBz' 
ÿ + uậy + =0 
Tn 
Thử một nghiệm kiểu 
+ = F  ớI tỷ — B.etet 


và ta nhận được phương trình ma trận 


2 2 te BựU 
Cp —~ _—— A/ z 0 
ie Bu uUỆ . W} `. 


1 


Phương trình đặc trưng 








2 2 teBư 2 
KỤC nh ` ng xi Ð 243 eBu\“ _ 
ieBụ W  a.x. 8n. số 
LÍc _— Tn, 
m @§ — 
khi đó cho ta : 
r ©1130) 
“+ = ta.= Ú; 





nỏ có hai nghiệm dương 


Do đó ba tần số góc kiểu đao động chuẩn tắc là ¿ọ, œ¡ và œ_. Lưu ý rằng hai 
kiểu dao động cuối cùng được gây nên bởi chỉ một mình từ trường, trong khi 
mà điện trường chỉ sây nên địch chuyển :SŠ; _z đọc theo hưởng của nó. 


Đỗi với trường yêu, 3< u2ọ, ta CÓ 


cB ebB 
2m ` ¡ 2m, 





(+ — œ0 


3⁄8T4Lö CƠ HỌC 


524 Bài tập & lời giải Cơ học 


Ẫ« +. ` , 
Đôi với trường mạnh, $# >> „ọ, ta có 


¬-. v22 2N Ta t2 Lủ 2m uậ 
“tr am ` mm e2B2 











s— cB TruJỗ 
—Tn eB ›)Ọ 
1Ị eB .ecbB 1 2m®§ 
si ng m m c?Bˆ 
— TrILJ2 
—eB 
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Ba hạt khôi lượng bằng nhau zn„ chuyển động không ma sát trong một 
chiều. Hai trong các hạt được nồi mỗi hạt với hạt thứ ba bởi một lò xo không 
trọng lượng với hằng sô k. Hãy tìm các kiểu dao động chuẩn tắc và tân số 
tương ứng của chúng. 

(CGUSPE:A ) 


Lời giải: 
Đánh số các khôi chất từ bên trái như hình 2.34 và đặt z,za, za là dịch 


chuyển của các hạt tương ứng khỏi vị trí cân bằng của chúng. Hàm Lagrange 
của hệ là 


O BA ZADGIAZ6/C—-ÀAAA.AA.A14A72O 
n m m 
Hình 2.34 


.. l 
L=T~V= ;m(äi + #3 + 3) — ak|(đ¿— #i)Ÿ + (ạ — +z)”| - 


Các phương trình Lagrange 
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cho ta 


mz\ + k(z) — z3) =0, 
na + K(Zs — z\) + k(#a¿ — #3) =0, Œ) 
rm7a + k(za — z¿) =0. 


kI Ä .ˆ +. 
Thư một nghiệm kiều 
+1 — Ae*t. 12 — Be**t, 1ñ —= Ce*t 4 


ta có thể viết hệ phương trình trên như một phương trình ma trận 


k — mu” —k 0 A 
—k 2k — mu? —k |. =0. (2) 
0 —k k — nu? C 


Phương trình đặc trưng 


k — mu? —k 0 
=k — 2k-muˆ°  —k_ | = mưu?(k — mau ”)(mu¿2 — 3k) = 0 
0 —k k — mưu? 


có ba nghiệm không âm 


k 3k 
œ1 = Ô, (2 —= 1x —, J3 = , 
7n 7n 


Đó là các tần số góc kiểu đao động chuẩn tắc của hệ. Các kiểu đao động chuẩn 
tặc tương ưng là như sau 

(Œ) ơi =ÔÖ 

Phương trình (2) cho A = B = C và như vậy z¡ = +; = z3. Phương trình 
đầu từ (1) khi đó cho 





Tạ =0, hay z+=øf+b, 


trong đó ø, b là các hăng số. Do đó trong kiểu dao động này ba hạt tham gia 
chuyển động tính tiên đểu cùng nhau như một vật rắn và không xảy ra dao 
động. 


ŒỦ ¿2 = Và 
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Phương trình (2) cho Bö = 0, A = —C. Trong kiểu đao động này, hạt ở giữa 
giữ nguyên tĩnh tại trong khi các hạt bên ngoài dao động đôi xứng so với nó. 
Các dịch chuyển là 


+ = Ácos(u⁄2‡ + @), 
zạ=0, 
+3 = — ÁCosS(02£‡ + ÿ}) , 


øœ là một hằng SỐ. 


(0 ằœa = V/V Ÿ° 

Phương trình (2) cho B = —2A, Ở = A. Trong kiểu này hai hạt ngoài dao 
động cùng biên độ và pha trong khi hạt ở giữa dao động đúng lệch pha với 
biên độ gấp đôi so với hai hạt kia. Dịch chuyển là 


Tzì = Ácos(usf + @}) , 
72 = —2Acos(u4f + ÿ) , 
Z3 = Acos(œsŸ + ý) ¿ 


Ba kiểu dao động chuẩn tắc như chỉ ra ở hình 2.35. 


li} 4—— e — 
tia) >> <——e -_ 
Hình 2.35 
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Một tâm hình chữ nhật khôi lượng À⁄, dài ø rộng b được đõ ở mỗi góc của 
nó bằng một lò xo a với hằng số k như hình 2.36. Các lò xo được gắn sao 
cho chúng chỉ có thể chuyển động theo hướng thẳng đứng. Đôi với các biên 
độ nhỏ, hãy tìm các kiểu đao động chuẩn tắc và tần số của chúng. Hãy mô tả 
từng kiểu dao động. 

(ÚC, Berkeley ) 
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Hinh 2.36 Hình 2.37 


Lời giải: 

Sử dụng hệ toạ độ IDescartes với gốc là khôi tâm Œ của tâm khi tảm ở trong 
cân băng, trục z hướng thẳng đứng lên trên, các trục r và đọc theo các trục 
đổi xứng trong mặt phẳng tắm, và đặt góc quay quanh trục z và ¡ tương ứng 
là „›.Ø, như chỉ ra ở hình 2.37. Nêu z là toạ độ thẳng đứng của Œ, thì các toa 
độ thẳng đứng của bón góc là 


ZA =# 202 + „bổ 
sp —#— 8Ø — pbổ 
šp=z1 „d0 00. 
z£ zÍ  aø E206, 


£ * Â l ˆ " * 
Đối với các dao động góc nhỏ, 
# ^ 1*^ Ạ h - # “ ` ¬ ` ` 
Vị các toạ độ liên quan đến các vị trí cần bằng, nên hàm Lagrange là 


L1 =VÈ 


l | 5M... 
AI¿? + 2a Ma 2 + sa A4 b0 ~ a4(z2 +z + zÐ+z£)T— Mẹ: 


”... “ca | “ø_ 
—f¿° + — Mia?¿ + — A{b?8? — —k(4zẺ + a°vˆ + bÊ02) — Maz. 
5í +2  HAẤT Tk hˆ0 5 ( + œ““ + 08“) 9 


Các phương trình Lagrange 


4 (6) _ 8É ., 
đt \ Đài Ổq, - 
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khi đó cho 
Mỹ + Ákz + Mĩq = 0, 
Mộ + kọ = 0 
12 l4 @— 7 


X.... 
— k8 =0. 
1214 + 0 


Bằng việc đặt z — z' — ?⁄#, phương trình đầu tiên có thể viết như sau 
M‡'+Akz'=0. 


Các phương trình cho thầy rằng các tần số góc kiểu dao động chuẩn tắc là 


ði = 2V, dạ = 0a = |. - 


Nếu ta định nghĩa 
== LM JÀM 
—= Mí / = —— = — 
li ^Zy é› 12 a%, lc 12 b0 ' 
ta có thể viết khi bỏ qua số hạng không đổi trong thê năng 
...^ 1 
T= g(Ệ + 6 +) › 
1 
V = s(uï€i + 26 + ăá€i) - 
Cả hai biểu thức đều ở dạng toàn phương, cho thấy rằng £,€;,£s là các toạ 


^ .x~x ˆ^ ~ sự 
độ kiểu dao động chuẩn tắc. 


Kí hiệu các biên độ của z', ¿, Ø tương ứng bằng za, @o, đọ , ta nhận được từ 
các phương trình chuyển động 


(4k — Mu¿?)zạ = Ö, 
l 2 

k— 12M ÿọ = 0, 
L 2 

k— naMu 6q=09. 


Có thể thầy rằng nêu @J — (J] khi đó Z0 s 0, 20 = 6p = Ô. Nếu hU — (J2 hay 3y 
khi đó zo = 0, và một hay cả hai giá trị của œo, Øo là khác 0. 
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2040 
Một hạt chuyển động không ma sát bên trong vách của một bình đôi xứng 
dược cho bởi 
se CV ¿ xửi 
== g0 +"), 
ở đây b là một hằng số và z là ỏ phương thẳng đứng, như ở hình 2.38. 
(a) Hạt chuyển động theo quỹ đạo tròn tại độ cao z = zo. Hãy tìm năng 


lượng và momen xung lượng của nó theo sô hạng zọ, 0, ý (gia tốc trọng 
trưởng), và khôi lượng mm của hạt. 


(b) Hạt trong quy đạo tròn ngang bị hơi án xuông đưới. Hãy tìm tân số dao 
động quanh quỹ đạo không bị nhiễu loạn đôi với biên độ đao động rất nhỏ. 


(ÚC, Berkelay ) 

7 

C?7 | 

NI 
-k- 
“Mi 

x 
Hình 2.38 


Lời giải: 


(a) Sử dụng hệ toạ độ như hinh 2.38. Vì z = rcosØ,  = rsin6, bình có 
thể được biểu diễn bởi 


1 , 1z. 
z = -b(?? + wˆ) = -brẺ, 
20Œ +0)“ 
Hàm Lagrange của hạt là 


1 
L=ÏT7—V= am(?Ý +r?8? + ¿?) — mẹz 


| g2 l F 
_ g'm(?Ý + r?0? + bŸr°r2) = 2 TmgÙr” . 
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Phương trinh Lagrange cho z khi đó cho ta 
(L + b2r?)# — b2r?? — r8? + gbr = 0. (1) 


Vì hạt chuyển động bắt buộc theo đường tròn ở độ cao zọ và bán kính ro, 
chẳng hạn, ta có 


f =0: T.=T7e<e=U, 2o = DbIẶ 
8? =gb—=Q2, chẳng hạn. 
Năng lượng toàn phẩn của hạt khi đó là 
J7 +Y= „m(rậ9! + gbra) = mgbr2 = 2mg2q , 


'và momen xung lượng quanh tâm đường tròn là 
: 2 9 
J =mr - r8 = rnrạat) = 2mzo (|Š. 


(b) Đôi với chuyển động bị nhiều loạn, đặt r = rạ+ø Ở đây ø < rọ, phương 
trình Lagrange với ø chỉ ra rằng momen xung lượng rmr?Ø được bảo toàn. Do 
đó 








và phương trình (1) trỏ thành 
(1 + b?rậ)ö + 4gbp = 0 


bằng việc bỏ qua các số hạng bậc cao hơn bậc một trong các đại lượng nhỏ 
ø, ô, ø. Tân số góc của các dao động biên độ nhỏ quanh ra vì vậy là 


— | 4gb „| gì 
bảo TÊT77 thâu 1+2bzn ˆ 
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Một khôi nhỏ có khôi lượng mm được gắn với một cái nêm khối lượng M 
bằng một lò xo có hằng số đàn hồi k. Mặt nghiêng không ma sát của nêm tạo 
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góc nghiêng với phương ngang lả œ, Nêm có thể tự do trượt trên bê mặt ngang 
không ma sát, như ở hình 2.39, 

(a) Cho chiêu dài chùng của lò xo lả ở, hãy tìm giá trị s khi cả khỏi và 
nêm đều ỏ trạng thái nghỉ. 

(b) Hãy tìm hàm Lagrange cho hệ như là hàm của toa độ + của nêm và 
chiều đài của lò xo s. Hãy viết phương trình chuyển động. 

(c) Tim tân số đao động riêng? 

(ÚC, Rerkeley ) 





Hinh 2.39 


Lời giải: 
(a) Khi khối nhỏ ở trong cân bằng, tổng các lực song song với mặt nghiêng 
la O 
mšsin(t  kísag đị 0, 
SUY ra 
T.g sìn œ 


+. 
k 





xụ — 


(b) Đặt chiều cao của nêm là h. Sử dụng hệ toạ độ như hình 2.39 và đặt 
toạ độ ngang của bền trải nêm là z. Khi đó khôi ;n sẽ có toa độ 


(xz++acosœ,h - ssinœ}. 
Hàm Lagranzc của hệ khi đó là 


=1 =Ÿ 


Í uy „ Ï : | 
g Mị” ạm[(# + äcos øÌ? + (ásin e)”] 


lÌ 


a sÁ — đ} ` rng(h — ssina) 


1, ị 1 „ có | - 
sin +M)¿ˆ + a mà” + m Tả caS ty — 2“(s — đ)° — mg(h - ssina}. 
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Các phương trình Lagrange khí đó cho các phương trình chuyển động 

(m + M1)Z + rns cos œ = U, 

TnŸ cos œ + rrš + ks — (kởđ + rng sìn œ) =0. 


(c) Khi đặt 

kở + ng sìn œ 
k kj 

ta có thể viết các phương trình trên như sau 


s=s+ 


(m + M)# + mã” cos œ = 0, 


Tnrz 0Osœ + n8” + ke” =0. 


Xét nghiệm dạng 
LLUỶ / Lu2É 
r = Ác", ñ csưic “ 


các phương trình trên cho phương trình đặc trưng 


le, + M)/? —-mư?cosœ 
2 j.= 


—†TmuJˆ €OS œ k — Tmuu 





suy ra 
kứm + M) 
m(M + m sinˆ œ) ˆ 





ở =Ũ,  y= 


Vì chuyển động liên quan đến uị không phải là đao động mà như toàn bộ tịnh 
- ˆ 2 , ˆ l4 ˆ `. 
tiên đọc trục z, nên chỉ có một tần số đao động riêng u2. 
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Một phao đồng chất có chiều dài ¿, điện tích tiết điện 4 và khối lượng M 
nổi thẳng đứng trên, trong nước (ø = 1,0) và được gắn bằng một lò xo có hệ 
sô đàn hồi K với một thanh đồng chất có trục quay cô định tại tâm như trên 
hình 2.40(a). Thanh có cùng khôi lượng nhưng chiều dài gâp đôi so với phao. 
Phao chỉ có thể chuyển động theo phương thẳng đứng và chiêu dài tự nhiên 
của lò xo chọn sao cho tại vị trí cân bằng thanh nằm ngang. 

(a) Tìm các kiểu dao động chuẩn tắc (tần số và tỉ số các dịch chuyển) đôi 
với các dịch chuyển nhỏ của thanh. 


(b) Nhận xét về ý nghĩa vật lý của các kiểu đao động chuẩn tắc trong giói 
hạn lò xo rất cứng. 


(ÚC, Berkeley ) 
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Hình 2.40 


Lời giải: 


Sử dụng hệ tọa độ như trên hình vẽ 2.40(b) với z là độ dịch chuyển của 
đầu bên trên của phao thẳng đứng khỏi vị trí cân bằng (chiểu hướng xuông 
đưới là chiều đương), và 0 là góc quay của thanh. Tại vị trí cân bằng (hinh 
2.40(a)), lò xo có chiều đải tự nhiên zạ và không tác dụng lực nào lên phao. 
VỚI ø — 1 ta có 

NIg = [L - (h — zo)|4g . 


Khi thanh quay một góc (hình 2.40(b)) lò xo dài ra một đoạn z — /.9 và lực 
đẩy lên trên của nước là 


Suy ra 
We Aø | {|L — (h— zọ)] + +} dư 
Ụ 


ă l 2 
= [L — (h - ra),Äq+z + 2u, 


| | 
= Mụẹr t 2 Agz” 


Do đó thế năng toàn phản là 


| „. 
V=-Älgr t Àfgr + 2Ag+ˆ + a1 — L8)? 


l : 
= aAgr” ta - LB)Ẻ 
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Thanh có momen quán tính ¿ A L”, do đó động năng toàn phân của hệ là 
T= 2M¿? + ML?ð? 
2 6 
Như vậy hàm Lagrange là 
1 22+ 1/222. La„x2— Ö 2 


Các phương trình Lagrange 





cho 
Mữz + Agz + Kí(z - L9) = 0, 
M Lồ — 3K(œ — L6) =0. 


Thử một nghiệm kiểu z = De*“t, 9 = Pe*“t và việt các các phương trình trên 
có thể như 

(K + Ag— Mu?)D - KLB = 0, 

-3KD+(3KL— MLu?)B =0. 
Khi đó phương trình đặc trưng là 


K + Ag— Mu? —KL 


_3K 3KL_— MLAALTĐ› 





hay 
M?ằ*— M(4K + Ag)¿? + 3K Ag =0. 


Hai nghiệm dương 


4K + Ag + (4K + Ag)2 — 12K Ág 
“Ko AaAAaaðSTITT aNNER 


` ĂẮ= £ Z 2 ¬. © R _. v2 ^ Ấ› ;.. ^ 
là hai tân sô góc của hai kiểu đao động chuẩn tắc của hệ đôi với các dao động 
nhỏ của thanh. 


, "5 Ấ£ , ˆ - ; ` 
Các tỉ số của các độ dịch chuyển là 


T D_ 3K-Mu.? 2K- Ag+ v(4K + Ag)°— 12KAg 
cô §K 


L8 BL © 3K 
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với dâu bên trên là cho ư, và dẫu bên đưới cho /_. 


(b) Trong giới hạn lò xo rất cứng, # — so. Do Äf#, Agz, M Lõ tật cả 
đầu hữu hạn, nên ta cần có rz - Lô — 0, nghĩa là z —¬ L0. Khử các số hạng 
K{(z ~ L0) trong phương trình chuyển động và sử dụng Lồ ~ z, ta tìm được 


4M+zZ + 3Ágz =0 


và do đó tần số góc của dao động 
” ŠAg 
— VAM 


+ ~ 

L0 — ` 
và chúng ở trong cùng pha. Chú ý rằng kết quả này không thể nhận được từ 
các kết quả trước đó bằng cách cho K — ooc bởi vì các quan hệ ràng buộc là 
khác nhau. Về mặt vật lý, ràng buộc r & LØ có nghĩa là chiều đài của lò xo 
không đổi khi hệ dao động, điều đó được chờ đợi khi lò xo rất cứng. 


rạ«2 LÀ , ' Pv ` 
lì số các dịch chuyền là 
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Hai khôi lượng không bằng nhau M và mm (M > m) treo lên góc treo bằng 
hai sợi đây có cùng chiều đài !. Các khói lượng được gắn với nhau bằng một 
lò xo có hằng số đàn hỏi là K và có chiều dài tự nhiên bằng khoảng cách giữa 
hai điểm treo như trên hình vẽ 2.41. Tìm các tân số của các kiểu dao động 
chuẩn tắc đôi với các đao động nhỏ dọc theo đường nỗi giữa hai khỏi lượng. 
Tìm quan hệ giữa chuyển động của M⁄ và chuyển động của mm trong mỗi kiểu 
đao động. Tìm nghiệm tổng quát nhất. 

Bây giờ xét riêng trường hợp tại thời điểm ban đâu ¿ = 0, rn ở trạng thái 
nghỉ tại vị trí cân bằng của nó, và AM được thả từ trạng thái nghỉ của nó với 
một ly độ ban đầu đương. Nếu năng lượng toàn phản của hệ là Eo và lò xo rất 
yếu, tìm năng lượng cực đại m cần có trong quá trình chuyển động sau đó với 
giả thiết 3Í = 2. (Bạn sử dụng giả thiết lò xo yêu ở đâu?) 

(ÚC, Berkeley ) 
Lời giải: 

Sử dụng hệ tọa độ cho trên hình 2.41, với gốc Ó tại vị trí cân bằng của rm 

và các trục z và tương ứng dọc theo hướng nằm ngang và thẳng đứng và đặt 
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Hinh 2.41 


khoảng cách giữa hai điểm treo là /. Các khói lượng r+ và A7 lần lượt có tọa 
độ 
(Lsin 8,l{(1 — casØi)). — (+tsinØ¿,i(1 — cos82)) 


và tương ứng vận tóc 
(lữ cosØt, Đổi sin0g), — (10;cos82,102sin8à). 


Hàm Lagrange của hệ là 


. = " := V 
l 2 1 2nqả t„. M4 s ¿ 
= gm 8) + 2M 02K (sin8à — sinh) 


= madÏ{ Ì —cos É\ ) z5 AXiụi l k bởi Ú›) 


ù 


Ï ưa lễ cu“ { ¬¬ | 
gi 8i ‡ QA1É8; = a I (8; =iliƒ =- 301m0 + A/8)) 


đôi với các đao động nhỏ theo phương nằm ngang. 
Các phương trình Lagrange 


% (BÉ) _ 8É „ụ 
Œt \ Đụ; Ôq - 


Khi đo cho 
mÌô, ~ ng + Ki]Ø) — KI8¿ =0, 
Af18; + (Afq + 6a — Kl@\y =0. 


Thử một nghiệm kiểu 0, - ¿1e'!*t, 0; — 7?e'*t và việt phương trình trên như 


mụ + KIL— n"iừ —=Ñi A 0 
-KÌ Mụ+Rl- MtL?2J)\B} -` 
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Khi đó phương trình đặc trưng là 


khả? Than — KÌ =0 


—KI Mqg + KI— Miu? 





, Ả Á L2 ? , ”ÁP ^ P/ v2 
suy ra các tân số góc của các kiêu đao động chuẩn tắc 


g rnMg + Kl(m + M) 
Mỹ Chung vn 


A _ Mg+KI- M12 
B_ KI 


Do 


ta có 


TỪ đó, với ¿) = ơn, 
Ø)ạ = Acos(œf + ý), 8a = Ácos(0t† + ý) , 


VỚI tú — 2y 


Ổy = A cos(u2f + 2a), Ø„ = =LÄ coS(0sf -È 22) , 


và nghiệm tổng quát nhất là 
Ổiy = Acos(0‡ + 2i) + Á cos(»£ + 2a), 


¿ = A cos(uf + #1) =x „A cos(0aŸ + +2) 
Tại thời điểm ban đầu £ = 0, ổ; = ð; = 0, cho ÿị = ¿¿ = 0, và ổ; = 0, 
8; = 6o, cho 


M 
ng A =-—ÀA. 


Nếu năng lượng toàn phân ban đầu là Ea, thì do 


l ( È ¬ 
Eọ = › KÉ8 + s Mai 
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do 6o dương, ta có 


2o 


7ƒ. ng 
š (Kl+ Mạ)i 


Nếu thêm vào đó, M = 2m, nghiệm tổng quát rút gọn thành 


2 
DÀI = 3Øo|cos(wf) = cos(ua‡)] ) 


1 
0s = 26b|cos(enf) + 2 cos(/Js‡)| ) 


: =/Ÿ J2mg + 3K] " 2En 
'Nã - SN 2ml — ` " U (2mg+ KHI 


Năng lượng của mm là 


VỚI 


| : 1 
tì — 2m10 + a mglØi . 


Nếu lò xo rất yêu, ta có lẫy K1 «& ng do đó 


Ệ 3K} 
+) V† (+ me) =uq„(1+ó), 





Xsl4lbố: 


trong đó 


Khi đó ta có 


2 r : : 
Ei<= ạ ngl [1+(1+ ô)? sin2(;†) + cos2(af) 


—2(1 + ả) sin(¿1£) sin(dsf) — 2 cos(0i£) cos(022È)| 
_ 
~ gzo[1 — €OS(uô6‡)] , 


bỏ qua ở so với đơn vị. Do đó năng lượng cực đại của rn là š Ea. 
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2044 

Hai hình cầu nhỏ có khói lượng A! được treo giữa giả đỡ cửng như trên 
hình 2.42. Giẻ thiết cả hai hạt có thể đi chuyển trong mặt phẳng hình vẽ theo 
cả hai hướng lên xuông và trái phải. Ba lò xo giỗng nhau và có độ cứng #.. 
Các lò xo đang bị biến dang: trong trạng thái không biên dạng thì chiều dài 
của nỏ là Š. Các lo xo coi như không có khôi lượng và đàn hồi tuyệt đi. Giả 
sử dao động nhỏ quanh vị trí cân bằng, tìm các tần số ửng với bồn mode trực 

siao của hệ. 
(UC, Berkeley ) 


: “c: 
LZ 
a l x 


Hình 2.42 Hinh 3.43 


+ 
LƠi giải: 

Do chuyển động bị ràng buộc trong mặt phẳng hình vẽ trên hình 2.42, 
chuyển động theo phương ngang được giải thích như chuyển động dọc dọc 
theo các lò xo. 

Gọi (z¡.0¡) và (za, u) là dịch chuyển ngang và dọc của các hình câu, được 
đánh sô từ trải sang, so với vị trí cân bằng tương ứng của chúng. Dùng hệ tọa 
độ như trên hình 2.43, mị. rn ; tương ứng có tọa độ (a + z¡,1\), (2a + za, ta}. 
Lây câu hình cân bằng như hình 2.42 là trang thái có thế bằng không, ta có 


thê của hệ là 
VỀ = Là ~.. 3 + Œ : Lực u + 
=5 |Vta +)? tu~ sÌ —g# (2) 
-Í mm ứf†? 
R [vía + za — mi)” + la — ti)? 5| 
lu (a1? ky 7= u17 
2“ (g) tạn h (ứ - 72) tin g 
ls.ữ£ 
“sK| ) + Àfg(ị + 12) - 


3BTÄL CƠ HỌC 
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Xét 
1 Va*sijf a2]? 1, /ax2 
_ hà 2, ĐÓ — 522.2 2| _ „2 
=nF a“ + 71 + 2az + 1 + ˆ_ “8/4 + z{ + 2az † tị huïc : 


Do số hạng liên quan tới dâu căn bậc hai có thể viết được như 


212 2xŸ 
2 +1 + ¿az + 1} 


Búp nu vo (la) 
2 2) 2! \2 2/ a 
2, 1,2 2A _— 1 2 
=d + s#i † 2a#i † 17) — s21 


chỉ giữ lại các số hạng cho tới bậc hai ở các đại lượng nhỏ z¡, :, các biểu thức 
trên trở thành 


| 1 
sz (zi + a71 + gui) 


Cùng phép gần đúng được áp dụng cho các số hạng khác. Do đó 


Ì 2 
Vx» 2K |zŸ tam + n + (T2 — Z1)Ê + a(#a — Z1) 


1 
+ — 1ì)” + #2 — đZ› + si + Mg(\ + 12) 


1 

2 
Ị 2 "...... 

= 21 2z + 272 + Ị † 92 — 27122 — 1192) + Mgẫ\ + 92) - 

Hàm Lagrange khi đó là . 


k=T—V 
l . k 
= gM(i + gi + #5 + 09) 
_ 1 (2x2 n2 2 ) = - 
2 (2z1 + Z2 + 11 + 12 — 2712 192) Mo( + 92). 


Các phương trình Lagrange 
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cho 

M1? + 2Kz — Krạ =0, 

M#¿ + 2Kzxa — Kxrị =0, 


1l 
Mỹn + Kui — Kua+t Me=0, 


Mỹ; + Kụ; ~ 2 Kụ + Mẹ =0. 
Có thể thấy rằng các phương trình chia tự nhiên thành hai nhóm, một theo 
Z1, z¿ và một theo 14, ¿. Đặt 
Tị = Aye*t, 
Khi đó hai phương trình đầu tiên chọn phương trình đặc trưng 


2K — Mu? —K 


_K— 2g- Mu2|E(GK= Ma)(K — Ma”) =0, 





¬-- Ẫ ⁄ t4 ^ „ v 
suy ra hai tần sô góc kiểu đao động chuẩn tắc 


se „..,BR 
đo MỊ` LỆ M 


dỗi với các đao động đọc. 
Đôi với nhóm hai phương trình thứ hai, đặt 


2M1q 2g 
/ == — j == ————— 


Khi đó chúng có thể được viết thành 


| 1 
Mỹi + Kui - Ku =0, 


2 
../ / l / 
Mỹụ› + Kua — a1ì = Ö ý 
Thử một nghiệm kiểu 
1U, = Địt, 


ta thu được phương trình đặc trưng 


K— Mu? _— 


_® K — Mu? 
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nó cho các tắn số góc kiểu đao động chuẩn tắc 

In I3K 
V3. “!?PV2M 
đôi với các dao động thẳng đứng. 


+ 


2045 


Một con lắc đơn chiều dài 7 được treo tại mép vành một bảnh xe có bán 
kính » quay trong mặt phẳng thẳng đứng với vận tốc góc không đổi Ô (hình 
2.44). Chúng ta xét chuyển động trong đó quả nặng của con lắc chuyển động 
trong mặt phẳng chứa bánh xe. 


(a) Thiết lập phương trình vi phần chính xác đối với dịch chuyển góc 6 của 
quả nặng. Ngoài ra việt một dạng đơn giản hóa có hiệu lực khi biên độ dao 
động là rât nhỏ. 

(b) Giả sử rằng cả bán kính » và biên độ dao động của quả nặng là rất nhỏ. 
Đưa ra nghiệm gắn đúng của phương trình chuyển động có hiệu lực trong 
những giả thiết đó. 

(Có thể bỏ qua các hiện tượng chuyển tiếp mà sẽ biến mắt nêu có một chút 
tiêu tán.) 
(ÚC, Berkeley ) 





Hinh 2.44 Hinh 2.45 
Lời giải: 
(a) Sử dụng hệ tọa độ như trên hình 2.45. Khôi lượng rn có tọa độ 
(bsin(Of + #) + Lsin Ø,bcos(Öt† + ø@) + E cos 0) 
và vận tóc 


(bQ cos(Qf† + ¿) + L8 cos 0, —bQ sin(Qt£ + ø@) — L8 sin 8) , 
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trong đó là một hằng sô. 
Hàm Lagrange của rn khi đó là 


EL=T-V 
I : : 
= amls°Q? + L?8? + 2bLQ0 cos(8 — O† — @)] 


+ rng|b cos(Ô† + ¿) + Ù cos 0]. 


1 ý)- a1 
đt \ ôô 00 - 


Lỗ + bQ2 sin(6 — O† — ¿) + gsìn 8 = 0. 


Phương trinh Lagrange 


cho 


Đôi với các dao động có biên độ nhỏ, sin Ø ~ Ø, cos Ø ~ L, 
sin(Ø — ©# — ý)  Ø cos(Q#‡ + ý) — sin(Ôf + w}) , 
và phương trình chuyển động trỏ thành 
Lô + [bQŸ cos(Q† + @) + g]Ø — bQˆ? sin(Q‡ + ¿) =0. 
(b) Đối với b và Ø nhỏ, chỉ giữ lại các số hạng tới bậc một của b, 9, ổ, 
Lồ + g8 — bQ?sin(Qt + @) =0. 


Trong trạng thải ổn định, con lắc sẽ lắc với cùng tần số như với sự quay của 
bánh xe, nên ta có thể giả thiết 


8 = ơcos(ÔÖf + ¿) + 0sin(OÖt + ý), 
trong đó ø, Ø là các hằng số. Thay vào phương trình chuyển động ta có 
(—E97 + ø)[œ eos(Q‡ + ) + đsin(O£ + ¿)] — bQ?sin(Q‡ +) =0. 


Do phương trình này phải đúng cho một thời điểm tùy ý bất kì nên các hệ số 
của cos(Q† + ý) và sin(Q# + ) phải triệt tiêu riêng rẽ 


—ằœLEQˆ + gư =0, 
g - 8LQ2 — bQˆ =0. 
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Do (? cho trước, ta phải có œ = 0 trong phương trình thứ nhất. Phương trình 
thứ hai cho 
bQ” 
_—g- L0? ` 
Do đó nghiệm (trạng thải) dừng 


a= b2 sin(#f + w2) 
đi -= La? 


2046 


Ba chất điểm như nhau m đi chuyển trên một đường tròn bản kính b đưới 
một lực sinh ra bởi thể năng 


Vœ,8,*) = Vạ(e”” —e Ủ kế"), 
trong đo œ, 7. + là các khoảng cách góc giưa ba vật đó, đơn vị là rađian (hình 
2.46). Khi œ - đ = y = #7, hệ ở vị trí cân bằng. Tìm tắn số của các kiểu dao 
động chuẩn tắc đôi với một sự lệch nhỏ khỏi vị trí cân bằng. 
(Chú ý rằng a, ,?.+ không độc lập vì œ + đ~ + = 2z.) 
(UỤC, Berkeley ) 


m n 
Hình 2.46 Hinh 2.47 
Lời giải: 


Đặt Ø¡. 02, 0a là địch chuyển góc của ba khối lượng khỏi vị trí cân bằng như 
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trên hình 2.47. Ta có 


2 
== Ổn, 
R) 
27 
8= —+6›-— 8; , 
N 
27 
yY=—+fŨậ\—-a 
S 
Do : 
tội 
`". To 
E > Ì] 1T ĐỊ 3 


7 „ .Ấ Ầ « ` 
ta có thể viết thê năng thành 


ƯV = te [e- (đa=#:) +e (0a—ổ2) + e-( ~83)) 


~ Wee— 3 |3 — (6s — Đy) ~ (6a — Øạ) — (8y — 6a) 


(9; — 6)” + ` (0: — 0a)? + 2(8 — 6a)? 


s. 


2 
= A(3 + 6ƒ + độ + 63 — 0Ø; — 0aØa — 6Ø) 


với A = Voexp(—“*), giữ lại các sô hạng tới bậc hai ở các đại lượng nhỏ 
6,02, 8a. 


Do vân tốc là bổn, bổa, bổa, động năng là 


lì : : 
T = sB(0) + độ + 0) 


với Ð = mbˆ, 
Hàm Lagrange do đó là 
L=T-V 


= B(0 + 62 + 03) — A(3 + 6? + 6) + 63 — 046; ~ 6203 — 6361) . 
Các phương trình Lagrange | 
TP... 
dt \Øg¡ Ôi - 
Bồi + A(20 — 6 — Ø3) = 0, 


Bồ; + A(20a — 6s — 0,)=0, 
Búa + A(20s — Ø — 02) =0. 





Khi đó cho 
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Thử một nghiệm dạng 6; = C;e““!, ta tìm được phương trình đặc trưng 


2A_— Bụ? — — 
—A 2A —- Bu? —A =0; 
—Á —A 2A— Buˆ 


^ ^ø 4K x. r4 
hay, sau một vài biên đỗi sô học 


0 2A A¬ Bu? 
0 2A— Bu? ~-A_ |>Bu?(—3A+ B2)? =0. 
—3A + Bu? —Á 2A — Bu? 


L4 z À Ấ , » ”.A? ˆ^ mn v ` 
Do đó các tân sö góc của kiều dao động chuẩn tắc là 


34 _ j3VWaexp(=?") 


Chú ý rằng uy không sinh ra đao động, trong trường hợp này các phương trình 
chuyển động cho Ø¡ = 6; = ðx và cả hệ quay với một vận tốc góc không đổi. 
Hai kiểu dao động chuẩn tắc kia là Suy biến và chỉ có một tấn số kiểu dao 


động chuẩn tắc 
lÌ 3M T 
bV m P 5) _ 
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Ba hạt điểm trong đó hai có khôi lượng rn và một hạt có khối lượng AM, 
bị rằng buộc sao cho năm trên một đường tròn năm ngang bán kính r. Chúng 
- được liên kết với nhau băng ba lò xo có cùng hãng sô đàn hồi X, và lò xo uốn 
đọc theo cung đường tròn. Tại trạng thái nghỉ, chiều đài của ba lò xo bằng 
nhau (hình 2.48). Giả sử chuyển động kéo dãn các lò xo chỉ một lượng nhỏ so 
với độ đài cân bằng (2zr /3), 

(a) mô tả định tính các kiểu dao động điều hòa đơn giản theo thời gian 
(các kiểu chuẩn tắc); 

(b) tìm tập hợp chính xác các tọa độ chuẩn tắc, mỗi tọa độ tương ứng với 
một kiều dao động đó. 

(c) tìm tần số của mỗi kiểu đao động. 

(UC, Berkeley ) 
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M 
Hinh 2.48 


Lời giải: 

(a) Do hệ không chịu tác dụng của momen quay bên ngoài, nên momen 
động lượng của hệ được bảo toàn. Như vậy có nghĩa là có một kiểu dao động 
chuẩn tắc trong đó hệ như một khói quay. Như vậy chỉ có hai bậc tự do cho các 
dao động. Gọi Ø). Ø;, 0; lần lượt là địch chuyển góc của mm, Äƒ,m khỏi vị trí cân 
bằng của chúng và gọi biên độ của chúng là cq, cạ, c4. Khi xét đao động của các 
khôi lượng so với vị trí cân bằng của chúng, ta có thể coi momen động lượng 
toàn phần của hệ bằng không. Khi đó hai kiểu đao động chuẩn tắc tương ứng 
với 


œ2 — 0Ô, C†ị — —TC\ và CỊ — 3 — — 





. + * ` « đc ^^ 1 Ẩẻ© ` ` ` # >”ˆA + À Ái. Lì L4 
(b) Gọi chiều đài tự nhiên của môi lò xo là ø và kí hiệu chiêu dài của chúng 
tại vị trí cần băng là b, có nghĩa là 


27rr 


Hàm Lagrange của hệ là 


L=T—V 


| 


1 ). 
›mr°(0 +03) + s Mr”6 


l ¿ ˆ 
s 20+ rÕ; — rồi — a)7 +(b + 0a — r0; — a)ˆ +(b + rÚ — rØa — a)Ÿ|. 


Các phương trình Lagrange là 


4ã (5) _ ỔE _g 
đ† 8ú; Ổg; " 
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khi đó cho hệ phương trình chuyển động vi phân 


mũ + K(2Ø — 6; — 8) = 0, 
Mô› + K(20› — 03 — 0) =0, 
mổÐa + K{(20ạ — 0 - 6;) =0. 


Cộng về với về suy ra 
mổ) + Mô; + môa = 0, 


và phương trình thứ nhất và phương trình thứ ba cho 
m(ỗn — 0) + 3K(\ — 6g) =0. 


Các phương trình này có thể viết như sau 





mỆ = 0, (1) 
m? + 3Kn = 0 (2) 
nêu ta đặt 
M6 
€=Ủy+ .. 
n 
† = Ö) — Ö. 


Do đó £ và nạ là các tọa độ kiểu dao động chuẩn tắc của hệ. 


Phương trình (1) cho thấy w¡ = 0. Do đó tương ứng với kiểu này, trong đó 
^ ^ Ã se * ^ , ^ 
hệ quay như một khỏi và không có dao động. 
Phương trình (2) cho thầy 


3K 
œ2 — Gan TT” 
†n 


Để tìm tọa độ chuẩn tắc thứ ba, ta chọn phép biên đổi tọa độ 
q\ =ÔI, đa =8¿\| —; q3 = Ø 
để cho động năng là tổng của các bình phương 


ha sơ. 
T= ;m”(§ + đỗ + độ) - 
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đ\, đa, qv giỗng như tọa độ Descartes. Phép giưa ba tọa độ chuẩn tắc và ba tọa 
độ "Descartes" ø, ga, ga phải là tuyến tính. Ta đã có 


ẶMI 
£ =q@q d9» Tnhh TỊ —= đì — 4 : 


Giả thiết tọa độ chuẩn tắc thứ ba là 
é = Áai + Pqạ + Cqa. 


Nó phải vuông góc với các trục €, r. Giải đọc theo các trục ø, ta có 


c= đ/) nạ = (1,0,—1), €=(A,B,C). 


Tính trực giao có nghĩa là 


/ẰM 


€C-7†ạ= AC =0, 


suy ra 4 = Œ, B = -2A4/%. Vì một tọa độ chuẩn tắc vẫn giữ nguyên như 
thê sau khi nhân nó với một hằng sô khác không, chúng ta có thể đặt A = 1, 


khi đó 
Trì 
€ = đt — Äg 24 J T7 Ý đa = Ôi — 2đa +ổa. 


Các phương trình chuyển động khi đó cho ta 


„ (2m+M)EN 
c+ (J0, 


_._.. [Om + M)K 
.ac mm z 


` z Ạ , . ˆ? 4 * *Ốố4^ À 
(€) œ,œ2¿, 60a là các tần số góc kiểu chuẩn tắc tương ứng với lần lượt ba tọa 
độ chuẩn tắc £, m, €. _ 
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Một vòng có khối lượng M và bán kính R được đỡ bởi một chốt quay 
tại một điểm trên vòng đó, vòng có thể quay quanh điểm đó trong mặt phẳng 


thẳng đứng riêng của nó. Một hạt khôi lượng mm trượt không ma sát trên đường 
tròn (xem hình 2.49), 

(a) Tìm hàm Lagrange của hệ. 

(b) Tìm các phương trình chuyển động. 

(c) Mô tả các kiểu dao động chuẩn tắc trong các giới hạn 
1n »> ÀÏ và mm ‹< M. 

(d) Tìm tần số của các kiểu chuẩn tắc của các đao động nhỏ đôi với rn và 
Äƒ tông quát, 

(UC, Berkeley } 





Hình 2.49 


Lời giải: 
(a) Dùng hệ tọa độ như trên hình 2.49. Khôi lượng mm và khôi tâm của 
vòng có tọa độ 


(Tsin Ø + ?‡sin œ2, Ttcos Ø + Rcos œ2), (sin 9, Rcos 8) 
và tương ứng, vận tốc 
( Rồ cos0 + Rộ cos ø. — RŨ sin 98 — R¿sin @), ( Rô cos 9, — Rô sìn 6). 


Vòng tròn có momen quán tính 2A7R đối với chốt quay. Nên hàm Lagrange 
của hệ là 


“SE Ð se. V. 
si lỂi lì ; : 
— Mñ]?22 + gnR?" + +200¿cos(6 — ¿)] 
+ (Mf + rn)g†‡ cos 0 + rngìcos @ , 


lẫy chốt quay như mức chuẩn của thẻ năng. 
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————>—>-————— _——Ầ———— C7 mm 


(b) Các phương trình Lagrange 


mm... 
đị öq; Ôq; - 


cho các phương trình chuyển động 
(2M + m)R8 + mà Rộ cos(0 — ¿) 
+rnR¿ sin(9 — ý) + (m + M)gsin Ø9 = 0, 
R + H0 cos(8 — 2) — R6? sin(Ø — @) + øsin ¿ =0. 
(c),(đ) Đôi với các dao động nhỏ, 9,œ.Ø, ở là các đại lượng nhỏ nên các 

phương trình trên rút gọn 

(2Af +- m)1#8 + mRộ + (MI + m)g8 = 0, 

R2 + Rô + g¿ =0. 


Thử một nghiệm kiểu 9 = Ae*“t, = Be*“t và viết những phương trình đó 
như một phương trình ma trận 


(M +mn)g - (2M +m)R¿u? -m]¿\ (A — 0 
— Ru.2 g— Ru? "= 
Phương trình đặc trưng 


(m + Xf)g — (2M +m)Ru2 —mRu? 
_ lu? g — Ru? 





= (2R° — g)|MR¿¿2? — (m + M)g] = 0 


có các nghiệm đương 


hệ J(m + M)g n + M)g 
SỈ 0D — MN 


Ø, \ , À ˆ N ”A? ˆ^ x» M ¬ ˆ^ 2 Ầ z Nha ^ ` 
chúng là các tân sô góc kiêu dao động chuẩn tấc cua hệ. TÍ số các biên độ là 





A_ g— Ru? t đỗi với œ = ưn, 
jznng nh ".. 
B Từ “tra đồi VỚI œ = 02. 


Nếu mm » Mí, 
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nghĩa là Ø và có cùng biên độ và pha; 


nghĩa là 6 và ¿ có cùng biên độ nhưng ngược pha. 


Nếu Tmn, ‹< M, 
@JJ —= =] 


nghĩa là 0 và ¿ có cùng biên độ và pha như ỏ trên; 


ai. s... 
+ Vn' B M' 


nghĩa là 9 có biên độ nhỏ hơn rất nhiều so với ¿ và hai dao động là ngược pha. 


2049 
Một hạt khối lượng rn bị ràng buộc chỉ chuyển động theo một parabon 
2 ^ » L ` Là ` là Ũ) ˆ ' `. 

z = “- trong một mặt phăng nào đó, ø là hằng số thứ nguyên chiều dài. Hạt 
chịu tác dụng của một lực hấp dẫn không đổi theo chiêu âm của trục z. 

(a) Định nghĩa một tọa độ suy rộng thích hợp cho chuyển động của hạt. 

(b) Tìm hàm Lagrange theo tọa độ và vận tốc suy rộng đó. 

(c) Vị trí nào là vị trí cân bằng của hạt? 


(d) Viết phương trình cho các dao động biên độ nhỏ quanh vị trí cân bằng 
đó. 


(e) Giải các phương trình bạn có trong phân (4). 
(Columbia ) 
kời giải: 
(a) Chọn z là tọa độ suy rộng của hạt. 
(b) Hạt có tọa độ (z, z) = (z, Zˆ) và vận tộc (#, ở) — (2, 2£), Khi đó 


1 . 2 °) ] v, 4+? 
1= sm(d +z)= mè I+2 : 


mgz7 


aũ 


W =rngz —= 





Cơ học giải tích 553 


Hàm Lagrange đo đó là 


1 A2 2 
1=7:<Vssømz [L4 -|=-=. 
3 g2 ) 


(c) Tọa độ vị trí cân bằng được cho bởi 


ØV 2mgz 
——= =0, 
3z a 





hay 
z+=0. 
Khi đó cũng có z = 0. Như vậy tọa độ vị trí cân bằng là (0, 0). 
(d) Với các đao động nhỏ xung quanh vị trí cân bằng, z, # là các đại lượng 
nhỏ. Bỏ qua các số hạng bậc cao hơn hai của các đại lượng nhỏ này ta có 


] 2, mngz7 





là D1 ng 
Phương trình Lagrange 
4 (ÔL\ _ Øt _ 
đt \Ô+2 ôx - 
khi đó cho 3 
+” =0. 
œ 


(e) Phương trình này có nghiệm tổng quát 


/2 
;=Acx[ mix] : 


trong đó 4, là các hằng số tích phân phải xác định qua các điều kiện ban 
đầu, 


2050 


Một thanh mảnh đều khối lượng rn chiều dài # được treo bằng một 
sợi dây không khôi lượng và chiều dài /. Tìm các tần số chuẩn tắc và các 
kiểu dao động chuẩn tắc cho những dao động nhỏ trên một mặt phẳng. 

(Columbia ) 
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Hinh 2.50 


Lời giải: 

Sử dụng hệ tọa độ như trên hình vẽ 2.50. Khôi tảm của thanh có tọa độ 
(Ứsin » + j/sinf, lcos+ 3IcošØ) và vận tộc (l2 cos „2 + #0 cos 8, l2 gỈn v2 1 
‡1Ø sản 0). Thanh có momen quản tỉnh là 


Do đó hàm Lagrange của nó là 
br L1” —. 
] : Q9 .„ 3. 
~ luan lz + TsÓ + sØ2cos( — 9) 


s S202 + mụgi c ( 0 ) 


- ID dn) 2 Sao, ra l 3) " 
=% mi tủa + + 509) + Ấ NI — a mụi Ề ‡ aU 


đói với các đao động nhỏ, chỉ giữ lại các sỐ hạng tới bậc hai của các đại lượng 
nho 0, +, Ø, ¿. 
Phương trình Lagrange 
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cho 
`... 
lổ + lộ + g8 =0. 
Với một nghiệm dạng 
0 = Ae', ¿ = Be“" 


các phương trình trên cho 


Phương trình đặc trưng 








có nghĩa là 
122 — 8lgu” + 4g” =0, 
có các nghiệm 
¿8 = (4+2V3)) = (1+ v399Š, 


2=(V8+D VỆ, 


do œ phải là đương. Do đó các tản số góc kiểu dao động chuẩn tắc là 


aị = (V§ + ĐỂ, d = (VỀ 1Ÿ, 


kd £ , >+Pˆ A ` 
TÍ sô các biên độ là 


hay 


Á.‹ rẻ 
đôi VỚI u — ưìị , 


vĩ 
2 


†n _- 
A L2 ve đỗi với u — 2 . 


B _g-lu? = 
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Như vậy trong kiểu dao động chuẩn tắc cho bởi ø, Ø và ¿ là ngược pha, trong 
khi trong kiểu dao động chuẩn tắc cho bởi ¿;, 0 và ¿ là cùng pha. Trong cả 


hai trường hợp, tỉ số các biên độ ụ trên biên độ 6 là 
v3:2. 


%-8TMG CƠ HỌC 
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2051 
Một con lắc đơn câu tạo gồm một khói lượng mm và dây không khôi lượng 
chiều dài /. Con lắc được gắn vào vật Af, vật này nói với một lò xo nằm ngang 
có hằng số đàn hỏi š như trên hình 2.51, 
(a} Tìm các phương trinh Lagrange. 
(b) Tìm các tần số ứng với dao động biên độ nhỏ. 
(Columbida ) 





Hình 2.51 


Lời giải: 

(a) Sử đụng hệ tọa độ có gốc tại vị trí của m khi hệ ở trạng thái cân bằng, 
các trục z vả lần lượt là trục nằm ngang và thẳng đứng như hình 2.51. Khí 
đó A1 và rr có tọa độ và vận tốc tương ứng là 


tư (z + †sin 0Ø, — Ìcos 8) 
(z, 0), (# + 18 cos 0, lỗ sỉn 8) 


Hàm Lagrange của hệ là 
LT—V 
] ‹ 1 | gã.  ..úi 
= sM¿” + 21(4Ÿ + 28ˆ + 31? cos8) — Mụt — rngl(1 — cos 8) — 2kz” : 


Các phương trình Lagranze 


Khi đó cho 
(M +n)# — mlổ? sin Ð + rulŨ cos 8 + kx = Ú, 


LÔ + # cosð + gsin Ø8 =0. 


Cơ học giải tích 


S57 


(b) Đối với những dao động nhỏ, z, 9, £, ð là các đại lượng nhỏ. Bỏ qua các 


số hạng bậc cao hơn hai, phương trình chuyển động trở thành 
(M + m)# + rnÌ0 + kx = 0, 
lð + # + g0 =0. 
Đặt 
z= Aexp(t†) , 8 = Bexp(†) . 
Các phương trinh trên thành 


k—(M+m)j? —milưu? ft 
: = Ủ‹ 
—u? g—iu2} \ 


Phương trình đặc trưng 


k— (M +tmm)? —rmnlu? 


—ui? g — lu? 


= Mi — [g(M + m) + ki|u? + gk = 0 








có hai nghiệm dương 


g(M + m) + kÌ + /[g(M + m + ki? — ==. : 


2Mi 





(J2 — 


.a + rn) + kÌ — w|g(M + m) + ki]? — “= : 
2MI 


, * , P £ z# .ˆ ^ˆ z “ kả ˆ 
chủng là các tân sô góc kiều dao động chuẩn tặc của hệ. 


2052 


Hai vật khôi lượng 2zn và rr, được treo trên một giá đơ cô định bằng các 
lò xo đàn hỏi như trên hình 2.52. Hệ số đàn hồi (lực/đơn vị độ dài) của mỗi 


lò xo là k. Chỉ xét chuyển động theo phương thẳng đứng của hệ. 


z ? À £ 3 ? -^? A Pv .. " ^ 
(a) Tỉnh các tân số của các kiêu dao động chuẩn tặc của hệ. 


(b) Vật trên 2zn bị địch từ từ xuống bên dưới một đoạn ! so với vị trí cần 
bằng sau đó được thả ra sao cho hệ thực hiện các đao động tự do. Tìm chuyền 


động sau đó của vật rn bên dưới. 


(Columbia ) 
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Hình 2.52 


Lời giải: 

(a) Gọi chiêu dài tự nhiên của các lò xo trên và dưới tương ứng là !;.¡¿, và 
kí hiệu vị trí của vật trên và vật dưới tương ứng là ¡/¡,1; như trên hình 2.52. 
Hàm lagrange của hệ khi đó là 


L=1T—V 


— THỦ + „miŠ + 2mqu¡ ~ m2 — 2km —i)}“— 2k0 —ì —l2) 
= m(3UŸ 1 lộ) 1 ma[3Mi + va) — sk[(bn — hJÊ + (wà ~ vì — B)!] 
Các phương trình Lagrange 
bộ lá) `. 
dt \ đủ, Đạ¡ 
cho 


2rxì + 2k — kụa — 2rrtg + kh\ — kh , 
n2 + kụa — kựụi = ng + kia. 


GỌI ÿ) = ÿ) + †Tì, 2 = Uạ + Tịa¿. 
Các phương trình trên trở thành 


2m1 + 2k) — kụa =0, 
mỹa + kụa — kụi = 0, 


nêu ta đặt 
đng + kh 4mng + khị + kÌa 
TRYƯN TM“ 5W n ý ự 


fnr= 


97:71. 2800EAẼA686  ..a. 


Chú ý răng 1ì —=Th; a = T]a là các vị trí cân bằng tương ứng của vật 2m và mm 
r, như có thể thây từ các phương trình lực 


mg = k(ì —Ì\), 
mg = k(0›¿ — 9ì — lạ). 


Với một nghiệm có dạng 


vị = Ác“ vý= Beh 


2k — 2rnu? —k (2) ủ 
—k k — mưu? '2 NHANG 


Phương trình đặc trưng 


fa CÓ 





có hai nghiệm dương 


(J)} x(t#—] 
*— Mà VD 


⁄ ` # À £ , z "4 , -.A? ^ Fụ KÀ "5 ^ 
chúng là các tần sô góc ứng với các kiểu dao động chuẩn tắc của hệ. Do 


B 2k-— 2m? 
SEHÁ. “1=. .LkL....E 2 
n P +v2- 


các kiểu dao động chuẩn tắc tương ứng là (_ 1z) và ( »). 
(b) Chuyển động tổng quát của hệ được cho bởi 


—= Acos(+‡ + w@1) + A cos(u_ ‡ + 02) , 
—V2AÄcos(u„‡ + 1) + v2A! GOS(0_† + 2). 


Điều kiện ban đầu là điều kiện ở  = 0 


SUV ra 
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Do đó chuyển động của vật 2z được mô tả bởi phương trình 





| 1 lự 1 Amtg 
+§+3)*=lWS(- )r|*htha SÀN 


b2 


2053 

Ba lò xo không khối lượng có chiều dải tự nhiên là v⁄2 và hệ số đàn hỏi K 
được găn với một hạt điểm khỏi lượng rr và các điểm cô định (—1, 1), (1,1) và 
(—1.—1) như hình 2.53. Chất điểm rm chỉ được phép chuyển động trong mặt 
phăng (r, ụ). 

(a) Tim hàm Lagrange của hệ. 

(b) Tìm vị trí cần bằng bên của vật nêu có. 

(c) Tim hàm Lagrange thích hợp cho các dao động bẻ. 


(d) Đưa vào hệ trục tọa độ chuẩn tắc và giải phương trình chuyển động 
của hạt trong gần đúng dao động bé. 


(e) Vẽ các kiểu của dao động chuẩn tắc. 
(Columbia ) 





(A) (b) 


Hình 2.53 Hinh 2.54 
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Lời giải: 
(a) Gọi tọa độ của vật mm là (z, ). Hàm Lagrange của nó khi đó là 
U=Ti-V 


1 L 
Sgi0n Tin U" 


- 5V =1}? + (w= 1J - v8? 
= sK|V + ÐZ + = 1 - v5Ƒ 
| = sK|Vfz+ 1P + + DP ~ v8. 
(b) Từ điều kiện cân bằng bên 


ðV — ÔV _ 683V 283V 8*V 


8.” 3w” ấm ' ñngy ' Qgế >) 


ta tìm được một vị trí cân bằng bên (0, 0). 
(e) Đôi với các dao động nhỏ, z, g, #, ÿ là các đại lượng nhỏ. Khai triển 7 
và chỉ giữ lại các sô hạng có bậc bé nhất ở các đại lượng nhỏ đó ta có 


1 1 
L= an” + amj? — 4K(7 + 2z + 3y?) . 


(d) Động năng và thê năng của hệ được biểu diễn tương ứng bằng các ma 


trận 
m 0 3K }K 
T=(0 mì: YV=(lK jk}: 


Phương trình ma trận là 


35K — mu? +K Ũ 

2 ¬- 2 hp 
(V ¿2)U = ( 1K $K ){ )=0: 
Để các nghiệm không triệt tiêu ta cần có 


3 2 1 
5K — Truu sK 


1 3 2| =Ũ; 
›K 5K — Truu 








hay 
(2K — maø?)(K — m2) = 0. 
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- .A , , À Ấ 7 “ ` , -ˆ ˆ j 
Hai nghiệm dương của nó cho các tân số chuẩn tắc và các kiêu dao động chuẩn 


tắc tương ứng 
J2K 1 
(1 = —_—=y Ũ\ = ( ) L 
m 1 
/|K 1 
u)2 — _ 2 — Í } . 
Tn, —Ì 


Chuyển động tổng quát của hạt đôi với các dao động nhỏ khi đó là 


1 
0) = A(I) cOS(¿‡ + ý) + m( `) COS(2‡ - #2) , 


trong đó 4, Ö,w2¡, 2; là các hằng số được xác định từ các điều kiện ban đầu. 
Các tọa độ chuẩn tắc được cho bởi 


đa -_- `. ;a;7q) ` 
1,3 
trong đó a;; là các phân tử của ma trận TT. Như vậy dôi với kiểu dao động «¡, 
tọa độ chuẩn tắc là 
§ = Uqmx+x + Ùzrmụ = Uịm(z + 9}. 
Hệ sô không đổi Uzn là không quan trọng và ta có thể lây 
c=z+ự. 


Tương tự cho kiểu ¿›; 
?† = Uqm( — 0) 
và ta có thể lẫy 
Ị =z—ÚU. 
€,r là các tọa độ chuẩn tắc của hệ. 


(©) Với (21 “— \/ T, 
L 


do đó chất điểm dao động đọc theo đường thẳng  = z như trên hình 2.54(A). 
Với J2 — \/ ˆ 


n! 
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và chất điểm dao động dọc theo đường thẳng  — —z như trên hình 2.54(b). 
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Một con lắc đơn được treo vào một con lắc khác; có nghĩa là dây của con 
lắc bên đưới được treo vào vật nặng của con lắc bên trên. Độ đải đây và khối 
lượng quả năng chọn tùy ý, trnm hảm LAg7an6E của hệ. Dùng các góc nghiêng 
mỗi sợi dầy tạo với phương thẳng dứng la các toa dộ suy rộng. Xét dao động 
nhỏ của hệ. Tìm các kiểu đao động chuẩn tắc và các tần số góc tương ứng. Chỉ 
ra rằng với trường hợp đặc biệt hai con lắc hoàn toàn giỗng nhau, các tần số 
đó là (4025), Dưới điều kiện nào của hệ để hệ chuyển đông như một vật 
duy nhất? 

(Goluambiu }) 





Hinh 2.55 


^ 4 ` £ , 3 + ˆ^ `. ` ` SỈ, ® .* " - - 
Gọi mị,r? ¿ là khôi lượng của các vật nặng và ỉ¡, !; là chiêu dai của hai sợi 
đây như trên hình 2.55. Hai quả nặng rnị.rn¿ có tọa độ 


(hH ainfị, —=l coaf), (Hị äinq + fÍ¿sin Đà, —l¡ cos — là cós fÌ;}) 
và tương ứng vận tốc 
(HỦ; cos 8t, liổy sin 01), (HỦ) cos ft + laÖa cos Ôạ. iịỦn gìn ni + l II Ø2 ) 
Khi đó động năng 7' của hệ được cho bởi 
97 ~ mị 87 + mạ| 6) + 1203 + 21ä1a0yÐa cos(0a — Ø))] 
[mị Ê rrta) MỊ 0 + Tnal5 ;03 }2rmalh LạØÊ¿ cos(8¿ — 6t) 


“ [TT + mạ) 0 + tra ỦŠ 32 + 2zmallsÖ) . 
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Và thế năng V dược cho bởi 


2W = —2mmiglq cos 8y — 2mag(lậ cosÔt + Ì2 cos 82) 


l l§ 
= Vạ + (mị + mạ)gÌ01 + maạgla62 : 


Đôi với các dao động nhỏ, ta chỉ giữ lại các số hạng tới bậc hai của các đại 
lượng bé ổạ, 6;, Øạ, ổa. Hàm Lagrange của hệ là L = T — V. Để tìm được các 
kiểu chuẩn tắc ta thành lập ma trận có dạng 
2 
27= Ð»_ M„6;ô; = 'MÔ, 
1=] 
2 
2V = Vạ+ ` Kụ0;0; = Vụ + 9'K©, 
ÿj=I1 


M- ((mì + m)lŸ mạkh); 
malhtba mal2 n^ 


K— (mạ + Tra)gÌ) 0 
0 mạdh 


— (Øị . Ổn 
Xác kẻ) .= (2): 


và ©”, Ô/ lần lượt là các ma trận chuyển vị của ©, Ô. Xét một nghiệm dưới 


đạng 
02\_ (Ai 
hở = #4 cos( + £) , 
ta CÓ | 
(K-ưM)A =0,' 
nghha là 


_ +rna)h(g — hœ?) — —mahilau? ) tì =0. 


—rnahilu? rn2Ì2(g =— l2?) Az 
Để 4, 4; không bằng không một cách đồng nhất ta cân có 


(mị + rna)h (g — Hư?) —rnahilau? K 
—rmmsktau? maÌa (g — l2¿J2) = 


L 
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hay 
mìhl2¿2 — (la + Ì2)(rma + Trr2)gˆ + (mì + mạ)g? =0) 
Các nghiệm dương của nó 


g 
LJ-L — n {(m: +na2)(h + lạ) 


1 
+ (rmỊ + ma) |[m¿(h + lạ)? + nạ (h — DU) Ẻ 
là các tân số góc kiểu chuẩn tắc của hệ, Do 

A0 

ẢÁ› Ủ\ laœ/2 
1 mạ(hị + lạ)? + mị(hh — lạ)? 

"1... 2(h + )2) 1Ế — Ì2) 

2Ÿ rr\ + Tr.ạ 


các kiểu đao động chuẩn tắc được cho bởi 


h1 1 
m = L2 +. Vima(h +b)?+mí(h —B ấm ư 
6a = I 1 1 





x Ái cos(+f +£+) , 


trong đó dâu bên trên và dâu bên dưới lần lượt tương ứng với w., và œ... 
Nghiệm tổng quát là 





1). 0U. 7 vua. A+ cos(u+£ + £+) 


0.= ị —Ìa — 1 |m¿(h + lạ) +rmị(hị — là)? 
h T7:1 + Tra 





ị —Ï L hị +a)? — tạ)? 
+Jh-b 1 Jma(h +) 2+ mộ —b) |. ni 
2h 2H i Tn\ + T2 


6y — Ai cos(._f +ey) + Á_ cos(U_È +e_) , 


trong đó 4, 4_, e¿ và e_ là các hằng số được xác định thông qua các điều 
kiện ban đầu. 


Trong trường hợp đặc biệt với các khối lượng và chiều đài con lắc bằng 
nhau, nị = nạ = mn, lị = lạ = !, tần số chuẩn tắc là 


uJ+ V y2 + v5) : 
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Dể hệ chuyển động như một vật rắn duy nhất ta cẩn có Ø¡ = 9;, tức là 
r) L3 Imạ(h +¿)* +im(h — 12} .Í 
NI. “..x~. \ rrI +} TT Hà. 


hay 
(rmỊ 1 rrạ)(h + lạ) = +vf0mi + m2)2( +lạ)? 4mi(rmị +ma)hl›. 


1o về bên trái đương, đầu bên dưởi của về phải được sử dụng. Hơn nữa, bình 
phương hai về ta có 
hlạrmp(mị +rnv) =D. 


Phương trình này cần có hoặc í¡ = 0, hoặc !¿ — 0, hoặc rmị = Ú. Mỗi trường 
hợp này sẽ làm cho hệ hai con lắc rút về trở thành một con lắc đơn duy nhất. 
Do đó hệ hai con lắc đơn này không thể chuyên động như một vật rắn duy 
nhất. 
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(a) Xét hai con lắc đơn mỗi con lắc có khối lượng zn và chiều đài ! được 
nỗi với nhau bằng một lò xo không khôi lượng và có hệ số đàn hỗi & như trên 
hình 2.56(a), Khoảng cách giữa các chốt quay được chọn sao cho lò xo không 
bị kéo căng khi các con lắc ở vị trí thăng đứng. Tìm các tần số và các kiểu dao 
động chuẩn tắc đôi với các dao động cỏ biên độ nhỏ của hệ này xung quanh 
vi trí cân bằng. 

(b) Xét một hàng vô hạn gôm các con lắc, mỗi con lắc được nôi với các con 
lắc lân cận của nó bằng các lò xo giỗng trường hợp (a) (hình 2.56(b)). Tìm 
các kiểu đao động chuẩn tắc và các tần số tương ứng cho hệ mới này. 

(Columbia ) 





(a] (bh] 


Hinh 2.56 Hình 2.57 
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Lời giải: 
(a) Đặt a la chiêu dài tự nhiên của môi lò xo. Đánh số các con lắc từ trải 
` k ^ ^ z Ầ `. 7” LUA * 5 L¿ « v , 
sang và sử dụng hệ tọa độ có gôc tại vị trí cần băng của quả nặng con lặc thư 


1 và các trục z, đọc theo các hướng nằm ngang và thẳng đứng như trên hình 
2.57. Vậy hai quả nặng có tọa độ 


(sinfØ, /(1 — cosfØ)), (ø + tsin 0», Ì(1 — cos 83)) 
và tương ứng vận tốc là 
(1Ø cos 6y, lồi sìn Ø)), (lô; cos 6z, lÔ› sìn Ø2) 
Hàm Lagransge của hệ là 
L=T—V 


] "`. 
—= sm(É0 + 1203) ~ mgl(2 — cos 0+ — cos 0a) 


1 
ni › kí + tsin Ø› —- (sinØổ) — a)” 


ầ 


Ï.. xi _ 1 l 
am2(0 +02)— gmgI(0) +63) — 5kÍ (0; - 8\)ˆ 


đôi với các dao động nhỏ. 


Các phương trình Lagrange 
“Mua 
dt \Ôgq¡ Ổgq; s 


rnổy + Trugl8 — ki(6; —Øị¡)=0, 
mÌ2ô; -+L rngl0; + ki(0; — Ø0) = 0. 


cho 


Đặt £ = Óị + Øạ,  = 6¡ — 6a. Tổng và hiệu của hai phương trình trên 


lỆ + gỆ = Ö, 
nh) + (mẹ + 2kÌ)n = 0. 


# ` ` ˆ ˆ 2 ‹2 cj ^ XF +» , À l4 , v _ ` 
Do đó £ và p; là hai tọa độ chuẩn tắc của hệ với các tân sô góc chuẩn tắc là 


ị 2k 
VU NGG " J2 — . 
Ỉ Ì  Tn 
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Do 
ôi = 2(£ +), — ða— z(€—n) 
= — T —= — — 
1 2 l) 2 D) T)) ) 
các biên độ u, u¿ của chúng có tỉ lệ 
tUỊ:Ưta=l:Ì1 
cho kiểu dao động ¿J¡, mả đồi với ? = 0, và 


ư„ạ:t¿a—= Ì: —ÌI 


cho kiểu đao động œ¿ mà đối với nó £ = 0. 
(b) Khảo sát tương tự câu (a) ta có 


LẽT_—YỲ 
2 
~ 2k†[(6; — đu)? + (0a — 6a)? + --: 
+ (6a — Øn_1)” + (n+t — Øn)Ê + ‹-+|, 


Các phương trình Lagrange khi đó cho 


"m. 1 
= gmi (8) + Bộ + ‹ịc + đã + +) — -mgl(BP + Bộ + + Đã + +) 


mi2ô„ + rngl0„ + kl?|(0x — 0g—1) — (n+a — 0n)|= 0, 


nghĩa là 
rmlỗ„ + mmg0„ + kI(28„ — 0n+y — 0„_\) =0. 


Do 8„ vẫn hữu hạn khi » — eo, giả sử biển độ dao động thay đổi tuân hoàn 


đọc theo trục z và thử 


Ö„ = Aetena—œt) 


Z $\ Ấ z "1" “4 Ị , L ` £ ^ à # ` 
trong đó "số sóng" c = #*, với "bước sóng" À là sö nguyên lần ø, tức là À = ya, 


p = 1,2,3,.... Thay vào phương trình ta có 


— I8 + 2F 1 — cọc 
TẾ Thư cos(ka)}. 
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^ `à Ä Á 7 ^ vZ Ả >A ` &... `7. 
Một vài tân sô góc chuẩn tắc đâu tiên là đôi với 


" 
Ỉ 
kum 
* 
J 


Gai 


t 
+ 
Œ 
by 


" 
|| 

Lào 
EC 
k^ 
| 
—| 
3| 


s^- 
lÌ 
&œ 
C 
$3 
Ỉ 
——|k> 
-+ 
3l 


p=Á4, (J4 — 


+ 
3| š 


~—~ltS 


Các kiểu đao động chuẩn tắc tương ứng (đôi với p — 1,2,3,4,...) là 


—l 


cl3" 

tậm ‡7 
E 3 ể 
.4 .ä 

e117 "2n 20g 
l l 

tÝm —3LU£ tậm —1† 

4 t1 
P óc Với E 
cả 

1 c117" 
1 
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Xét một hạt khôi lượng zn chuyển động trong trường thế hai chiều 


| 


V{z,9) = 5 


| 1 
kz? + 5Àoz”ˆ + TÀI”. k,Ào,Ài >0. 


(a) Tại điểm (zo, o) như thế nào hạt sẽ ở trong cân bằng bền? 
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(b) Tìm hàm Lagrange thích hợp cho các dao động nhỏ quanh vị trí cân 
băng đó. 


(c) Tìm các tắn số đao động chuẩn tắc trong câu (b). 
(Columbia ) 


Lời giải: 
(a) Điểm tại đó 9V/ôz = 0, 8V/ôy = 0, ð2V/6z2 > 0, ô3V/8y2 > 0 và 


8ˆ*V 37V 
Ôx~ðy 


82V 


là một điểm cân bằng bên của hệ. Đối với thê đã cho ta tìm được hai điểm cân 


bằng bên (/E/A¡,0) và (—/k/À¡, 0). 


(b) V đạt cực tiểu tại một điểm cân bằng bên (zo, uọ). Tại điểm (z, z) lân 
cận ta có tới bậc hai của các đại lượng nhỏ 3 — zọ, 1 — 1o, 


am) 
Ko (z -- zo)Ÿ 
ðz” +0;10 


6?V ô*V : 
(ấy) „ức nu =0 + (âm), | 


1 
V{z,) = V(zo, 1o) + 2 











đỗi với điểm cân bằng ( / X: 0). 
Tính tiên hệ tọa độ tới vị trí gốc mới 


k_nÌ- 
(Vš:9): 
Am. bo 
41 =7 `W Ù —Ù;, 
và lây gôc tọa độ mới làm mốc thế năng. Khi đó 
Ì 
V(x,y)= 2" (z” + 0 s 


và hàm Lagrange của hệ là 
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Tương tự với điểm cân bằng còn lại, ta đặt 


k 
¬ 


và nhận được cùng hàm Lagrange giống thê nhưng với z”,z” thay thê cho 
DOYN TẾ 


(c) Phương trình đặc trưng 


=2 7| =0: 
hay 
2k — mưu? 0 = 0 
0 đóa — mà? s. 





có các nghiệm dương 


J2k Ï kÀo 
(J1 — ng J2 — —_—_——.- 
7n mÀt 


, \ L4 À Ẩ , ^~ M LÁ " ".4+ ˆ tị Lị ˆ K« + , 
Đó là các tân sô góc chuẩn tặc đổi với dao động nho cúa hệ quanh môi vị trí 
cân băng. 
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Một hình vuông bằng kim loại có thể bỏ qua chiều dày, có khối lượng m 
được treo bằng hai lò xo hoàn toàn giỏng nhau tại hai góc như trên hình 2.58. 
Các lò xo chỉ có thể di chuyển trong mặt phẳng thẳng đứng. Tìm các tân số 
của các kiểu dao động chuẩn tắc đôi với các đao động biên độ nhỏ. 

(ÚC, Berkeley ) 


x‹C—œ 


Hình 2.58 Hình 2.59 


š7-ET&LG O( HỌC 
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Lời giải: 

Đặt z là độ dịch chuyển theo chiều thẳng đứng của khôi tâm của miếng 
kim loại tính từ vị trí cân bằng và 6 là góc quay của nó trong mặt phẳng thẳng 
đứng chứa các lò xo như trên hình 2.59. Miêng kim loại có momen quán tính 
là ¿zzs?, s là chiều dài của cạnh của miếng kim loại vuông. Với góc Ø bé, độ 
giãn của lò xo là z + ‡sØ và z — 3sø. Do đó động năng và thế năng của hệ là 


1 1 . 
T'= -m+?+ —mna20” , 


2 12 
ÂN II NG 
(z+ 250) + (z- 59) | 
trong đó k là hệ số đàn hồi của các lò xo, lẫy vị trí cân bằng làm mốc thê năng 
và hàm Lagrange là 


lÌ 
V= —mgz + 2È 





j=Í iy = ` t2 ~ ¡ama 20? + 7ngz — k (z + a6) Ặ 


2 
4 (86) 8E - 
đt \ đài Ôg, - 


nz + 2k+x — rng = 0, 


Các phương trình Lagrange 


cho 


1 An: 

ams”8 + 2ks”8 =Ú: 

Đặt z' = z — 5 và ta có thể việt phương trình đầu tiền như 
m#” + 2kzˆ =0. 


Do đó z và 0 là tọa độ chuẩn tắc của hệ với các tần số góc chuẩn tắc tương 
ứng 
2k 3k 
1 = {( —, (2a —= \| —. 
T\ Tr 


2058 
Một hình câu nhỏ có khối lượng rn và bán kính r, được treo như một con 
lắc giữa hai bản tụ điện phẳng như trên hình 2.60 bằng một thanh không dẫn 
điện chiêu dài ¡. Hai bản tụ được nỗi đất và điện thế của hình câu là V. 
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Hinh 2.60 


Hình cầu bị dịch chuyển một đoạn A+. Tìm tản số của các dao động nhỏ 
và chỉ rõ với những điều kiện như thê nào của điện áp V thì các dao động đỏ 
xảy ra. Sử dụng các gân đúng thích hợp để đơn giản hóa tính toản. 

(UC, Berkeley ) 
Lời giải: 

Giả sử rằng khói lượng thanh cách điện và bản kính của hình cầu là rất 

nhỏ và có thể bỏ qua. Điện tích của hình cầu là 


{ — 4mreur VÝ ` 


eu là hằng sô điện mỗi của không gian tự do. Sử dụng phương pháp ảnh, các 
lực tương tác giữa các bản tụ và hình câu giông như lực tương tác giữa các 
điện tích của hình cầu và các ảnh của nó nằm đối xứng ở các vị trí như trên 

` L4 ` = , 4 . ° + " M ^ ~ 
hình 2.60. Lay trục z là trục năm ngang có góc tại vị trí cần băng. Động năng 
và thé năng của hệ lần lượt là 





AC — smử? : 
¿ 
{ l L 
Ve=- na (1 — cos8 
TỰ lyxa; + RE z| +rruÏ{(1 — cos 8) 
q7 2b 


= mm ‡ rngÌ(1 — CO8 8) â 


'.Ổ xui 
ñ—-w?”g\ `” "g 


Với + nhỏ, + ~ i6, 
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và hàm l.agrange của hệ là 





“ ử 4I202 
L=T-V= 2m8 + á= (: + )- 2 mgl0. 


27£qb b2 
Phương trình Lagrange 
4 (0L _ ðE _a 
đt \ gộ g8 - 
cho mm: 
rri128 — AR 2Ó + mạÌ8 = 0). 
TrÊu h3 


, bà £ £ "1 # - " ` 
Do đỏ tân sö góc của các dao động nhỏ là 


"¬ la 42 1 - lạ 864meor?V : 
= V Í— mrạrnb3 - Vì m3 
Điều kiện để các dao động như thể xảy ra là s; phải là số thực, nghĩa là 
“=—— 
2 ị qnh? 
\ 64regr?Lˆ 
h | | | l 
| | | 
| L | k 
|: » Mì Ï +s Fì* + | “ | % | 
Tr† rr†fhrTrfrr 
| | I [| | 
| l Ị | 
có Ít hH TÍ 
E———?9 bu ơn 2s —— 
| 
F—*: 2x ————== ni MHNGG: 
Hinh 2.61 


Chú ý rằng nghiệm trên chỉ là gần đủng do chính các ảnh cũng tạo thêm 
ảnh, một số trang chúng được chỉ ra như trên hình 2.61 mà cũng phải được 
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tính đến. Do đó thế đo tương tác tĩnh điện là 


42 «- 1 1 2 
=3) '—.--._.... 
4m£o (2n— 1)b_— 2+  (2n—-1)b+2x~x 2mb 
¬a bất 4z? 1 
K E— TH — 1)ô (2n — 1)2b2 2nb 
—.< 1 1 4z? 
27£ob —“|[\2n 1 3n (2n — 1)3È 


_ qˆ Đ 412028 
2rzqb b2 


“2 man 2= Tan | 


n—]1 





ñ 





| 


VỚI 


Nó có thể cho 
g 64zcor2V28 
Ì mmb3 


Ù = 


` -À .ˆA ˆ” Là ^ 
và điều kiện đề có dao động 


| gmnb3 
V ƒ]=— 
E 64repgr?L8 


Chuỗi 8 hội tụ rất nhanh. Với cực đại n = 3, Ø = 1,05 và sô thập phân thứ ba 
vẫn không thay đổi khi cộng thêm nhiều SỐ hạng hơn nữa. Do 8~3 = = 0,98, 
tính toán hai ảnh cho ta một gần đúng tỐt. 
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Một vành tròn nhẫn và đồng chất có khối lượng M và bán kính a lắc trong 
một mặt phẳng thẳng đứng quanh điểm O tại đó nó được treo tự do với một 
giả cô định, Một hạt khối lượng zn trượt không ma sát trên vành tròn. “í 
hiệu độ nghiêng OC (trong đó Œ là tầm vòng) so với đường thẳng đứng hướng 
xuống là ¿. 


(a) Tìm các phương trình chuyển động theo Ø và œ. 
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` , H » ` , —xv ˆ Lc T4 ⁄ re. 7, 
(b) Tìm các tân sô đặc trưng và các kiểu đao động chuẩn tặc dối với các 
dao động bé quanh vị trí cân bằng bền. 
(Chicago ) 





Hình 2.62 


Lời giải: 
(a) Momen quán tính của vành tròn đỗi vỚi Ola 
1= Ma?” + Ma? = 2Ma2. 
Sử dụng hệ tọa độ như trên hình 2.62. Tọa độ và vận tốc của hạt B lần lượt là 
(œ sin Ø + a sin Ø, —a cos Ø — ø cOs @), (aÖ cos Ô + gó cos ý, gổ sin 0 + a¿ sìn 2). 


Hàm Lagrange của hệ là 
đ„ấ) [ _ : 
ULT—V= Ma*0? + ama”|0” + #ˆ + 2độ cos(6 — @)] 


+ Mqa cos 0 + ngo(cos 8 + cos ÿ}) 


1 . 1 - 
~ 22M + m)a?0? -H ama `¿” + na 92 cos(Ø — w} 


+ (Mf + m)ga cos Ø + nga cos @ . 


Các phương trình Lagrange cho 


(2M + m)aÖ + ma¿ cos(0 — @) + ma¿@Ÿ sìn(0 — #@) + (M + m)gsin 8 = 0, 
gỡ cos(Ø — @) + qj — a8? sin(0 — 2) + gsinw =0. 
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(b) Với các dao động nhỏ, chỉ giữ lại các SỐ hạng tới bậc hai ở các đại lượng : 


nhỏ 6, ¿, 9, ¿, từ các phương trình ở trên ta có 
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ñ+ “+ö=0. 
Với nghiệm có đạng 9 = 4 exp(i¿#), @ = B exp(2œ¿), các phương trình trên trỏ 


thành 
M+m \ g 2 mui? 
hp Bứ8nc.. 
(ng) g e| 2M + , 


—ˆ?A+ Ề =u?]B=0. 
ũ 
Để có các nghiệm khác không định thức của các hệ số phải triệt tiêu. Như vậy 


M ưu — .. (z⁄? se 2) =0 
q ` 


a 


hai nghiệm dương của nó là 


_¬.. He TT) 
LỔ V2a' Dâu M jJa 


` / À Ầ ? ở » ^ ` Z../ ˆ 2 
là các tân số góc đặc trưng của hệ đôi với các dao động nhỏ. Do S= —y —], 


Lá Ẫ.- , ø ` °”.Á? L4 x. Áở #, 6” 
ta có đôi với u = ơạ, 3 = 1 và kiểu chuẩn tắc (), đôi với  = d2, § = — xưm 
` vụ P4 e4 1 : 
và kiểu chuẩn tắc (_ +.) . 
(1 
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Một vật khôi lượng rn và điện tích ạ chỉ có thể đi chuyển không ma sát 
trong mặt bên trong của hình nón có góc mỏ 2ø. Một điện tích —a được cô 
định tại đỉnh của hình nón như trên hình 2.63. Hệ không nằm trong trường 
trọng lực. Tìm tần số dao động nhỏ quanh quỹ đạo cân bằng của vật chuyển 
động theo ¿o, vận tốc góc để cho vật chuyển động cân bằng bên trong hình 
nón. Giả thiết ø < c do đó bức xạ là không đáng kể. 

(UC, Berkeley ) 
Lỡi giải: 

Sử dụng hệ tọa độ như trên hình 2.63. Trong hệ tọa độ Descartes, zn có 

tọa độ (r cos ø, r sin @, z), hay, đo z = rcotgơ, (r cos ý, 7 sin ø2, rcotgœ), và vận 
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Hình 2.63 


(7 cos @ — r2sïn ø, ? Sìn ¿ + r2COSs (2,7COtEdŒ). 


Hàm L.agrange của hệ khi đó là 











] : 3 « 
L=T—V-= m(?? + r?¿Š + ?° cot?œ) + q _SIn@ 
2 47zp T 
l : 3. TC 
-= —Trt(?2 csc? œ \ r2?) + đq “8ì | 
_ Ả4ncọr 
Các phương trình Lagrange 
dỉ ls _ ØL ố 
dị gi, Ø4; có 
cho 
2 „ _ { Sinœ 
tr? CSC“ œ — TH) + ——x= 
47£nT 
mr“¿ = J (constant) , 
hay, kết hợp các phương trình trên 
" *sin øœ 
Ty csc” œ — kó=ữ. (1) 


Cơ học giải tích 579 
Đôi với quỹ đạo cân bằng 

;”=Ù. ? Tữi Ò = 00 ‹ 
các phương trình trên trở thành 


Jˆ q” sin ơ 


K) 
tra 


ˆ 4mr£oTq 
Đôi với các dao động nhỏ xung quanh quỹ đạo cân bằng, đặt r = rọ + £, trong 
đó £ < rọ. Khi đó 


và phương trình (1) trở thành 


-  g2sin°œ 
mỆ + Ông 


Lá £ , , ˆ 5 ` 
Do đó tân số góc cho các dao động nhỏ là 


g2sin" œ ¬ 
@Ø = 4Ì ———na — ỦaSÌn ơ, 
4Tr£ornTro 
do 
J2 g2 sìn œ 
Èo =\Í— z1 “\Í.' 
rn2rÄ 4£qrnr3 
Ũ 0 
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Một bánh đà có momen quán tỉnh 7 quay xung quanh tầm của nó trong 
mặt phãng năm ngang. Một khối lượng mm: có thể trượt tự do đọc theo một 
trong các nan hoa và được gắn với tâm bánh đà bằng một lò xo có chiêu dài 
tự nhiên ¿ và hệ số đàn hỏi k như trên hình 2.64. 

(a) Tìm biểu thức cho năng lượng của hệ này theo r, #, và momen động 
lượng . | 

(b) Giả sử bánh đà ban đầu có vận tốc góc không đổi Ôg và lò xo có độ 
dãn ổn định r = rọ. Sử dụng kết quả trong câu (a) để xác định liên hệ giữa 
. Öạ Và rọ và tần số của các dao động nhỏ quanh câu hình ban đâu này. 

(MIT ) 
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Hinh 23.64 


Lời giải: 
(a) Gọi r là khoảng cách giữa ¿na và tâm và # là vận tốc góc của bánh đà tại 
thời điểm !, Hệ có momen động lượng 
J = ÏÐ +mr°0 


và năng lượng 


l sx. 1 su. „ Ì . 
Ứ+V=-~i0 + ni(t +20?) + 4 —# 


; 2 
M” mm. ; 
= ————- + ~nư"” + -k(“— HẺ, 
2(Ï + mrˆ) )MM DĐ. 


(b) Hảm Lagranse của hệ là 


Jl.... Ä 1 usa Ì 
>7 -V“*”“ 210 : 21T” . am 0° shự tị + 


“« _~ 


Các phương trình Lagransge 


cho 


téÈ — tnrỦˆ + k(r—l) =0, (1) 
(1 + mr*®)8 = hãng SỐ =, 


hay, két hợp hai phương trình 


`} 
rnrưe 
NI — ——— 


T Lm + kít — L) ST}, (2) 


Cơ học giải tích 581 
Ban đầu, ? = 0, r = rọ, 0 = ©ọ, J = (I + mr2)Ôa. Đôi với các dao động nhỏ 
quanh câu hình cân băng này, đặt r = rọ + ø, trong đó ø < rọ. Do 
mr.J° ¬ rmn(rọ + ø)J? 
(T + mr3) “SE mnr2 + 2rnrap)” 


mrọ.}? ( Ð 4znrop } 


— (T+mr‡)}? rọ  l+ mr2 


H mrọJ? Ị đmrổ — 1` p 

` (+ mrà) l + mr§ j To 

___ mroJ? 3mr§ — Ï 2 

ha Sỹ H40” là 
Tụ ụ 





đ sẽ mr 


mo.JŸ 2 
(1+ mr¿)? — rm7o©)§ — k{ro = Ù \ 


phương trình (2) trở thành 


— —z- |()á|p=0DÖ. 
Bì la ( l + mưổ 1 Ẽ 


Do đó, với điêu kiện 7 phải thỏa mãn 


Ï — Ämrˆ k 
((EEf)n<E 
Ï + mr§ mm 


^~ La ^ rÁ ` Ä #v* bà Ầ # 
hệ sẽ dao dộng quanh câu hình ban đâu với tân số góc 


'k. /3mr2—~T\ .„ 
n= la : Ca) Qỷ 
? Ï + nư§ 


sau một nhiễu loạn nhỏ. Chú ý phương trình (1) cho ta 





: kỉ 
0= YÝ..rv 7. 
k— m9 
tức là rọ bản thân nó có liên hệ với Oạ, 
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Ba chất điểm (hai trong số chúng giống nhau) và các lò xo không khối 
lượng (hằng số #v) nôi chúng với nhau và bị ràng buộc chuyển động trong 
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một ông không ma sát bán kính 7ƒ. Hệ nằm trong trường hấp dẫn (g) như 
trên hình 2.65, Các lò xo có chiều đài bằng không tại vị trí cân bằng và các 
chất điểm có thể di chuyển qua nhau. Sử dụng phương pháp Lagrange, tìm 
các kiểu chuẩn tắc của các đao động nhỏ quanh vị trí cân bằng của hệ và mô 
tả từng kiểu dao động đó. 

(ÚC, Berkeley ) 





Hình 2.65 Hình 2.66 


Lời giải: 

Sử dụng hệ tọa độ Descartes (£, ) như trên hình 2.66. Khôi lượng thứ ¡ cỏ 
tọa độ (/?sin 8. /?(1 -- cosØ;)). Với đao động nhỏ các tọa độ này gân đúng là 
(I0;, ‡ 202), hay (z¡, ‡r?) với r, = R6;. Do đó, bỏ qua các số hạng có bậc lớn 
hơn hai ở các đại lượng nhỏ zr,,#;, ta có động năng và thế năng của hệ là 


... ủy s ĐC Ñ Q 

T= am] + aM#; + nm‡ ' 

V= _K( —#¿} + _ Kí: —#¿)” + cm(xỶ +zã) + _Mz} 
2 đi 2 2 2 h) 9 đi 3 3! 3ì 


và hàm Lagrange của hệ là 


| l l 


s— Ì /,„, THỢYN,.s 2a, ;. Mĩq\ » : 
Ễ (& + P ) (z¡ +1) d : (sx + R) Tạ — K(T172 + 1214)| - 


Cơ học giải tích 583 
Các phương trình Lagrange cho 


mãi + (K + CC }m — Kra =0, 


M 
Mãy + (3K + TẾ) sa = Km + sa) =0, 


Tn2a + (K+ T2 )za — Køa =0. 
Đặt 
+; — A;e*' 


ỏ các phương trình bên trên ta rút ra phương trình ma trận 


K+“#- mư° —K 0 Ti 
—K 2K + J4 — Mu? -K 2 =0. (1) 
0 —K K +” - mu? 4a 


A' — 7 z .ÃA ` ˆ 1» ,Á 5 À À, ^ ^ 7 
Đề có các nghiệm mà không phải tật cá 4; đều bằng không ta cân có 


K+~* -mu” —K 0 
—K 2K + “8 — Mư? -K =0, 
0 —K EK + T - mư? 


.ÃA ˆ ^ 5 r +v Z Ằ Ấ z ; „Ai „ “ > ^ 
ba nghiệm không âm của nó là các tân sô góc của các kiểu chuẩn tặc của hệ 





M 
KÁI — (3K + TU? ~ Me#  Áy + KAs =0. 


Các phương trình này cho đỗi với œø Áa — —4, Aa=0; 
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đôi vớius:  JByạ=fñ,  “ =ảm; 
Bì 
¬ C 
đôi với GU) G3 =I. = dương. 
] 


Do đó ba kiểu dao động chuẩn tắc tương ứng là 


Án Bì €n 
Đ (l6 B›; |, Ca 
—Án Bị Cì 





É- si 1 1 1 
PB... `. 
? È M 3l ' mÃT * M2 I “C 
1 7m ] 1 1 
1) =I`. “.ẽ 5... 
Sn A7 TỦ mg 5njƒ Ai | 








"°. cc. LÊ 
ta? Ha pc... 
3: _- 1h c—” 
Hình 2.67 
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Trong lý thuyết về các đao động nhỏ người ta thường sử dụng hàm La- 
grange có dạng L = 7' — V, trong đó 


N N 
T= `_ q77, V= »» g¡iÖ¡7q; „ 
1,J—] t7=l 


Các ma trận A = (a;;) và B = (b;;) là thực và đôi xứng. 


(a) Chứng minh rằng A đương, có tính xác định nghĩa là 


x†Ax>0 
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đối với một ma trận cột x tùy ý. Chứng minh rằng thông thường trị riêng của 
ma trận này lớn hơn hoặc bằng không. Chỉ ra rằng ta không cần quan tâm tới 
các trị riêng bằng không của nó. 


Lá - À + 5 ˆ^ s 
(b) Chứng minh sự tôn tại của ma trận A”?, 
(c) Đưa vào tọa độ mới , qua biểu thức 


trong đó S là ma trận N x N. Chỉ ra răng có thể chọn S sao cho A và B được 
chéo hóa. Giải thích các phần tử đường chéo của ma trận chuyển vị B. 
(SUNY/ Buffaio ) 
Lời giải: 
(a) Theo định nghĩa 


1 : 
= g2, mv‡i >0 
k 


trong hệ tọa độ Descartes. Sau phép biên đổi tuyến tính 


+k— #k(đ1, Q2,... ;@N) Ù 
nó trỏ thành 


Lá) 
T=Ð dajdj, 
17 


nhưng vẫn lớn hơn hay bằng không (> 0). Dưới dạng ma trận 


T=dA4, 
trong đó 
ứ 
. đ2 
J1 -‹ 
ẬN 


: 1œ ˆ ` , "` ^ˆ ~” - , '. H ` * ` ` , 
đầu chư thập là kí hiệu ma trận chuyến vị. Do các vận tốc 7¡,22,... và từ đó 
⁄ ˆ Ấ ˆ M > ` ` + F4 
các vận tốc suy rộng ở, ởa,... là tuy ý, ta có 


TP=xÌAx>0 


đối với một ma trận cột x bất kì. Có nghĩa là A xác định dương. 
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Giả sử x„ là vectơ riêng của A với trị riêng À;. Theo định nghĩa 
Ả%ự = ÀaXcg ¿ 
trong đó A„ là một số thực đo A là đỗi xứng và thực. Khi đó 


N 
= = _. 2 
xAXg = XÌ ÀgXg — AaXÌX¿ =Àa › Tại - 


;s=l 


Do biểu thức lớn hơn hay bằng không như chỉ ra ở phần trên, nên các trị riêng 
„30: 

Nếu À„ = 0, thì sẽ không xuất hiện đao động đôi với kiểu đao động tương 
ứng, khi đó nó không làm ta quan tâm. Các bậc tự do của dao động đơn giản 
giảm đi một. 

(b) Để các ma trận A#? tổn tại ta cần có 


det [LA| >0. 


Một ma trận thực đôi xứng có thể được chéo hóa bằng ma trận trực giao S, 
nghĩa là ma trận mà đôi với nó S§ = 7, với I là ma trận đơn vị 


SỈAS=^ÀA, 
trong đó À là các phần tử ma trận có đường chéo À¿z = À¿ô¿;. Kí hiệu |A| cho 
định thức det |A |, ta có 


N 
[AI = |AlIS}|IS| = I8ÌAS| = lAI = []2^; > 0 
t—=l 


bằng kết quả trong phản (a) (bỏ hết mọi A=0). Do đó A*2 tổn tại. 
(c) Đưa vào các tọa độ mới 6;, qua biểu thức 
¬/ 1 
qị — 3% (A?8)j8; : 
TÍ 
trong đó S chếo hóa A là ma trận trực giao. Xét 
1 ‹ Ñ› s2 
T=j'Aäả=(AT?S0)ÌAA-?Sô 
= Ø0'SI(A~?)!AA~3§ð. 


Cơ học giải tích S87 
Do A là ma trận đôi xứng thực, AÌ = A và 
(A3)! =(AD) 2= AT2, 
phương trình trên chuyển thành 
T = öÌS!Sð = ð 1ô. 
Tương tự 
V =q'Bq =Ø}SÌA-?BA~280. 
Do A, B là ma trận đối xứng thực, 
(A-?BA-?)! =(A-?)!'BN(A-?)!=A ?BA-Z?. 
A~5BA”? là ma trận đổi xứng thực và có thể chéo hóa bằng ma trận trực 


giao S§. Nền ta có 
N 


N 
Ti 3 Đị, V= B0), 
J=I 


J=! 


trong đó B; là các thành phần đường chéo của ma trận chéo hoá A~3BA-2, 
nghĩa là 
(SỈA-?BA~?S) = Bjỗi;. 


Hàm Lagrange là 
N 


L=T-V=® (0—B¿8?) 
j=1 
và các phương trình Lagrange 


l1 


Suy ra : 
6; + B;0; = 0, =1) 2v2w2wlV°e 


Do đó ðB, là bình phương của các tần số góc chuẩn tắc u; của hệ. 
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Một máy điều tốc kiểu quả câu văng câu tạo gồm hai khôi lượng zn nỗi các 
thanh có chiều đài / khôi lượng M như trên hình 2.68. Cơ hệ bị bắt buộc phải 
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quay quanh trục trên đó vật Af có thể trượt lên trượt xuống không ma sát. Bỏ 
qua khỗi lượng của hai thanh và sức cản của không khí và giả thiết bán kinh 
của vật A/ là nhỏ. Giả sử đâu tiên trục quay bị buộc với vận tốc góc uụ. 

(a) Tìm chiều cao cần bằng của vật A/. 

(b) Tìm tần số của các đao động nhỏ xung quanh giá trị đó. Giả sử rằng 
trục quay bầy giờ có thể quay tự do. 

(c) Tân số của dao động nhỏ có thay đổi không? Nêu thay đổi thì tỉnh giả 
tYị mới. 

(Princetan ) 





Hình 2.68 


Lời giải: 

(a) Sử dụng hệ tọa độ quay cỏ trục + nằm trong mặt phẳng chứa các thanh 
của máy điều tốc như trên hình 2.68. Trong hệ tọa độ nảy các vật m,m và 
A7 lẫn lượt có tọa độ (—!sin 9,Ú, —l cos ), (Isin8.,0.—tcos Ø), (0.0, 2lcos 0). 
Trong hệ tọa độ cỏ định với cùng gốc và trục z vận tốc được cho bởi 
F' = # +ư xr, trong đó œc = (0.0, uy). Do đó vận tốc tương ứng là 
(—1Ø cos 8, lu sin 0, lô sin 8), (IØ cos Ø, — lớp sin 8, i0 sin 8), (0.0. —219 sin 8). Như 
vậy động năng, thê năng hàm Lagransge của hệ lần lượt là 


T —~ ml?u¿ sin? 0 + tmai202 + 21202 sìn? 0, 
V = —2ingLcos 8 — 2ÄÀfgLcos f, : 
[L =T— V — ni sìn? 8 + rnl202 + 2A1128°sìn? 0 + 2(ÁT 1 m)gl cós Ö. 


Cơ học giải tích 589 


Phương trình Lagrange 


khí đó cho 
2(m + 2M sin? 6)18 + 2M162 sìn 20 — mu sìn 26 + 2(rn + M)g sin 0 = 0. 
Tại vị trí cân bằng, ổ = 0, Ø = 0, Ø = Øạ và các phương trình trên trở thành 
mÌ ưu sin 28g = 2(m + M)g sin Ôo . (1) 
Giải tìm ẹ ta thu được hai vị trí cân băng 
(0) đo = 0, 
(m + À1)g 


(1) cos Øg = - h 
mu 


Khoảng cách của vật A⁄ tới đỉnh của trục ở hai vị trí cân bằng lần lượt là 


() 2? cos Øa = 21, 


_ M 
(H) 2Ì cos Ủo = CÀ 140D. l0 si 5 j8, 
TrnuJ§ 


(b) Khi 6o = 0, máy điều tốc sập lại và không có đao động. Xét trạng thải 
cân băng cho bởi (¡). Đặt Ø' = 6 - đo, suy ra 0 = Ø'. Với các dao động nhỏ, 
6° < 8a, 


sin Ø % sin Øọ + Ø6“ cos ổạ , 
sìn 2Ø  sin 20g -L 2Ø” cos 26 . 


Phương trình chuyển động nêu chỉ giữ lại các sô hạng bậc nhất của các đại 
lượng nhỏ 0”, ø, 8ˆ và sử dụng (1), sẽ trỏ thành 


(m + 2M sìn? 0g)18ð' + [m + ÁM)g cos 0a — ru cos 26ạ]0ˆ = 0. 


Do đó tần số dao động là 


f= 1L J(m+ Mf)gcos Øo ~ miu cos 20ọ 
2T" (m + 2M sin? 6a) 





(c) Ta có thể chờ đợi tân số dao động khác đi do vận tốc góc «¡¿ ở phương 
trinh trên là tùy ý. Đặt ¿ là góc quay quanh trục. Thay ¿ = ÿ vào hàm Lagrange 
ta có 


L = mÌÊ2° sin? 0 + mi282 + 2M1262 sìin? 9 + 2(m + M)gl cos 9. 
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Các phương trình Lagrange cho 


@sin? Ø = c (một hằng số) , 
2(m + 2M sin? 0)18 + 2M187 sin 29 — ml¿? sìn 26 + 2(m + Mf)g sìn 0 = 0, 


kết hợp ta có 


(rn + 2M sin? 6)1ð + MIÔ? sìn 28 — mlc?< 





ễ-†«(3: 1/jgiiBiP =0. (2) 


Kr 
Tại vị trí cân bằng, Ø = 0, Ø = 0 và 9 = 6ạ, được cho bởi 
8 
mịc—= = (m + Mĩ)gsin 8ọ . 
sn” đo 


Đôi với các dao động nhỏ quanh 6a, đặt Ø = Øạ + Ø', trong đó 0“ < 6g. Do 


2 COS „2_ 008 6g — Ø' sìn Øp 
=' tri C ằẶ 
sin 6Ø (sin Øo + Ø' cos Øg)3 





cos Ổạ 


mÌc 2 





=- = — Ø tan Ôn — 36” cot đọ) 


1+2cos”Øp` „„ 
— (m + M†)g sin Øp h _= T) ớ : 


phương tnnh (2) trở thành 


(1 + 3cos2 Ổ0) ø„ 
cos đọ 


(m + 2M sin” 6q)I8' + (m + M)g =0. 


⁄# P £ , ˆ 7 ` 
Do đó tân số của các dao động nhỏ là 


(m + M)g(1 + 3 cos? 6g) 


1 
Mê 2m (m + 2M sin? 6o) cos 


2065 
Một hạt khôi lượng A⁄ chuyển động dọc theo trục z dưới ảnh hưởng của 
thê năng V(z) = —Kzexp(_—az), ở đây K và ø là hằng số đương. Hãy tìin vị 
trí cân bằng và chu kì của đao động nhỏ xung quanh vị trí cân bằng đó. Cũng 
xét các trường hợp khi K và/hoặc ø là âm. 
(Princeton ) 


Cd học giải tích 501 
Lời giải: 


Khai triển thế gắn điểm zạ 
8V 1 /Ø2V 
=V cu = =hỈ —#o)2+... 
V(z) (zo) + s ), ( — #o) + 5 Lạ ' (z — #o)“ + 
Đối với zọ là vị trí cân bằng, 


ôV `. 
(2y), = Keo D) f9 =0, 


suy ra 

1 

To = —. 

a 

Do a8 
V 
= aK(2 — azg)e  “?° = : >Ũ, 
8zˆ jv, 


^ j ` Ä 
cần bằng là bên. 
Đặt 


1 
C=z~#o=#—~ 
a 


và lẫy zo như mực so sánh của thế năng. Khi đó thê năng tại £ là 


1 /8°V K 
V()=5 (ma) ?——@, 


Hàm Lagrange khi đó là 


=m-v-= là _ “Ã¿ 
L=T-V=;MỆ— -—€°. 
Phương trình Lagrange 
TA 
dđ+\ôc/'Ô 6ˆ- 
cho ra = 
MỆ+ ——€ =Ũ: 


Phuơng trình này cho thấy rằng tần số góc của dao động nhỏ xung quanh vị 


trí cân bằng là 
aK 
@œ) =—= — 
V Me 
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và chu kì là 
27 Mc 
n=. “CC 


Ầ k . ` `. Õˆ ˆ , ` ` , ” ˆ r% , 
Nêu cả hai ø và K là âm, khi đó øK là đương và các kết quả trên vẫn đúng. 
( 2 ^ `. .ỖẺˆ 4 ` , 
Nêu chỉ một trong ø, X là âm thì khi đó 


82V 
(m7), <0 
+ +0 
có nghĩa là thê tại cần bằng là cực đại và cân bằng là không bên. Do đó đao 


động không xảy ra. Điều đó cũng có thể thấy từ phương trình chuyển động, 
chúng có thể cho w ảo. 
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Một hạt khối lượng mm chuyển động dưới tác dụng của trọng trường trên 
^ Ẳ ~ « ` ` 2 5 ` » Ự, 
một bề mặt nhãn phương trình là z = zÝ + Ý — zy, trục z là trục thăng đứng, 
trỏ lên trên 
(a) Hãy tìm phương trình chuyển động của hạt, 


- ` À £ + - ˆ Xư + # 4 , ˆ 2 
(b) Hãy tìm tân sô của kiểu đao động chuẩn tắc đôi với các đao động nhỏ 
xung quanh vị trí cân bằng bền. 


(c) Nếu hạt được dịch chuyển nhẹ khỏi vị trí cân bằng và sau đó, tỉ số của 
các dịch chuyển z và phải là như thế nào để đảm bảo chỉ kiểu đao động 
chuẩn tắc tần số cao hơn được kích thích? 

(Wtconstn ) 
Lời giải: 
(a) Khi 


z=z”+ˆ—#U, 
Z = 2+z1z + 2UÙ — tụ — xù = 1(2+z — ) + 0(2 — z). 
Hàm Lagrange là 
L=T-V 
= "ni" + ÿ? + #?(2z — g)° + ÿ2(2v - +)? + 220(2z — w)(2w — z)] 


2 
— mạa(zˆ + w? — x). 
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Các phương trình lagrange là 


cho ta 


TI# + 2z — sử + Œ@r — )(2w — z)| 

= 9?°(2r — y)}— *(2y 7T) + 23?0(2 — +) - +?ÿ(2+T — t) — 2g+z + qu ) 
ÉysEN--sg shậa - )(2w — ?)| 

= 20”(2u - z) — # (3+ — u) + 2‡ÿ(3x — y) — +0(2u — +) — 2gụ + g+ - 

(b) Khi = 


ị gV 
1 rmq(2T — 9), Øy — rng(2 — + 


cân bằng xảy ra tại điểm góc (0,0). Với đao động nhỏ xung quanh gốc, z, ý, #. ÿ 
là các đại lượng nhỏ và các phương trình chuyển động giản ước thành 


+ + 20£— gự = Ö 
Ự + 2g — gxz =0. 


Khi xét một nghiệm theo kiêu 
+ = toe""”,  = yụe"" 


ta tìm thây phương trình đặc trưng 


các nghiệm dương của nó 


= w› „2 = VJ3g 


^ + £ z , .ˆ ˆ - “ › ˆ “,ồ +  èò ` 
là các tần sô góc của kiểu dao động chuẩn tắc của hệ. Chú ý rằng do ưạ, œ¿ là 
+ 4 ˆ ^ v ` ^ 
các đại lượng thực nên cân băng là bền. 


(c) Do | 
U0o _ 20g— 
T0 g 
để kiểu đao động tần số cao hơn được kích thích ta cần _ = —1. Do đó các 


dịch chuyển ban đầu của z và cần phải bằng nhau về độ lớn và ngược dẫu. 
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Chú ý rằng dưới điều kiện đỏ kiểu dao động tần số thấp hơn, vốn đòi hỏi 
Uo/za = 1, không được kích thích. 
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Một câu trúc cứng bao gồm ba que không khối lượng được nói tại một 
điểm gắn với hai chất điểm (khôi lượng mỗi chất điểm là +) như hình 2.69, 
với 4H = BC = L, BD = l,góc AD3D = DDBC - 0. Hệ cứng này được dd 
tại điểm 2 và đu đưa qua lại, với một biên độ dao động nhỏ. Tần sô dao động 
bằng bao nhiều? Giới hạn ! bao nhiễu để dao động là bên? 

(CUSPEA ) 





Hinh 2.69 


Lời giải: 

Câu trúc đao động trong một mặt phẳng thẳng đứng. Lây mặt phẳng dó là 
mặt phẳng zz/ như chỉ ra trong hình 2.70 với gốc tọa độ tại điểm đỡ D và trục 
hướng thăng đứng lên trên. Ta có 


A4AD >=CD=b=vL?+i?—-92LIcoa0 , 
và các góc giữa 4Ð và CD với phương thẳng đứng tương ứng là œ + ¿, œ — ¿, 
ỏ đây œ = 8 + ự, ý được cho bởi 
b | 


_—_ ——~ ..—-—=———— 


snØ  sinU ` 
lự Ấ - + + ˆ 
Các khôi lượng rn\, ray có các toạ độ 


(—bsin(œ + ø), —bcos(œ + #)), (bsin(œ — #), —bcos(œ — #)) 


Cơ học giỏi tích 






Hình 2.70 


và tương ứng vận tốc 


(—bð cos(a + ø),bởsin(a + £)), (—bÈeos(œ — ø), —b@sin(œ — #)) 


Như vậy hàm Lagrange là 


L—T - V =rnb°‡ˆ + mgh[cos(a + ø) + cos(a — @)| . 


Phương trình Lagranse là 


khi đó cho 


2rnb°ö + rrrgb|gin(œ + ÿ) — sin(a — #)| =0. 


Với dao động nhỏ, << œ và 


sin(a + #) = sina + cos œ, 


do đó phương trình chuyển động rút gọn thành 


b2 + 2g cos  = Ú, 


suy ra tân số góc là 





So 
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Do 
COS œ —= Cos(Ø + ÿ) = coSs ổ cos ¡ — sin ổ sin 1Ù 
". ...x.e =...—. 
=rÍ b2 — Ì“sin“Ø cosØ — Ìsìn 0) 
1 
—= _(kcosØ - Ì), 
b 
ta có 
g( cos 8 — Ì) 
—W F2+I]3—21IIcos8 ` 
Bỏi vì 
87V 
2 = mgb[cos(œ + ÿ) + cos(œ — }| 


= 2mgbcos œ 
tại vị trí cân bằng œø = 0, các đao động là bên nếu cos œ > 0. Điều đó đòi hỏi 
ÙLcos0 -¡ >0, 


hoặc 
l< Ùbcos8. 


3. CÁC PHƯƠNG TRÌNH CHÍNH TẮC HAMILTON (2068 -2084) 
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Một bộ điều tốc kiểu quả răng dùng cho cơ lưu nước gồm hai quả cầu, mỗi 
quả khôi lượng zn, được gắn bằng bốn cần có khớp nỗi, mỗi cần dài ¿, với các 
ông lỗổng nằm trên một thanh thẳng đứng. Ông lỗng dưới có khôi lượng ÄM⁄ 
và momen quán tính không đáng kể, và trượt tự do lên, xuông không ma sát. 
Ông lỗổng trên được gắn chặt vào thanh. Hệ bị buộc quay với vận tốc góc ư 
không đổi. 

(a) Hãy chọn toạ độ thích hợp và viết hàm Lagrange và Hamilton đôi với 
hệ. Bỏ qua trọng lượng của cần và thanh, bỏ qua ma sát. 

(b) Thảo luận chuyển động. 

(c) Hãy xác định chiều cao z của ông lỗng so với trên vị trí thấp nhất của 
nó, như hàm của u đối với chuyển động dừng. Hãy tìm tân số của đao động 
nhỏ quanh chuyển động dừng đó. 

(Wisconsin ) 


Cơ học giải tích 507 
Lời giải: 


(a) Bộ điều tốc được chỉ ra như ở hình 2.68 của bài 2064. Dựa vào toạ độ 
như được chỉ ra và sử dụng các kết quả đã nhận được ở đó, ta có 


L=T—V 
rmnÌ?,¿2 sìn? 6 + rnÌ282 + 2 M1282 sìn? 8 + 2(n + M)gl cos 8. 


Hàm Hamiilton là 
H =Đpa— L 


Với động lượng suy rộng ø¿ được định nghĩa như sau 


öL 


= —x =2(m + 2Msin? 6)128. 
89 


Do 
Như vậy 
H = Ôpạ — mÌ2¿? sin? 8 — (rn + 2M sìn2 9)1262 — 2(m + M)gÌ cos 6 


¬ 
=~. ... 73... M)gl cos Ø 
Am +2Msin260)/2— ” 8s" KIN ý II UPPETEEO 


(b) Phương trình Lagrange 





cho 
2(m + 2M sin 0)1ð9 + 2M16Ẻ sin 28 — mu? sin 20 ¬ 2(m + M)g sin 0 = 0. 


Chuyển động dược thảo luận trong bài 2064. Tóm tắt, M sẽ đao động lên 
xuống trên thanh thẳng đứng xung quanh vị trí cân bằng được cho bởi 


(c) Tại cân bằng, M⁄ có toạ độ z là —2/ cos đọ. Do đó chiều cao của nó tiên 
điểm thắp nhất là 


2] — 21 cos 0g — 2l h = —- 


mÌu2 
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Tân sô góc của các dao động nhỏ xung quanh vị trí cân bằng là (Bài 2064) 


(mm + Mf)g cos Øo — rnÌuJŠ cos 2Ø 
(mm + 2M sin? 6g) 


m.sỉnˆ Øg 
Tn + 2M sin^ Ôn 


HÀ) 


Q\= 


c5 . 
sin“ đa = I ni.2 
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Xét hai hệ vật thể bao gồm (1) chất điểm zn và (2) một khôi rắn quay kích 
thước giới hạn và khôi lượng M (xem hình 2.71). Khôi quay ) là một vật thể 
cứng mật độ đồng nhất, có trục đôi xứng, và giông như chất điểm m, nó tự do 
chuyển động. Hãy thảo luận về chuyền động của hệ này nêu chất điểm bị hút 
về mỗi phân tô của khối quay bằng lực Culông hay lực hấp dẫn. Trong thảo 
luận trả lời một số câu hỏi sau: 

(a) Hệ có bao nhiêu bậc tự do? 

(b) Hệ tọa độ nào có thể là thích hợp? 

(c) Lập hàm Lagrange (hay hàm Hamilton)? (Viết nó ra hoặc nói cách bạn 
có thể viết.) 

(d) Tương tác giữa hạt và khôi quay phụ thuộc vào toạ độ nào? 

(e) Bạn có thể suy ra bao nhiêu hằng số chuyển động, và ý nghĩa vật lý 
của chúng thể nào? 

(Ð Quỹ đạo nào của hệ này rất giỗng với quỹ đạo của hai chất điểm? Hãy 
mô tả bản chất khác nhau (nhỏ) của chúng. Bản chất chuyển động của khối 
quay so với khôi tâm của nó là gì? 

(WIsconsin ) 
Lời giải: 

(a) Hệ có 9 bậc tự do, 3 thuộc về chất điểm m và 6 thuộc về khối quay 
cứng. 

(b) Người ta có thể lây toạ độ suy rộng như sau: 3 toa độ z, y, z mô tả vị 
trí của m„ 3 toa độ X, Y, Z mô tả vị trí của khôi tâm của khối quay cứng, 3 


Cơ học giải tích s99 


3s 


/⁄ 
2“ 
/ 
Hình 2.71 


góc Euler ¿, 9, mô tả sự quay đối với khôi tâm của khôi quay, trục đỗi xứng 
của khôi quay được lây như trục Z' của hệ toạ độ nghỉ của khối quay. 

(c) Động năng của hệ bao gồm ba phần: động năng của chất điểm rm và 
động năng tịnh tiên và động năng quay của khối quay cụ thể, 


T>=7Tị+ Tạ+ 1a, 
với 


1 
1ì = sm(4° + ỳ? + z”) h 


1 . . 
T› = sM(X? +Y?+Z2, 

n lì 1; 0 1 
Tà = 2 (621,2; 03) lạ lạy 0 22 | y 


0 0 1¿ (23 
ở đây 2,22, 2a liền hệ với các góc Euler (bài 1212) bởi 
0 = Ô cost + @¿sin Ô sỉn 1Ú, 
w¿ = —Ôsin tý + @sin Øcos t , 


¿3 = @coS Ô -† Ủ, 


và tenxơ quán tính ứng với khôi tâm của khôi quay với trục Z7 theo hướng trục 
đôi xứng. Tính toán thế năng thì phức tạp hơn. Hãy tưởng tượng một chuỗi vỏ 
cầu mà tâm là chất điểm zn và xét một vỏ bán kính trong và ngoài tương ứng 
là r và r + dr. Thế gây ra đo tương tác Culông giữa phần tử đM⁄ của khối quay 
trong vỏ và chất điểm là 

€GzndM 


äV = 





ở đây G là hằng số hắp dẫn. Khi đó thế năng toàn phần của hệ là 


V=-Gm | ST”. 
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Hàm Lagrange của hệ,  = 7 — V, khi đó có thể nhận được. 

(đ) Tương tác gia chất điểm và khối quay phụ thuộc vào X — z, Y — , 
Z—¿z, và 0. 

(e) Do tương tác được bảo toàn và không gian là đồng nhất và đẳng hướng, 
các hẳng sô chuyển động là năng lượng 7 + V, momen động lượng toàn phần 
của chuyển động quay (một trong ba thành phần) và động lượng toàn phân 
(một trong ba thành phân) của hệ. 

(0 Khi chất điểm và khối quay chuyển động tách rời nhau, các quỹ đạo của 
chúng sẽ rất giỗng quỹ đạo của hai chất điểm. Sự khác nhau bắt nguồn từ sự 
kiện là đối với khối quay khối tâm và tâm lực hấp dẫn không trùng nhau. Do 
đó momen quay của lực hâp dẫn quanh tâm khối khiển cho khôi quay xoay 
quanh khối tầm của nó. 
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Một môtơ làm quay một trục thẳng đứng gắn với một con lắc đơn dài ! 
và khôi lượng ru, như hình 2.72. Con lắc bị buộc chuyển động trong một mặt 
phẳng. Mặt phẳng này được mỏtơ làm quay với tốc độ góc œ› không đổi. 

(a) Hãy tìm phương trình chuyển động của chất điểm mm. 

(b) Giải phương trình chuyển động, rút ra vị trí của chất điểm như là hàm 
của thời gian đôi với mọi khả năng chuyển động của hệ. Trong trường hợp này 
sử dụng gần đúng góc nhỏ. 


(c) Tìm tần số góc của mọi kiểu dao động. 

(d) Tìm biểu thức cho momen quay mà môtd phải cung cấp. 

(e) Năng lượng toàn phân của hệ không đổi với thời gian? Hàm Hamilton 
là không đổi với thời gian? Hãy giải thích ngắn gọn. 

(UC, Berkeley ) 

Lời giải: 

(a) Sử dụng toạ độ quay như ở hình 2.72 với các trục z và z trong mặt 
phẳng dao động của con lắc. Trong hệ quy chiều này khói chất zw có toa độ 


(sin 0.0, —‡ cos 8) 


` ˆ K 
va vận tốc 


(1Ô cosØ0.0, lổ sin 9). 
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mỗtơ 





Hinh 2.72 


„ sÃ ^ š Z “ bì _ ` 
Trong hệ quy chiều cô định r có vận tốc bỏ sung là 


( % r = (0,0,2) x (Isimm0,(0,—} cos ) 
= (0, sint0.0).. 


Do đó hàm 1.agrange của hệ là 


lÏ 13%^+2 ] ỉ . .. Š 
b5 - V < an°8° + am” gìn? Ð ~ gi cos 8. 


— | — — =\) 
dt \ 00 0o 


Ũ + Ắ - #' CO8 0) sini — 0. 


Phương trình I.agrange 


khi đó cho 


(b) Để căn bằng, Ø — 0. Phương trình chuyển động cho vị trí cân bằng sau 


—— mm". 1. 
Øi —~Ö; › = arCCOS Ẫì 


Với đao động gắn 4¡ — 0, trong gắn đúng góc nhỏ phương trình chuyển 


động rút gọn về 
0) + d ~—.ứí ;4 x.— 
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Nêu œ < +/Ý, cân bằng là bển. Ø là điều hòa và có thể được biểu thị bỏi 
Ø(t) = Á¡ cos(OÖ£ + @t), 


ở đây 4, ¿¡ là các hằng số cần xác định từ điều kiện ban đầu, và Q = 
⁄‡ —ư? là tần số góc của dao động góc nhỏ. Nếu  > + cân bằng không 
là bền. 

Đôi với đao động gân 62, đặt 0 — 0; + o, ö đầy œ < 6¿. Phương trình 
chuyển động khi đó với gần đúng bậc nhất là 


ở + Ệ — J2 CoS Ổ› + ¿2 sin 6; (sin Øạ + œ cos Ø2) = 0, 


hay 
ở + au2sin? 8ạ = 0. 
Nghiệm là 
œ(£) = A¿scos(Ôs‡ + ÿ2) , 


ỏ đây Q¿ = œsin Ø› = ¡_+VI2u4 — g2 là tần số góc của đao động nhỏ quanh 6a, 
Áa, œ› là hằng số được xác định từ điều kiện ban đầu. Do đó 


6(‡) = Áacos(Os‡ + ¿¿) + 0a. 


(c) Với đao động góc nhỏ quanh 6y, tân số góc là 0 = , /3 — „; và xung 


quanh 6;, Q¿ = r-/12u4 — g2. 


(d) Momen xung lượng quanh trục z là 
J = mÌ sìn 9 - lsin Ø -  = mmÌ]Šu sin? 9. 


Vì thế momen lực môtơ phải cung cấp là 


dđ.J đ8 
M =-—-= 2 SỈ —, 
m mÌ“œ sin(28) nh 


k 


ỏ đây đôi với 9 các biểu thức nhận được trong phân (b) phải được sử dụng. 

(e) Động năng trong hệ quy chiều cô định, 7, không phải là hàm bậc nhất 
cuả vận tốc suy rộng, do đó cơ năng không được bảo toàn. Về mặt vật lý, 
một con lắc bị buộc phải dao động trong mặt phẳng quay. Như vậy ràng buộc 
không phải ràng buộc ổn định và cơ năng không được bảo toàn. Mặt khác, 
không phải là hàm hiện của :, hàm Hamilton được bảo toàn. 
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Lưu ý rằng trong khi trong hệ quy chiếu cô định cơ năng không được bảo 


toàn, do hệ là hệ chỉnh hình không ốn định và toàn bộ lực ngoài là bảo toàn, 
nên năng lượng suy rộng #j được bảo toàn. Ta có 


Trong hệ quy chiếu quay cô định với môtơ, do lực ly tâm tưởng tượng 


| 8V 
2 ì — — ——>——__——— 
Đá? ÿng PP nu D05 
do đó thể năng là 
L2 2:2 
V= ~nmi œ@“ sin“ 8 — rngÌ cos 8, 


năng lượng toàn phân là 
l1 s2 ` 
sm1?9 +V=H= hằng số. 


Vì vậy, hoặc cơ năng được bảo toàn hoặc không phụ thuộc vào việc chọn hệ 
quy chiều so sánh. 


2071 
Tương tác cổ điển giữa hai nguyên tử khí trơ, mà mỗi nguyên tử có khôi 
lượng n, được cho bởi thể 


V(r) =—“c +. A,B>\0, r= |rt — T2 - 
r r 


(a) Hãy đưa ra hàm Hamilton đối với hệ hai nguyên tử. 
(b) Hãy mô tả đầy đủ các trạng thái năng lượng cổ điểm thắp nhật cuả hệ 
này. 
(c) Nêu năng lượng là hơi cao hơn năng lượng thấp nhất [phần (b)], thì 
các tần số có thể của chuyển động của hệ sẽ như thế nào? 
(WIsconstrn ) 


®%.8T&L6 CƠ HỌC 
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Lời giải: 
(a) Khối tầm của hệ được cho bởi . = 5( +r2¿) = (Z,W,z), khối lượng 


rút gọn u = c”— = 5, Và khối lượng toàn phần là M' = 2m. Đặt r = rị — rạ. 


rr+rn 


Khi đó động năng của hệ là 





bà 1. 
T= ;M† + ct 


1 š 1 : 
= sMR' + 2uữ + r?82 + r?¿@ sin” 0) 


và hàm Lagrange 
L=T7T—-V 


2A 8B 


1 b; c2 5 1 „2 222 DA) 0o 0à) 
= sM(“+ựử +¿)+ su + r8 + rˆ¿”sìn” 8) + Tg — Ta - 


L ˆ ` ` ” ˆ L Lị ” Ầ ˆ ˆ ˆ 
ở đây r,9, ¿ là toạ độ cầu của hệ quy chiêu có định tại khôi tâm. Động lượng 
suy rộng là 


8L : öL — vự. — 3L ~ : 
Pe= ác = Mã, Pụ= ay = Mã, Pz= say =Mz, 

3L : äðk 2 öL 3...9 
Dr Đỹ HT, | Đo 8ô HT Ù, Đụ ô¿ HT @5In 


Hàm Hamilton la 
H= »_ Điúi — LÙ 
F 


= 2 ứ: +7y +02) 12 Dr + y2P9 T  2en2gPe “n6 1 n2 
(b) Trạng thái năng lượng thập nhất tương ứng với p„ = Dụ = Ðz = D = 
Đe —= Đ„ = 0 và một rọ cực tiểu hóa 
2A Ð 
„.., 


kÃ N...nằ2 =( 
dit r6 r2) 3 


ta nhận được rọ = (/4)$ như là khoảng cách giữa hai nguyên tử với trạng 
thái năng lượng cổ điển thắp nhất. Đôi với trạng thái này năng lượng của hệ 
là F 
N=——. 
B 


Cơ học giải tích 605 


(c) Nêu năng lượng chỉ cao hơn năng lượng thấp nhất một chút và các bậc 
tự do tương ứng với z, g, z, 8, vần chưa bị kích thích (py = py = ?; = Ppạ = 
0y = 0), thi ta có 


Đo 


hàm Lagrange là 
4 


=- — 1x3 „(ÁN 4... A0 2 
Le V = pH? 364 (2) (r — ro) = su 36A (Š) Ø6 ) 


ỏ đây ø = r — rạ < rọ. Phương trình Lagrange cho ta 


Do đó 
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Xét chât điểm m bị buộc chuyển động trên mặt câu bán kính P.. Không có 
bát kì loại ngoại lực nào tác dụng lên chất điểm. 

(a) Số các toa độ suy rộng cần thiệt để mô tả bài toán là bao nhiêu? 

(b) Chọn và việt hàm Lagrange của hệ. 

(c) Hàm Hamilton của hệ như thê nào? Nó có được bảo toàn không? 

(đ) Chứng tỏ rằng chuyển động của chất điểm là đọc theo một đường tròn 
lớn của hình cầu. 

(Columbia ) 

Lời giải: 

(a) Do hạt bị buộc chuyển động trên mặt cầu, có hai bậc tự do và do đó 
cần có hai toạ độ suy rộng. 
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(b) Chọn (,) của toạ độ câu như toạ độ suy rộng. Khi không có ngoại 
lực, V = 0. Hàm Lagrange của hệ là 


l sự 4 
L=T= m2 = 2mR°(0” +@ sin? 9). 
(c) Do ø¡ = đàn ta có 


Đạ = m.R?9, Đụ = m.R”¿sin? 6, 


và 





1 1% 
H= 2—Ù=>——. |7? — ]- 
Døổ + ng 2m.R2 Ề kộ T) 


Vì hàm Hamilton #⁄ không phải là hàm hiện của thời gian, nên nó là hằng số 
của chuyển động, hay nói cách khác, nó được bảo toàn. 
(đ) Phương trình Hamilton 


cho ta 

Dạ = ¿sin?Ø = hằng số . 
Ta chọn hệ toạ độ (, œ@) sao cho để điểu kiện ban đầu là ¿ = 0 tại ¿ = 0. Khi 
đó hằng số trên là 0 tại mọi thời điểm ¿sin2 Ø = 0. Do ø không bằng không tại 
mọi thời điểm thì ¿ = 0, hay ¿ = hằng số, chuyển động của hạt là dọc theo 
đường tròn lớn nhất của hình câu. 
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Một ông nhẹ, hình chữ U được chứa một phân thuỷ ngân (tổng khối lượng 
` ° ^ : : xa gA k ` Ắ .. 

là A7, khôi lượng trên đơn vị đài là 2) như ở hinh 2.73. Ông được lắp sao cho 
nó có thể quay quanh một trong hai chân thẳng đứng. Bỏ qua ma sát, khôi 
lượng và momen quán tính của ống thuỷ tỉnh, và momen quán tính của cột 
thuỷ ngân trên trục quay. 

(a) Hãy tính thê năng của cột thuỷ ngân và mô tả chuyển động khả dĩ của 
nó khi ông không quay. 

(b) Ông được cho quay với vận tốc góc ban đầu uạ và với cột thuỷ ngân 
đứng yên và dịch chuyển zọ từ vị trí cần bằng. 


1) Viết hàm Lagrange của hệ. 
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2) Viết phương trình chuyển động. 


3) Những đại lượng nào được bảo toàn trong chuyển động? Cho biểu thức 
của các đại lượng đó. 
4) Mô tả chuyển động một cách định tỉnh càng đầy đủ càng tốt. 
(Witsconsir ) 





C—§ 


Hinh 2.73 
Lời giải: 

(a) Đặt z là khoảng cách của đỉnh cột thuỷ ngân từ vị trí cân bằng của nó. 
Giả thiết một ngoại lực ˆ' tác dụng lên đỉnh đi xuống của cột thuỷ ngân làm 
cho nó đi xuống từ từ một khoảng dz. Khi đó F = 2øzø và công nó thực hiện 
là 

31W = Fdz: = 2:pudz . 
Công này được trữ như thể năng đV. Do đỏ thê năng của cột thuỷ ngân là 
V' = øøz?. Nêu ông không quay, cột thuỷ ngân sẽ dao động quanh vị trí cần 
băng và hằm Iagrange của hệ là 
| 
L .= 302” = 0g2ˆ ' 
ö đây s = ( + 2h. Phương trình Lagrange cho ta 
s+—:=Ô. 
§ 


Do đó cột thuỷ ngân sẽ dao động với tân số góc 


¡= J2 = [_ 29 
— Ws \WI+2h' 


(b) Hệ có hai bậc tự do khi Ông chữ U quay. z và góc quay 0 được lẫy như 
toa đỏ suy rộng. 
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1) Ta có 
1'= ›p(h — z)¿? + s9 | + z?8?)d+ + 2p(h +z)(22 + 292), 
V = pgz”, 
như vậy hàm Lagrange là 


1 | L : 
L=T—V= 20si2+ Sp(š +h + | Đổ? ~ ng. 


2) Các phương trình Lagranse 
d(08L\À_ 6L _- n 
đt \ đại Ổqạ, - 


l= 
3 + 2gz — "4a >> U„ 








cho ta 


Ì : ` . 
Ø ( +h+~+ z) ¡”9 = hăng sô. 
Do øạ = " phương trình cuỗi cùng có thể viết như pạ = hằng số. Với điều 
kiện ban đẫu Ø = ưọ, ¿ =0, z = zọ tại f = Ö, ta có 


| 
Đ = BÍ +h+tza) an. 


3) Hàm Hamilton của hệ là 
H = p;¿ + pạ0 — L 


1./. san: 7 | . 
= =Øøsz”+=p|[>+h+z]!?9? + pgzˆ =T + V, 
2 2 \ỏ 

trong đó p; — Sb = øs¿. Như vậy H bằng năng lượng toàn phân của hệ. Theo 
biến chính tắc ta có 





2 P› 
z. Đa + ogz7 : 


= =5, 
2ps_ 2(3+h+z)p2 


Do H không phụ thuộc vào ¿ một cách tường mình nó là hằng số chuyển động, 
cộng với hằng số 


p = p(g +hè¿ Đồ. 
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Khi sử dụng điều kiện ban đầu đã cho ta thu được 
Lối | 
H= 2 (g+h+s) 0Ì?u§ + 0g%0 : 


4) Chuyển động của cột thuỷ ngân bao gồm hai thành phẩn. Một thành 

À ` ` 7. Á FÁ Z L Z7. ` # + „ 
phân là quay cùng với ông. Vận tôc góc của sự quay thay đổi cùng với chuyền 
động lên xuông của cột thuỷ ngân. Khi z tăng sự quay chậm lại và ngược lại, 
để giữ momen xung lượng quanh trục đứng là không đổi. Thành phần kia là 
chuyển động của cột thuỷ ngân trong ông. Phương trình chuyển động theo z 
là 

A 


5Z + 2øgz = —————— ,. 
(+h+z) 


2 b- 2 ` ^ FA 7+ ? ` ;, —R > Ẻ 
ở đây A —= sp là một hăng sô. Nói chung, có ba vị trí cản băng tương ứng 
với ba nghiệm của phương trình 

A 


2g> = ———— . 
(+h+z) 


À A + ˆ , —ˆ^ + ^ - ; ˆ ? .” LÃ œ ` ^ 
Gần môi vị tri cần băng, cột chịu các dao động nhỏ. Giá thiết răng z¡ là một 
trong các vị trí cần băng, có nghĩa là 

A 


2gz›= —————. 
(+h+a)” 


Đôi với các dao động nhỏ đặt z = z¡ + z', ở đây z' là một đại lượng bé. Phương 
trinh chuyên động trỏ thành 


- T 2 Vi 
3Ÿ +2gz = ——————— y 
Ị 
(§ +h+ Z1). 
nó cho tần số góc của đao động là 
2 2A 
Q=,/““+ 


8 s(§+hdn) 


Do Ø là thực, các vị trí cân bằng là bên. 
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Một hạt đưới tác dụng của trọng lực trượt trên bề mặt trong của một 
paraboloit tròn xoay nhắn có trục thẳng đứng. Sử dụng khoảng cách từ trục, 
r, và góc phương vị ý như toạ độ suy rộng, hãy tìm 

(a) Việt hàm Lagranse của hệ. 

(b) Các động lượng suy rộng và hàm Hamilton tương ứng. 

(c) Phương trình chuyển động của toạ độ r như hàm thời gian. 

(đ) Nêu ca = 0, hãy chứng mình rằng hạt có thể thực hiện các dao động 


nhỏ quanh điểm thấp nhất của paraboloit, và tìm tân số của những đao động 
đó. 


(Columbia ) 
Lời giải: 
Giả thiết paraboloit tròn xoay được tạo ra bởi một parabon mà trong toạ 
độ trụ (r, ¿, z) được biểu diễn bởi 


z— ÁAr?, 


ở đây A là hằng số đương. 
(a) Hàm Lagrange của hệ là 


1 
tUL=T—-V= nm(† + r¿” + 2”) — Tngz 
1 l 
= sm(1 +4A?r”+?”+ 2Tnr 2” — Amgr?. 
(b) Các xung lương suy rộng là 


3L 
Đr = —— = rn(1 + 4A?r?)#, 
g3? 


2 Lj 
= — =rnr“¿, 
Đụ 8¿ L4 
Và hàm Hamiilton là 


H = prï + ĐạÓT— Ù 


1 L 
= sm(1 +4A”r?)??+ amr 0” + Amarˆ 
3 2 
—== _ + Amgr? . 


2m(1+4A?r2) ` 2mr2 
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(c) Các phương trình Lagrange 


ti tua 

dt \ Đỏ; " 

cho ta 
rm(L + 4A2r?)# + Am.A?r†? — rwxr~¿2 + 2ÁAmagr = 0, 
mm? = hằng SỐ. 


Khi đặt hằng số là z„h và khử bỏ ¿ khỏi phương trình đâu tiên, ta nhận được 
phương trình đổi với z là 


(1+ 4A?r?)rŸ? + 4A?r1?2 + 2Agrˆ = hẺ. 
(d) Nếu ¿ = 0, thì phương trình thứ nhất của (c) trở thành 
(L+4A?r?)? + 4A?r?? + 2ÄAør =0. 


Diểm thấp nhất của paraboloit được cho bởi r = 0. Đôi với các đao động nhỏ 
trong lân cận của nó, r, #, £ là các đại lượng nhỏ. Khi đó với gần đúng bậc 
nhất phương trình ở trên trở thành 


r + 2Ägr =0. 
Do hệ số của r là dương, hạt thực hiện chuyển động điều hòa đơn giản quanh 


r = 0 với tần số góc 
u —= V⁄2Ág. 
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Một điện tử phi tương dối tính khỏi lượng zn, điện tích —c trong một 
manheton hình trụ chuyển động giữa một dây bán kính a dưới điện thể âm 
-óg và vật dẫn trụ đồng tâm bán kính # tại thế 0. Có từ trường không đổi 
đều B song song với trục. Sử dụng toạ độ trụ r, 6, z. Các thê vectơ điện và từ 
có thể được viết như sau 

ìn(r/R) 1 


@ = "In A = D278 


(es là vectơ đơn vị trong hướng tăng 0). 


(a) Viết các hàm Lagrange và Hamilton. 
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(b) Chứng minh rằng có ba hằng số chuyển dộng. Viết chúng ra và thảo 
luận các loại chuyển động có thể xảy ra. 

(c) Giả sử rằng điện tử rời dây trong với vận tc ban đầu bằng không, có 
một giá trị của từ trường B, như thế nào để với Ð < B, điện tử có thể đạt tới 
trụ ngoài, và với 8 > B„ điện tử không thể tới trụ ngoài. Tìm ;, và phác thảo 
quỹ đạo cúa điện tử cho trường hợp này. 

Có thể cho răng R 3> a. 


(Wisconstrn ) 
Lời giải: 
(a) Irong hệ SI, hàm Lagrange là 
LCT—V= 2 mử? + có ếE + A.- 
bê | 
t—(7.rổ,2), — AÁ =(0, sBr,0), 
hàm trên trỏ thành 
L giềt . 
1= an +02 + ¿7) + có — 2°Br°ô : 
Động lượng suy rộng là 
+ ¬- 3L 
Pr” nạ” TH, Dộ= ly — mrộ—  eDr2, Py= ay = mã 


Và hàm Hamilton là 
H =prr + pạ0 +?;z — Ù 


= „m(? +29 + ¿?) — có 





2 1 2 5 
`... (m + se?) tiệt — cÓ 


] | : 
Sẽ. sa (+ 2enr) ii — có. 


(b) Khi Hï không là hàm hiện của thời gian, nó là một hằng số chuyển 
động. Ngoài ra do 
.. 8H 
: — Ôq; 5 
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nêu # không chứa g; một cách tường minh, thì p; là một hằng sô của chuyển 
động. Từ đó pạ, ø; là các hằng số chuyển động. Một cách tường minh, 


1 1 ï 
+ (E+jrm) ri — e¿ = E, 


— Đm 
2ø Ì 2 
Pe = n8 ~ neDr =ng 


Đy = Trà = C2, 


ở đây E, C¡, Cs là các hằng sô. 
(c) Điều kiện ban đầu r = øa, ? = Ô = £ = 0 tại t = 0 cho ta 


È = -cộ = cóa, €\ = ~neBa?, Cạ =0. 
ĐÐz = Cạ = 0 nghĩa là không có chuyển động theo trục z. J = # cho ta 
l 2 1 : aNˆ In(®) 
— —=eœB ch =- 
mm | Ít )É c) th mà lá 


Giả thiết một giá trị /„ của từ trường sẽ chỉ khiến cho diện tử đạt tới hình trụ 
ngoài. Khi đó, do p„ = 0 tại r = R, biểu thức trên cho ta 








Tại r = ft, p„ được cho bởi _ 
Ì li. đỊ : 
= -eBR 
2m ii (šen ) 


: Bì =(E?— nh (1egÌ 
Đ; = 2mecóo — seBh = (B— Bˆ) 2° 


p là thực tại r = P nêu B < B,. Do đó dưới điều kiện này điện tử có thể tới 
trụ ngoài. Nếu 8 > ạ, py là ảo tại r = R và diện tử không thể tới trụ ngoài. 
Với trưởng hợp sau quỹ đạo của điện tử được phác họa trên hình 2.74. 





hay 
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"= 
Hình 2.74 


2076 
Xét hàm Lagrange 
h= am(¿3 — 02r2)evt 
đôi với chuyển động của chất điểm zn trong một chiều (+). Các hằng số rn, + 
và „ là thực và duơng. 
(a) Tìm phương trình chuyển động. 


(b) Giải thích phương trình chuyển động bằng cách nêu các loại lực mà 
chất điểm chịu tác dụng. 


(c) Tìm động lượng chính tắc và từ đó xây dựng hàm Hamilton. 


(d) Hàm Hamilton có phải là hằng số của chuyển động? Năng lượng có 
được bảo toàn không? Giải thích. 


(e) Với điều kiện ban đầu z(0) = 0 và #(0) = 0o, z() tiệm cận đến cái gì 
khi ¿ —¬ œ? 


(Wisconstr ) 
Lời giải: 
(a) Phương trình Lagrange 


4 (2D\ _ 
dt \Ô1 Ôr _ 
cho phương trình chuyển động 
#+u + = —*+z+. 


(b) Hạt chuyển động như một dao động tử điều hòa tắt dẫn. Nó chịu một 
lực hồi phục —znu¿2z và lực làm suy giảm —zn+# tỉ lệ với tốc độ của nó. 


Cơ học giải tích 615 


(c) Động lượng chính tắc là 


và hàm Hamilton là 


H =p¿—h 
1 
— me?!+2 — 1 mexta2 + —me*t2x2 
2 2 
Ea đu | 


lai 78p. Y.. 
5m + D TT) .Ể 
(ÓC Vì H phụ thuộc tưởng minh vào thời gian, nên nó không phải là một 
hằng số chuyển động. Điều đó suy ra năng lượng củng không được bảo toàn. 
Về mặt vật lý, trong quá trình chuyển động, lực làm tắt dân thực hiện liên tục 
công âm, gây nên tiêu tán năng lượng. 


(e) Thử một nghiệm kiểu z ~ e!9t, Thay thế vào phương trình chuyển 
động cho ta 
Q?—;¿y+Q— ưu? =0, 


nó cho các nghiệm 


he 2xx v28). 


Do đó 
z = Ảcexp 50+ V*ề = k2) | + Đexp -so — V3? ~ 4„>)t 


Các điều kiện ban đầu z = 0, ở = tạ tại ‡ = 0 cho ta 








: Lô) 
B=-A, A=-————. 
+2 — 42 
Nêu + < 2u, đặt 3 /y2 — 422 = i\. Khi đó 
bô, £ U Lo, 
— — - e—5(e ai ¬ e⁄n®) = BÀI A5 sin(a1£) 
2121 Œ] 


do đó z — 0 khi t — œ. 


Nếu + > 2, thì cả hai ++ +2 — 4/2 đều là thực và dương do đó sẽ không 
có dao động và z sẽ giảm đơn điệu tới 0 khi ¿ — œo. 
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2077 


Một hạt bị giam ở bên trong một cái hộp và chỉ có thể chuyển động dọc 
h 7 ' ^ 2. SA zx. ,Ấ ^ › “4 .Ấ 
theo trục z. Các vách hai đầu chuyển động tới tâm với tộc độ nhỏ so với tốc 
độ hạt (hinh 2.75). 


(a) Nêu động lượng của hạt là pọ khi các vách hộp ở cách nhau một khoảng 
zụ, tìm động lượng của hạt ở thời điểm bất kì sau đó. Va chạm với vách là hoàn 
toàn đàn hồi. Thừa nhận trong suốt thời gian tóc độ của hạt nhỏ hơn rất nhiều 
so với tốc độ ánh sáng. 

(b) Khí các vách ỏ cách nhau một khoảng z ngoại lực trung bình phải đặt 
vào mỗi vách là bao nhiêu để nó chuyển động với vận tốc không đổi V? 

(ÚC, Berkeley ) 





Hình 2.75 


Lời giải: 

(a) Xét va chạm của hạt với một trong các vách. Khi va chạm là hoàn toàn 
dàn hồi, các tốc độ tương dỗi trước và sau va chạm là bằng nhau. Nếu hạt là 
hạt tới với vận tốc u và phản xạ lại với vận tốc z' và vách có vận tốc V hướng 
tới hạt, thì ta có 

+ V=ư —V, 
có nghĩa là 
ư =u+2V. 
Như vậy sau mỗi va chạm, độ lớn của động lượng hạt tăng thêm một lượng 
2mV, mm là khối lượng hạt. Khi các vách ở khoảng cách z, do V nhỏ hơn nhiều 
so với tốc độ của hạt, nên quãng thời gian giữa hai va chạm liên tiếp là 


p là động lượng hạt. Độ thay đổi động lượng trong thời gian đ¿ là 


ởp = 2mvSt = CÀ so, 
T km 
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Khi các vách chuyển động lại với nhau với vận tốc V, 
+ =Zđo — 2Vt, 


đo thời gian từ thời điểm z = zọ. Khi đó 


Do ø = øọ khi đó z = zo, tích phân của nó cho ta 


_ Po7o _ P070 


+ Zọ — 2Vt† ` 





(b) Xét va chạm của hạt với một vách. Động lượng hạt đạt được là 
p + 2mV - (—p) = 2p + 2mnV . 


Khoảng thời gian giữa hai va chạm liên tiếp với vách đó là 


2 2+m 
=1 sẽ. 
(ñm) P 
đo đó độ thay đổi động lượng gây ra do va chạm với vách trong thời gian đ/ là 
đị 


Từ đó 
dp _ (p+rmV)p _ p` _ Pq*à 


đt +n xm  rmnz3 
do # >> V. Đó là lực mà vách tác dụng lên hạt. Để giữ vách chuyển động với 
vận tộc không đổi, lực cùng giá trị phải tác dụng vào mỗi vách. Bài toán cũng 
có thể được giải nhờ sử dụng hình thức luận Hamiiton. Sử dụng hệ quy chiêu 
gắn vào một trong các vách, thí dụ vách bên trái. Như ở hình 2.75, hạt có vận 
tốc —#: — V. Hàm Hamilton là 


2 2 ;aC 
=... 322 TC... 00 
VÿP THMộ 2m  2m+2_ 


Lực trên hạt là ø , nó được cho bởi phương trình Hamilton 
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2078 
Dâu ngoặc Poisson được định nghĩa bởi 


8a Qb 3a 6b 
=ðl= 32 (ấm ð — ðm ôm ` 


(a) Hãy chỉ ra rằng dỗi với một đại lượng động lực ø(q, p, †) 


da Ồa 

— =laHÌ+—_. 

đi lội S9Ih ðt 
Dao động tử hai chiều có các năng lượng 


` D: cv : 
TŒ.Đ)= sm(4Ÿ +”), 


l 
V(+.,w) = sKŒ” + )+ Czw, 


ò đây C và K là các hằng số. 
(b) Hãy chỉ ra bằng một phép biến đổi toạ độ rằng dao động tử này là 
tương đương với một dao động tử điểu hòa không đẳng hướng. 


(c) Hãy tìm hai hằng sô độc lập của chuyển động và kiểm tra có sử dụng 
phần (a). 


(d) Nêu Œ = 0 hãy tìm hằng số thứ ba của chuyển động. 
(e) Chứng minh rằng đôi với dao động tử đẳng hướng ma trận đôi xứng. 


` ˆ * „” ^ ` , .^ .ÂÑ l rưt À 5 , 

là một hằng số chuyển động băng cách biêu diễn mỗi phân tư theo các hãng 
Ầ r2 ^ ~ ` 

sô chuyền động đã biết. 


(Wisconsin ) 
Lời giải: 


(a) Sử dụng các phương trình chính tắc Hamilton 
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ta tìm được 


di đk — Ôpy öt 
_ (Ổn ÔH _ v> ôn ÔH „ôn 
Tổ 0q, Ổpk - “- Øpy Øqạ, — Ø‡ 
= la,H] + 


(b) Đưa vào các biển số mới 
1 1 


TỊ J5 ?1)› ˆ= -aŒ~ 9Ì: 
ta có 
xe» thtổi cực 04) 
Khi đỏ 
1 . 
T= 2m |(ì + Ô? + (08 — Ô)| 
=1... 
= sm( +ế)› 
1 1 
V=zE[ni+£)”+(n— @)+ sCŒf — €7) 
1 1 
= sK(+£)+ sCŒ” — €) 
= g(K + Ch” + g(K — ƠJỞ 
bL= Lịạ+ Lạy, 
VỚI 
L 0a na : 
1 2 ? 2 1} ` 


L › I 
Lạ = -m£Ệ? — ~(K — )£2. 
2= gmỆ”— n(K - G) 
Lưu ý rằng dạng của L¡ và L¿ chỉ thị rằng r@ và £ là các toạ độ chuẩn tắc. Do 
đỏ hệ tương đương với hai dao động tử điểu hòa tương ứng với các tần số góc 
E +C K—C 


(J1 — ' @J2 — —— nNế 
1n Tn 
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Do các tần số là khác nhau hệ tác dụng như một dao động tử điều hòa không 
đăng hướng. 

(c) Do theo định nghĩa các xung lượng chính tắc là 


H = pnn + pyỆT— L 
1". ..rẽ 


Cũng có thể việt H như sau 


(K — ƠVÊ. 


H=Hìị+11; 
Với H, Hạ tương ứng lần lượt với Lì, Lạ, nghĩa là 
".Z 
— 2n 
Vì Hị, Hạ không chứa £ một cách tương minh, ta có 


dịh 
dị. 


m +2(K +”, Hạ= 2E +;(K— OP, 


= [Hị,HỊ = [Hì, Hì + Hạ] = [H, Hì] + [Hì, Hạ] = [Hì, H)| 


_ ðHiÔH; , ôH(ôH; _ ôH\ôH; _ ôH 0H; — 
côn 0p Ô€ Ôpẹe Ôp ôn  ðp; ð€ 
và, tương tự 


đt 
Do đó , H; là hai hằng số độc lập của chuyển động. 
(d) Nêu Ở = 0, ưị = ư¿ và đao động tử trỏ thành dao động tử đẳng hướng. 
Hàm Hamiliton là | 
l 1 
>——Pq+2—Đ¿ Ta „Kr? + „KỆ. 


— 2m 2m 
Đặt .J = m(?p — €p„ạ). Khi đó ta có 
đJ 
dị = |2, H 


_ôJôH _ ðJ0H , 818H _ ðJôÔH 
ØnÖp, 0pạg Ôn ð£Øp ðpẹ ĐO 


= ĐcÐn + TnKỆT] — pÐụÐẹ — 1n n€ = 0, 
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J cũng là một hằng số chuyển động. 
(e) Với đao động tử đẳng hướng, Œ = 0 và z, đã là những toạ độ chuẩn 
tắc. Như chỉ ra ở trên, có ba hằng sô chuyển động đã biết 


bồn 1/27 Øy „1 
Jì = +pÄz, ha = n5 -K, J = m(zpy — Up) - 


Do Ái = E)ì, Ás› = Ea, các phần tử đường chéo của ma trận 4,; là các hằng 
số chuyển động. Xét 


KJ? (p} D1). # : 
I2 4m -(# ` ;Ka ề lấ „ . s 4m “fw UPz) 
DzPy F 
+ 
= đi ờ 
-_(P 2m T2 2 ») 


Ấ ^ 7x» v\$ * R * Ấ 7 ` ^ ki z 
Vì về bên trái là hằng sô, 4i¿ = 4¿¡ = hằng số. Do đó Á là ma trận của các 
À y ˆ , 
phân tử không đổi. 





2079 
Xét hệ hạt rnị = rnạ được nỗi bởi một sợi đây thừng đài ¿ với mạ bị ràng 
buộc ở tại bề mặt một hình nón thẳng mà bán góc là œ và rnị¡ được treo nự do 
bên trong hình nón, dây đi qua một lô ở đỉnh nón như ở hình 2.76. Bỏ qua ma 
sát. 
(a) Hãy đưa ra một hệ tọa độ suy rộng thích hợp cho bài toán. 


(b) Hãy viết hàm Lagrange của hệ và phương trình chuyển động cho mỗi 
toạ độ suy rộng. 

(e) Viết hàm Hamilton của hệ. 

(d) Biểu diễn tần số góc đôi với mạ chuyển động theo quỹ đạo tròn theo 
các biên số của bài toán. 

(Wisconsm ) 
Lời giải: 

(a) Sử dụng các toạ độ cầu với góc tại đỉnh nón như ở hình 2.76. Toạ độ 
của mị, mạ tương ứng là (r,0,¿), (Ì — r,7 — ơ, 8). Các biến số r,6, w, 9 được 
lây là toạ độ suy rộng. 

(bồ) Các vận tỐC CỦa rnị,7n¿ tương ứng là (, rô, r@sin 8), (—?,0,(1— 


622 Bài tập & lời giải Cơ học 





Hình 2.76 


r)Øsin(x — œ)). Hàm Lagrange của hệ khi đó là 
Ù=T-V 
2m|2r? +r?82 + r?¿? sin? Ø + (L — r)2Ø? sin?(m — œ)] 


— mgr cos Ö + rng(Ì — 7) cos œ . 


Các phương trình Lagrange 


”... 
dt Öd, Ổq; ” 


cho ta 
3, . 3 _. ^ ~- Ẳ 
mmr“@¿sin“ 9 = p„, một hãng sỐ, 
m(1 — r)28sìn?(r — œ) = pạ, một hằng số, 


2 — r(82 + ¿2 sin? Ø) + (I — r)8ˆ sìn? œ + g(cos 8 + cos œ) = 0, 
r + 2?Ô — rộ sìn Ø cos Ø — g sìn Ø8 = 0. 


(c) Hai xung lượng chính tắc khác là 
_ 3L - 2m# 


Hàm HamniÌton là 


H = prt + paÖ + pạộ + paÖ — L 
ộ Độ P2 





2 
¬-Ặ....,.. nà 
4n 2mr?2 2mr2sin9  2m(I— r)2sin?œ 


-È mmụgr cos Ô — rng(ÌÙ — r) cos œ . 
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(d) Nếu m¿ chuyển động trong quỹ đạo tròn, r = hằng số và tân số góc 
của chuyển động quay là 


—“—D 
m(Ì — r)2 sin? œ 
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Các phương trình biến đổi giữa hai hệ toạ độ là 


Q@=In(1+ q2 COS Ð) 
P=/2(I+ q? cos p)q2 SIn 0. 


(a) Hãy chứng minh trực tiếp từ các phương trình biến đổi rằng Q, P là 
các biên số chính tắc nêu ø và p cũng là các biến chính tắc. 

(b) Hãy chứng minh rằng hàm sinh ra từ phép biên đổi giữa hai tập biến 
chính tắc đó là 

Fa = —lexp(Q) — I]?tanp. 
(SUNY, Buffalo ) 

Lời giải: 

(a) Do [Q, | = 0, P, P] = 0, 

_8QôP 0Pð0Q 


d1 
2 COS . 1 1 
_ “=. sin? p + (1 + q2 cosp)g? cos ?] 
g3 COSp 


`. 
2 sin 
bã — ———lesp+ Ệ +ự? cos p)qˆ ?] =1, 
l +g?cosp 
Phép biến đổi là chính tắc. Nếu g, p là các biến chính tắc, thì Q, ? cũng như 
Vậy. 


(b) Khi giải các phương trình biến đổi đối với ạ và p ta nhận được 


4= (e# — 1)? sec? p, 
P=2cS(e3 ~ I)tanp. 
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Vì phép biến đổi là chính tắc, nên tốn tại một hàm sinh Ƒz(Q, ø) sao cho 


„ 8 A.. 
ðp ` 8Q -ˆ 
cho các phương trình biên đổi. Do 
đFa = 2249 + = ởp = — PˆdQ — qgdp 
= —d|(e# — 1)”]tgp — (e — 1) dtgp 
= -đ[(e* — 1) tgp|., 


ta nhận được 
Fa = —(e* — 1)tgp . 
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Một hạt khôi lượng zn chuyển động theo một chiều ạ trong trường thê năng 
V{(q) và bị trễ bởi lực làm tắt dẫn —2mm+¿ tỉ lệ với vận tốc của nó. 


(a) Chứng minh rằng phương trình chuyển động có thể nhận được từ hàm 
Lagrange 


L = exp(2) |; mà” — v0) 
và hàm Hamiilton là 


p?exp(—2*£) 
2mm, 
ỏ đây p = rn¿ exp(2*t) là xung lượng liên hợp với g. 
(b) Đối với hàm sinh 


H= + V(q) exp(2*t), 


Fa(q,P,t) = exp(xtqP_ 


hãy tìm hàm Hamilton biến đổi X(Q, P,£). Đôi với một thê dao động tử 
1 
V(q) = 2 mu” q7 


chứng minh rằng hàm Hamilton biến đổi sinh ra một hằng số chuyển động 


sả co ˆQ+x»QP. 
BH Bà (Ià Ốc 
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(c) Hãy rút ra nghiệm g¿(¿) cho đao động tử tắt dần từ hằng sô chuyển 
động trong (b) trong trường hợp tắt dẫn quá yêu +y < ¿. Bạn có thể cần phải 
tích phân 

lÌ “. sin lz 
vV1i—-z? 
(WIscortstn ) 
Lời giải: 


(a) Phương trình Lagrange 


HC” 1... 
dt \ Øả ôq - 


cho ta 


Hạt được xem là chịu tác dụng của lực thê _$ và lực làm tắt dẫn —2znz+¿ tỉ 


lệ với tốc độ của nó. Do đó hàm Lagrange đã cho là thích hợp. Hàm Hamilton 
được cho bởi 


H —=pq¿—L 
VỚI Đ 
—= __—  —=mỏde?t 
Đà tnde“”" . 
Như vậy 
1 2*>t 
(b) Đỗi với hàm sinh là F¿(g, P,£) ta có 
gF› 3F 9F; 
= —"' —=- Ke=H SE 
Ôq {= ạp Tây 


Vì F› = qPe*', 


p— PØt, Q ae, 


2ø—2*t 
pe€ 2~I Ý 
* = +VÝ *' LxgPe' . 
2 (q)e ^qg/© 





Đôi với dao động tử của thế 


1 1 
Ú e n0 z5: weoj82if2ze 
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hàm Hamilton biến đổi là 
3 


P? 1 
K=„—+;-mư°Qˆ++~QP. 
2mm 2 


Vì nó không phụ thuộc tường minh vào thời gian, K là một hằng số chuyển 
động. 


(c) Các phương trình Hamilton chính tắc là 


.Ổ — ÔK : 
8K Ð 
“8p “mm 119. 


Lây đạo hàm phương trình thứ hai và sử dụng các phương trình gốc ta có 
Ở + (2 - +?)Q =0. 
Trong trường hợp tắt dần quá yếu, „ > + và ta có thể đặt 
jị= v2 — +2 ' 
trong đó «; là sô thực dương. Khi đó nghiệm là 
Q= Aäin(unf + ý), 
ở đây A, là hằng số. Do | 
P =m(Q — 3Q), 
ta cÓ 
K = 2m|(Ô — 3Q)? +ø2Q2 + 2yQ(Q — +xQ)] = sm(Ó2 + uÌQ2) = 2muŸ A2 


Suy ra 


1 /2K 
A=—\/—=. 
1 Trì 
Từ đó nghiệm là 
1 /2K 
= QeT*! = —\ | “—e~*È sin(aịt + 0), 
qạ=Qe :À ..C sin(„ + ÿ) 
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Giả sử răng một hệ với hàm Hamilton không phụ thuộc thời gian Họ(a, p) 
đã áp đặt lên nó một trường ngoài đao động, do đó hàm Hamiltron trỏ thành 
H = Ho(q,p) — eq sìinuf, ở đây e và œ là các hằng số đã cho. 


Cơ học giải tích 627 


(a) Ý nghĩa vật lý của e sin u là gì? 

(b) Phương trình chính tắc của chuyển động đã bị biến đổi thế nào? 

(c) Tìm phép biến đổi chính tắc giữ được đạng chính tắc của các phương 
trình chuyển động. Hàm Hamilton "mới" là gì? 

(Wisconsin ) 

Lời giải: 

(a) Cách giải thích khả đi như được chỉ ra ở thí dụ sau. Một hạt điện tích 
e chuyển động trong điện trường đều trong không gian nhưng dao động theo 
thời gian, cụ thể một điện trường mà cường độ của nó được biểu diễn bằng 
(£/e) sin ằœ£. Khi đó e sin ằ£ là lực do điện trường tác dụng lên hạt. 

(b) Các phương trình chính tắc Hamilton của chuyển động bây giờ là 


._ ÔH _ ðHh 
— 0H 0H... 
nh Ôq +£sin(œ). 


(c) Ta có 
H(q,p,t) = Ho(q,p) — eq sìn(œ†È) 
và muốn tìm một Hamilton mới 


K(@, P) = Ha(q, ?) 


qua một phép biên đổi chính tắc. Đặt hàm sinh là F›(a, P,¿). Khi 


9F 
n =K— H=eqsin(ut), 
ta lây 
Fa=qP?— s. CoS(JÈ). 
œ) 
Các phương trình biên đổi là 
8F: 
= n =P_— _-cos(wt‡), 
hay 
P=p+ ~ cos(‡) : 
và TT. 
Q9=s=ú 
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= Ho(q,p) — £qgsin(œ#) + eq sin(u£) 
= Họo(Q,P_— — cos(uf)) : 


ôK _ôHạôp ôHạ _ ._ : 
ôP,ỄỐ ôpôP, ôp Í ^*' 
ôK _ _ô0Hoôa _ 0H _ "¬ 
2Q” ôa DỀN ôa =ø—£sin(u‡) = P, 


có sử dụng kết quả trong (b). Do đó phép biên đổi khôi phục dạng chính tắc 
của các phương trình chuyển động với hàm Hamiliton Hn. 
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(a) Hãy giải phương trình Hamilton-Jacobi đôi với hàm sinh S(4, œ, ¿) trong 
trường hợp của một hạt đơn chuyển động dưới tác dụng hàm Hamilton H = 
sp”. Hãy tìm phép biến đổi chính tắc g = q(, œ), và p = p(, œ), ò đây Ø và œ 
tương ứng là tọa độ và xung lượng. Giải thích kết x 
(b) Nếu có hàm Hamilton nhiễu loạn #“ = 2đ2, khi đó œ sẽ không còn là 
hằng số. Biểu thị hàm Hamilton đã biên đổi K (sử dụng chính phép biến đổi 
đã tìm được trong phần (a)) theo œ, đ và ‡. Hãy giải với Ø(£) và œ(t£) và chứng 
mỉnh rằng nghiệm bị nhiễu loạn 
400),a(@)Ì,  p[0(),a@)] 


là hàm điều hòa đơn giản. Bạn có thể cần tích phân 
J —— — tgÌ+y 
PIN lào là 


— Jhasaz = ln(cos7) . 
| (Wisconsin ) 
Lời giải: 
(a) Phương trình Hamilton-Jacobi là 


8S 
S— TT = 
Pin (q.p,) = 0 
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với p = 3Š đôi với trường này trở thành 
35 + 1 35 : =Ũ 
ð 2\ôg) - 
Vì H không phụ thuộc một cách tường minh vào a,, ta có thể lây hai số 
hạng ở về bên trải lần lượt bằng —>, +, ở đây + nhiễu nhất là một hàm của p. 


Khi đó 
°S=v2}yqg—-*tỉ. 
Đặt œ = v⁄2*, ta có hàm sinh 


1 
S=aq— sdÏt, 


Hằng số œ có thể được lây là xung lượng mới P. Các phương trình biên đổi 
như vậy là 


_ 35 _ 
P—ng” H 
2S Ø5 3 
Q= 2P— Đa =qg-— G‡ = 8, chăng hạn . 


khi g = Ø + œí, hạt chuyển động với vận tốc đồng nhất đ trong hệ g, ø. 
(b) Hàm Hamilton nhiều loạn là 


th. 2 
pˆ.q 
H=.-d—- 
212 


Nó được biến đổi thành 


ôS p` 4  œ? 1 2 
='IÌJ/c (Si dị cà con C 
K + 5 NHÀ” + XNE 2 + đi) 
như các phương trình biến đổi trong (a). Các phương trình Hamilton 
.  ØK : 8K 
9=ạp P=~8Ø 


cho ta 


8 = (3+ ot)t, è = —-(3+ơt). 


Lưu ý rằng œ = P, Ø = Q có thể không còn được xem là hằng số nữa vì đã 
bị biên đổi. Các phương trình cuỗi cùng kết hợp lại thành 


œđ+œ=0Ô, 
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chỉ ra rằng œ là hàm điều hòa 
œ = œo sin(£ + ÿ) y 
ỏ đây oạ, ¿ là hằng số, và như thể 
8 = cờ œ = —oan[cos(† + @) + fsin(£ + @)} . 

Các phương trình biến đổi khi đó cho 

p= œ= œgsin(‡ + @), 

q = 8 + ơt = —ở = —oạ CoS(£ + 2} . 


Do đó nghiệm dỗi với hệ bị nhiễu loạn là hàm điều hòa. 


2084 
(a) Ta hãy đặt một lực trượt lên một khối rắn hình chữ nhật như ở hình 
2.77. Hãy tìm quan hệ giữa dịch chuyển u và lực được đặt vào trong giới hạn 
đàn hồi. 





Hình 2.77 


(b) Các tính chất dân hồi của Vật răn chấp nhận sóng đàn hồi. Giả sử một 
sống phẳng ngang truyền theo hướng z và dao động của nó theo hướng ¡. 
Hay đưa ra phương trình chuyển động dỗi với dịch chuyển. 


(c) Hãy tìm biểu thức cho tốc độ truyền sóng đàn hồi ngang. 
(SUNY/ Buffalo ) 
Lời giải: 
(a) Định luật Hooke cho sự trượt 


Si ác 
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ỏ đây Ƒ là lực trượt, n là suất trượt của vật liệu của khôi, ¿ là góc trượt, và A 
là tiết diện ngang của khối song song với Ƒ, đưa đến dịch chuyển kết quả như 


_ kE 
— An ` 


I 
s 


đo ¿ là góc nhỏ 
(b) Thể năng của một đơn vị thể tích của khối gây ra do biên dạng trượt là 


1 1 1 (ổu 
.: — ~.-~ A ? NEE : 
TA “#ite nÍ mụ ld@` = an ˆ = an RE) 


Động năng của khối trong quá trình trượt là 


1 ôu 2 
l2 (lại) 


ø là mật độ của khối. Trong giới hạn đàn hồi, năng lượng được xem xét và 
nguyên lý Hamilton 
t2 
ỗ lÍ Ldt = Ö 
h 
được áp dụng. Như vậy 
& w ( Qu o (Ôu : 
Ỗ T—V =Í=——l =-=Í— Adzdt =0. 
." bố 3Ì tin) í 


Do tích phân từng phân ta có 
ì 2 bả 
ởu Øu\ 8Ø 
k *ố) 2=? l (.) a9 
Ỉ 2, 
| — 2 [ `. 
0 D z2 


8u? Øu 2 8?u 
/:(5) £=2(3/)8| =? Ƒ (5) uứ 


và do ôu = Ö tại  = 0, Ì và £ = ),†¿, các biểu thức trên thành 


š n âuAdzd 
-/'Ƒ bấ-s am )Êu +d† =9, 
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suy ra 
ôu _ pô”u 
Ô+?_ rr 8t2 
như là phương trình chuyển động cho dịch chuyến u. 


(c) Phương trình chỉ ra rằng dịch chuyển ›, vốn nằm ở hướng + lại lăn 
truyền dọc theo hướng z như một sóng với vận tốc 


=0 


r 
U=yj=. 


0 
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PHẦN III 


THUYÊT TƯƠNG ĐÔI HẸP 
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THUYÊT TƯƠNG ĐÔI HẸP (3001 -3054) 


3001 


(a) Mô tả tóm tắt tình trạng khó xử khiến phải phát triển lý thuyết tương 
đôi hẹp. 

(b) Mô tả một lý thuyết trước đó mà có thể gạt bỏ nhu cầu về thuyết tương 
đối hẹp và nêu thí nghiệm chứng tỏ lý thuyết đó là sai. 


(c) Mô tả một thí nghiệm hiện đại làm tắng sự tin tưởng vào của thuyêt 
tương đổi hẹp. 


(Wisconsim ) 


Lời giải: 

(a) Theo lý thuyết điện từ của Maxwell, tóc độ truyền sóng đện từ trong 
không gian tự do, c, là một hằng số không phụ thuộc vào tốc độ nguồn bức 
xạ điện từ. Điều này ngược với phép biến đổi Galileo vốn được áp dụng cho 
các hệ quy chiều quán tính. Nếu lý thuyết Maxwell đúng trong một hệ quy 
chiêu quán tính, thì nó có thể không đúng trong các hệ quy chiêu quán tính 
khác chuyển động tương đối so với hệ đầu. Tình trạng khó xử là ở chỗ hoặc lý 
thuyết điện từ Maxwell đúng hoặc cơ học Newton đúng chứ không thể cả hai, 
mặc dù vậy cả hai lý thuyết đều có vẻ có nên tảng vững chắc. 

(b) Một lý thuyết trước đây đã được thử dùng để giải quyết tình trạng khó 
xử, đó là lý thuyết ête. Nó phỏng đoán rằng vũ trụ được chứa đây bởi môi 
trường tưởng tượng lan tỏa khắp nơi được gọi là ête và lý thuyết Maxwell chỉ 
đúng trong hệ quy chiêu dứng yên so với ête. Nhưng thí nghiệm Michelson đã 
định đo vận tốc của trái đất so với ête luôn cho kết quả bằng không mặc dù 
trái đất chuyển động trong hệ mặt trời và hệ mặt trời tự nó cũng chuyển động. 
Như vậy không thể chứng minh được sự có mặt của ête và lý thuyết ête bị bác 
bỏ. 

(c) Lây thí dụ thí nghiệm Herter đo thời gian tới của hai photon được phát 
ra do sự hủy của positron trong khi bay. Các đetectơ đặt ỏ các vị trí khác nhau 
với cùng một khoảng cách từ vị trí mà ở đó xảy ra sự hủy. Người ta đã phát 
hiện ra rằng hai photon đến detectơ đồng thời. Điều đó chỉ ra rằng ánh sáng 
phát ra theo các hướng khác nhau từ một nguồn chuyển động nhanh có vận 
tóc không đổi? 


Thuyết tương đỗi hẹp 635 
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Một người đi du lịch trong không gian (trên tàu vũ trụ) với vận tốc là ø, 
so khóp đồng hỗ của anh ta (# = 0) với đổng hỗ của người bạn trên mặt đất 
(t = 0). Sau đó người bạn trên mặt đất quan sát đồng thời cả hai đồng hỗ ¡ 
một cách trực tiếp và ¿' thông qua một kính viễn vọng. Hỏi rằng khi t chỉ một 
giờ thì ? chỉ mẫy giờ? 

(ÚC, Berkeley ) 
Lời giải: 

Gọi Ð, Ð/ là các hệ quy chiều tương ứng trên mặt đắt và tàu vũ trụ với các 
trục z dọc theo hướng vận tốc tương đối và đặt í¡ = 12 = 0, rị = zj = 0 khi 
các đồng hồ được so khớp. Ta xem xét sự kiện khi đồng hỗ trên tàu vũ trụ chỉ 
?›. Các phương trình biên đổi là 


cl› = Y(cl; + 0z;) = +ct; , 
+› = +(#¿ + Öct;) = +ổct;, 





ö dầy Ø = š,+y = XI. do z2 = z¡ = 0. Tín hiệu ánh sáng truyền trong 
khoảng thời gian 
Ai 


+2 
_ˆ“ =*xØlt; 
C 


để tới người bạn trên mặt đất. Bởi vậy đồng hồ của anh ấy chỉ 








tạ + At =*x(1 +) = 


khi anh ây nhìn ¿2 = 1 giờ qua kính viễn vọng. 
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Một nguồn sáng đứng yên ở vị trí z = 0 trong hệ quy chiếu Š ra hai phát 
2 xung ánh sáng (gọi là Pị và Pa), P\ tại thời điểm ¿ = 0 và ?› tại thời điểm 
! =7. Một hệ quy chiều $” chuyển động với vận tốc ø& so với S. Một người 
quan sát trong hệ quy chiều Š' nhận xung ban đầu P; tại thời điểm # = 0 tại 
vị trí z“ = 0. 


(a) Xác định thời gian z' giữa hai lần thu các xung ở z' = 0 như hàm của 
TVàØ=”. 


41ÐTMG CƠHQ 
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(b) Từ (a) xác định một biểu thức chính xác cho hiệu ứng Doppler đọc, có 
nghĩa là tính À“ dựa trên À và đ, trong đó À và À' là các bước sóng ánh sáng 
trong chân không được đo tương ứng trong Š và S“. 

(c) Xác định dịch chuyển Doppler tới các số hạng bậc nhất và bậc hai của 
: đỗi với phát xạ ⁄s (À = 4861.338 Á) từ mức trung hòa đôi với các nguyên 
tử H các proton được gia tôc nhờ một thê 20 kV Giả sử rằng sự phát xạ xảy 
ra sau khi gia tốc và trong khi các broton chuyển động với vận tốc không đổi. 
. Cũng giả sử răng trục quang của quang phổ kề song song với chuyển động của 
các proton. 

(Chicago ) 

Lời giải: 


Hình 3.1 


(a) Các hệ quy chiều quán tính Š%, S' được chỉ ra trong hình 3.1. Giả sử 
rắng các gốc tọa độ O và Ó“ trùng nhau tại thời điểm ¿ = ứ = 0 do đó sự phát 
xạ Pị và sự tới chỗ người quan sát của nó cả hai đều xảy ra ở z = 0,t =0, 
+“ =0, # = D như đã cho. Sự phát xạ ạ Ở z = Ö, £ = 7 trong hệ Š và 


+ = x(x — 8ct) = —*xÔeT , 


t=+(0-) =an 
C 


trong hệ Š. Tín hiệu truyền trong khoảng thời gian 


Af = JzÌ =7 
C 
để đến người quan sát. Bởi vậy người quan sát ghỉ nhận được thời gian tới là 
| + Af =+(1+6)r, 
hoặc 
; 1+7 
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(b) Gọi 7,7 là các khoảng giữa hai xung liên tiệp tương ứng trong hệ Š, 
S”, ta có các tân số 


và các bước sóng, 


A 





Ẹ 
— —f ` À —= (ˆ = : 
: + CT =8 
tương ứng trong hệ ŠS và ®”, 

(c) Mỗi proton có năng lượng 20 keV, nhỏ hơn nhiều so với năng lượng 
khối lượng nghỉ 936 MeV do đó vận tộc của các proton có thể thu được theo 
cách phi tương đôi tính. Bỏi vậy 


U 2È 40 x 1073 
cả. =. K0 Ti GGLÁ đ-.. 
⁄ cc Vrmnc2 V 936 Hi nng 


Do đ nhỏ, ta có thể khai triển A/(3) như một chuỗi lũy thừa 





| II 
À =À TC *À(1++2/9 +) : 


Dịch chuyển bậc nhất của phát xạ ; là 
AÀ = ÀØ = 4861 x 6,54 x 10 = 31,8 Ả, 


và dịch chuyển bậc hai là 


AÀ= 2À? = 0,10 Ä. 
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(a) Xét các phép biên đổi Lorentz (LT) giữa các hệ toạ độ ,S, S' và 6“ được 
chỉ ra ở hình 3.2, ở đó tắt cả trục z song song với nhau, và Š' và 9“ chuyển 
động theo hướng dương của +. Chứng minh rằng đối với kiểu biên đổi này 
nghịch đảo của LT là một LT, và kết quả tổng hợp của hai phép biến đối 1T là 
một LT khác. 

Nêu vận tốc tương đổi của 6' so với Š là ø¡, và vận tộc của Š” so với 5 là 
uạ, hãy đưa ra biểu thức vận tốc tương đôi của Š” so với Ø. 
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Hinh 3.2 


(b) Trong vật lý hạt, tương tác giữa các hạt được cho là xuất phát từ sự 
trao đổi một hạt như được chỉ ra ở hình 3.3. Chứng minh răng hạt được trao 
đổi không phải là hạt thực mà là hạt ảo. 

(SUNY/, Buffalo ) 





Hinh 3.3 Hình 3.4 
Lời giải: 


Phép biến đổi Lorentz giữa các hệ tọa độ $, 5%” được cho bởi 


sở = TI(Z — Øict), =9, z =#y cÉ = +i(c‡ — Ổ\) 


8 UỊ 1 
l — ˆ^—”›; .= Ố. 
C V1. Ủy 


Theo nguyên lý tương dối, tật cả các hệ quy chiều quán tính là tương đương, 
do đó phép biến đổi từ 9 sang # phải có dạng giỗng như phép biến đổi từ 
%' sang Š. Tuy nhiên, khi vận tốc tương đôi của ®' so với Ø là o¡ thì vận tốc 
tương đôi của 6 so với 6” là —ơ. Vì thể, phép biến đổi từ Š' sang 5, nghĩa là 
biên đổi ngược, là 


z = >I(z + 6c), TÚ Si = ., ct = xị(cf + đ\z), 


Ầ + ~ ` ˆ , " £ ° 
ta thây chúng cũng là một phép biên đổi Lorentz. 
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Xét 
+” = %(#' — 8acf) = *ayi[(œ ~ địct) — 8a(ct — Øìz)] 
= *2>I|(1 + Ø1ổ2)z — (đi + Øa)cf} , 
c£” = +a(cf — 8+) = +zTi[(1 + 8\Øa)ct — (đi + Øa)z] , 
ở đó 1 
.. =.=-=..... 
Ø c= R 3 ^2 V1- Ø8 
Khi viết 
"....... 
L+/6@' V?)-Ø_ 
ta CÓ 
+ _1— (23) - ĐC LŨ cu =1... 
St: 1+8; 1+/®)* — +i+3(L+//)? ` 
hay 


y = TIY2(1 + Ø8). 
Do đó, phép biên đổi từ S sang Š“ được cho bởi 
z =y(r—fc) Ð w=u z”=z, œŒ “=x(ct- Øz), 
chứng tỏ rằng nó cũng là một phép biến đổi Lorentz. Như vậy, kết quả tổng 
hợp của hai phép biến đổi LT cũng là một LT. 


Chú ý rằng Øc là vận tốc của 3” so với ®. Điều đó có thể chứng minh trực 
tiệp như sau. Xét phép biển đổi giữa S và S“. Lẫy vi phân ta có 


dz = +ì(d+” + 8ịcđ£) , 
cdt — ¬ (cđt + Ø\dz) : 
và 
_ d+ U + Ị. 
—n 9U? ` 
át 1+ 9 
Như vậy, với z, vận tốc của một điểm tương đối với ®”, và +, vận tộc của ®” 
đôi với S, vận tộc của điểm đó so với $ được cho bởi biểu thức trên. Nếu điểm 
đó đứng yên trong ŠS”, thì khi đó z = u; và quan hệ đó cho 





Ø + Ø; 


sào 1+/Ø\Ø› 
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như mong đói. 

(b) Như chỉ ra ở hình 3.4, bằng cách trao đổi một hạt có xung lượng bốn 
chiều ạ trong tương tác, xung lượng bồn chiều của các hạt 1 và 2, pạ và p¿ 
tương ứng đổi thành ø¡ và 2. Bảo toàn xung lượng bôn chiều đòi hỏi 


H =PIT4 — P›y=P¿T-4- 
Đặt khối lượng hạt 1 là mị và khỏi lượng của hạt trao đổi có xung lượng bốn 
: 716 Hạ chẽ 4 


chiều ạ là r› và xét phương trình xung lượng bồn chiều thử nhất. Phần xung 
lương cho 


q=PI— ĐI. 
hay 
qˆ = ĐỆ t Đ — 2P\:PỊ. 
nghĩa là 
m^+?8ˆ = m{+Y đẺ + mˆ^ƒđị — 2m ^i>xi đvổi cos? 6, (1) 


0 là góc giữa pị Và p¡, và 
HIY — T1 — HN v 


hay 


VỆN”, %c JÀ 27 VU 
m“+ˆ = m{1ˆ + mĩ{^+1 — 2m 11A - (2) 


Các phương trình (1) và (2) kết hợp lại để cho 
m` = 2m2(1 — +31 + xi 3¡Ø0Ø cos6), 


Ta phải chứng minh răng z»? < 0 sao cho tương tác không thể là thực mà phải 
là ảo. Do +2 = +Ÿ — 1, ta phải chứng minh 


T? - 1\/-f _ 1 cos ổ < ~i2y — Ì, 


(+ƒ — 1)(yŸ — 1)cos?Ø < (xi — LỶ. 


Điều đó là đúng nêu biểu thức sau đúng 


hay 


(+ — )(Y/ —  < Œ6iYLT— ĐỀ; 


ngh1a là 
In VỊ CS V | Vị 
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————ẰỄ——m>- 


Vì hệ thức này luôn luôn đúng nên tương tác phải là ảo. 
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(a) Cho rằng (r, c£) là vectd bỗn chiều tương đỗi tính, chứng minh mệnh 
để nói rằng (ck,œ) là vectơ bốn chiều tương đồi tính. 

(b) Cho rằng nguyên tử ở trạng thái đứng yên phát ra ảnh sảng tần số góc 
„¡ và nguyên tử này dịch chuyển với vận tộc » hoặc là hướng thẳng tới hoặc 
là đi xa khỏi một người quan sát, sử dụng phép biến đổi Lorentz để đưa ra 
công thức cho tần sô quan sát được bởi người quan sát đôi với hai trường hợp 
(hướng thăng tới hoặc đi xa khỏi người quan sát). 

(UC, Berkeley ) 

Lời giải: 


(a) Xét một sóng điện từ phẳng 
EB- Bạc! T- mã H- HụefŒ&r~+Ð 


trong một hệ quy chiêu quản tính 5. Trong hệ quy chiêu quán tính khác *“ 
chuyển động với vận tốc tương đổi ø dọc theo hướng +, các vectơ trường E⁄,H” 
được cho bởi 


EIi=En,  Hị= H1, 
E) =+2(E: +ọv xHỊ.), 
H; =>+(HL — £pvV xE¡). 


Các hệ thức này đòi hỏi hàm mũ ở E và H là bắt biên 
kh:r -œw?2=k-r-ư#. 
Vì (r.c) là vectơ bón chiều, các thành phân của nó biên đổi theo 


/ 


# = +x(r —- đc), JJ:EE: ĐÚt 2 “ơi cÚ = +(ct — đr). 
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Đặt k = (kì, kạ, kạ), k' = (kJ, ký, kỹ) ta có 


k:r-ư£ = Mi — 6e) + Kịy + Kậz — «/+ (t— FE) 





= ;. 8Bư” / ! 
=*T|*t+ : + + kạy + kạz — y(œˆ + 8ck))t 
= kịz + kạ + kạz — f. 


+ , , ˆ kả , ˆ ˆ ^ ˆ Ấ 2 
Khi so sánh các hệ số của các biến số độc lập z, g, z, t trên hai về của phương 
trình, ta tìm được 


ckị = +(ck + 8ư!), ckạ = Ck2, ckạ — cka, œ = +(ư + Øck\) . 
Các hệ thức này hoàn toàn giống với các hệ thức đối với (r, c£) 
z = y(z' + 8c), U — V, z=#, ct = x(cf + 6z). 


Do đó (ck,u) là veetơ bốn chiều tương đối tính. 

(b) Giả sử người quan sát tại gốc của Ð và nguyên tử tại gốc của Ð/ (nguyên 
tử chuyển động rời khỏi người quan sát với vận tốc đc). Tần số góc được đo 
bởi người quan sát là œ. Vì ánh sáng phát ra từ nguyên tử đạt đến người quan 
sát phải được phát theo hướng —z, nên theo định nghĩa ta có 


f 
k=(—k',0,0) = (-£.00) 


Hê thức biên đổi khi đó cho 


 = 3(6' = đa!) = (1 — )eo = ee\ [TT = da —. 


Nếu nguyên tử chuyển động tới người quan sát, đc trong biểu thức trên 
phải được thay bởi — đc và ta có 


ty ng) 1+8 _— c+Uu 
“1-8 °"Ve-y' 
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^ % ~ `.^ +. # s "ỐÖ+ ˆ £ MU ` 5 
Một con tàu vũ trụ rời khỏi trái đất với vận tốc u = 0,&c. Khi con tâu ở 
cách trái đất 6,66 x 10Ê km, đo trong hệ quy chiêu gắn với trái đât, một tín 
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hiệu vô tuyên được gửi đi cho con tàu vũ trụ từ người quan sát trên trái đất, 
Bao lâu tín hiệu sẽ tới được con tàu: 

(a) Khi đo trên hệ quy chiều gắn với con tàu? 

(b) Khi đo trên hệ quy chiếu gắn với trái đất? 

(c) Ngoài ra, cho vị trí của con tàu, khi nó nhận được tín hiệu, trong cả hai 
hệ quy chiếu, 

(SUNY, Buffalo ) 

Lời giải: 

Giả sử người quan sát trên trái đất ở góc của hệ quy chiều quán tính Ð và 
con tàu ở trạng thái đứng yên ở hệ quy chiều quán tính 5“ chuyển động với 
vận tốc Øc so với > đọc theo hướng z. Để thuận tiện ta xét (b) trước. 


(b) Xét bài toán trong Đ, Tại thời điểm ¿ = re khí con tàu tại z„, tín hiệu 
ˆ £ 3. »„ + ` ` + , ` ˆ , .- . ^ 
vô tuyền gửi đi từ người quan sát. Con tàu nhận được tín hiệu tại ?¡. Vi vận 
tốc truyền tín hiệu là c ta có 


(h — tọ)c —=Ts+ (h — to)Øc § 
kết quả là 


LII 6,66 x 10Ẻ 


fi—fo=—  >—=————m 
`” (1-Øc 02x3x105 


= 1,11 x10” s 
đó là thời gian để tín hiệu đạt đến con tàu. 
(a) Xét hai sự kiện: 


Eo: tín hiệu được gửi từ người quan sát trên trái đất, 
E\ : tín hiệu tới con tàu. 


Trong >, các tọa độ z và í là. 


Eo : (Zo,fo) = (0,tọ) , 
È\ : (z\,) = ((fi — to)e, tị) : 


Trong 2>” 
đ 
to = + (tà— Z9) = Ti, 


ke sÿ ( — TU) = +|(L — Ø)f¡ + Øđiọ]. 
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# éX,.«* + À bả " 4 Á ˆ^ >Ã 2 ` ` 
Do đó thời gian truyền của tín hiệu trong hệ quy chiêu cúa con tâu la 





lá ï x 
l- Ø 
4 tì =+3(L— Đì(h -tụì= (rat =6 =3.7 x 1U s. 


(e) Vị trí con tàu khi tín hiệu đến là 
dị = (Íh — tọ)c = 1.11 x 10Ỷ x 3 x 107 = 3.33 x 10”? km 


tếa ^ VÀ ra» ^ ` ^ .Á ` 
rong hệ quy chiêu trái đât, và z4 = 0 trong hệ quy chiêu con tàu. 
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Một thiên câu bán kính (tĩnh) ?#a, trên đó có nhưng dấu mỗc dễ nhận ra, 
chuyển động với vận tổe ø so với một người quan sát ở một khoảng cách rất 
xa. Người quan sát chụp một bức ảnh thiên cầu tại thời điểm mà anh ta thây 
thiền cầu chuyển động vuông góc với duờng nỗi anh ta với thiên cầu. Anh ta 
nhìn thấy gì khi anh ta rửa phim? 

(Columbia ) 
Lời giải: 

Xét một hình vuông nhỏ ABŒD cạnh (tĩnh) ¡ chuyển động với vận tốc œ 
so với một người quan sát ? ở một khoảng cách lớn ! sao cho mặt phẳng của 
hình vuông chứa đường nhìn như chỉ ra ở hình 3.5 và vào thời điểm khi 4B 
vuông góc với đường nhìn. Ánh sáng từ / phát ra ở một thời điểm sớm hơn 
khi ở vị trí cất phân kéo đài của đường 47 tại Ƒ ở thời điểm đang xét. 
Khi đó 


D8 DI: 2¿.ONE ‹ 


gà. l 
U C ccos 8 











}'A 


P 7Ð - Itg0 = I ( sec0 = tg0) Đi 
› C 


€C 


với ;} = °, vì đỗi với L > l, 0 ~ 0. Khi A7 chuyển động với vận tốc œ, do 


phép co Lorentz nó sẽ được nhìn thấy như 47 = #° =lV1— Ø, trong đó 





Bây giồ xét hình vuông 4Œ) sau khi quay một góc œ, như ở xem hình 
3,6, với được cho bởi hệ thức sin œ = đ. Ta có 





E7 = lsinœ ~ l3. AB' =lcosơ =IV1— ØỀ. 
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D D “?y 
: 
Ni! 
¬ '° | Ea 
Ko. 
\ 
Món 
ụ 1 
| 
tị 
| 
` 
ˆ 
\I 


[linh 3.5 IItnh 3.6 


Mỏi quan hệ giữa các điểm E7. 41. J1? trong hai trường hợp trên là đúng giẳng 
hét nhau. Do đó hình vuông chuyển động trong hình 3.5 sẽ được chụp ảnh 
giỏng như hinh vuông đứng yên được chỉ ra trong hình 3.6. Vì vật là mỏt hình 
cầu, nó sẽ vẫn được chụp ảnh như một hình câu. 
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Một đồng hệ nguyên tử được mang đi một vòng quanh. thế piới trên mệt 
máy bay phản lực, sau đó được so sánh với một đẳng hỏ giống như thể và đã 
được so khớp thời gian từ trước nhưng không được mang đi. Hãy xác định gắn 
dúng sự sai khác giữa hai đồng hồ theo thuyết dương đói hep? 

(Coluumbia ) 
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Lời giải: 
Giả sử máy bay phản lực đó chuyển động với vận tốc đc. Gọi hệ quy chiều 
tĩnh của máy bay là 5“ và hệ quy chiêu của trái đât là 6. Hai hệ quy chiêu này 
có thể được coi gần đúng là quán tính. Phép biên đổi Lorentz ct = +(cf + 8z') 
cho Az' = 0, vì đồng hồ được cô định trong P, Át = +yAf, trong đó + = 
ì * , Â« LẠ , 
By TExr) Khi đó đôi với đ < 1, ta có 


] ] 
Af=—— “=- " ' Af 
vien Arz(0+g8) 


At— Atf~ 262A 


hoặc 


Ví dụ, một chiếc máy bay chiến đấu phản lực bay với tốc độ 1000 m/s, khoảng 
gấp ba lần vận tốc của âm thanh. Bán kính của trải đất là 6400 km, vì vậy máy 
bay phải mất 
2m x 6400 x 10 
1000 
để bay một vòng quanh trải đất. Đồng hỗ được mang trên máy bay sẽ chậm 
hơn một khoảng thời gian là 


1000 } : 4,02 x 101 


= 4,02 x 10 s 





=2,2x10 7s 


t— At x~ 
= (go 2 
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(a) Viết phép biên đổi Lorentz cho vectơ vị trí bốn chiều và xác định phép 
biên đổi cho vectơ xung lượng bôn chiều. 

(b) Hãy chỉ ra rằng hiệu ứng Doppler về tần số ánh sáng có thể được biểu 
diễn là 





Ì) ⁄ = ọ 2 khí nguôn và người quan sát tiễn lại gần nhau; 

si TT 8 5 ^ ` Xa ⁄ NỞ 

1) ⁄ — Đụ . khi nguồn và người quan sát rời xa nhau; 

Lông LẠ) 

1Ì) — khi nguồn và người quan sát chuyển động theo các hướng 


vì=ø 


vuông góc với nhau. 
(SUNY, Buffalo ) 
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Lời giải: 

(a) Xét hai hệ quy chiêu quán tính Đ, Y có các trục tương ứng song song 
với nhau sao cho 5“ chuyển động với vận tốc  = đc đọc theo phương z và các 


gốc tọa độ trùng nhau ở thời điểm ¡ = #' = 0. Phép biến đổi Lorentz cho vectơ 
vị trí bỗn chiều z# = (r,c‡) = (z.w,z, c£) là 


z^ = Q8z? 
trone đó 
x00 -Øy 
0 1 0 0Ô 
œ __ 
#Z=Í 0 01 09 
=DYy, U.:U° ý 


với y = (L— Ø2)~5. 
Vectơ xung lượng bốn chiều được định nghĩa là 
p"=(pe,È), 


7 ¬ ` ~ ` 7 r Ạ „À . 
trong đó E = znc? là năng lượng toàn phân. Vì tât cả các vectơ bốn chiều biễn 
đối theo cùng một cách nên phép biên đổi của nó được cho bởi 


Dạ€C y 0 0 —-Øy\ (?pc %(pzc— 8E) 
ĐụC _ | 0 19009 Đục | _ Dục 
pc 0 0 1 0 DạC D0;C 
E -3y 0 0 + E +( — Øp;c) 


(b) Vecrơ sóng bốn chiều được định nghĩa là 
k2 = (ke, u). 


Phép biên đổi của nó là 
Eh=DAk” 


có thể được việt là 
kự nh ứ = =) › k = kụ, k„ = k¿, œ = 3(@ — Ökzc). 


Để thu được hiệu ứng Doppler, giả sử các hệ quy chiêu của nguồn sảng và 
người quan sát tương ứng là 5”, 5. 
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¡) Khi nguồn sảng và người quan sát lại gần nhau, lây đc là vận tốc tương 
đổi của nguỗn so với người quan sát. Khi đó Ø = —ạ. Phép biến đổi ngược ta 
được 

œ = +('` + k„e) = y( — đgk¡c). 
Vì k} = ký =0, ký = —k! = —*“, tà CỔ 


l +b 
l—Øn”` 


l + Øa 
VÀ l~-Ớp” 


trong đó „ = 2zu¿ Là tần số góc riêng của ánh sáng và w là tần số góc khi 
được do bởi người quan sát. Chú ý răng ky = —k ánh sáng phải được phát 
ngược trỏ lại để đạt tới người quan sát. 





œ = +(1 + đo) = ư 


hoặc 








1) Khi nguồn sáng và người quan sát lùi xa nhau ra, ta có 8 = p, Øoc là 
vận tốc của của nguồn sáng so với người quan sát. vậy 








l — Ớbp 
= 1— Đà hc ! L 
hay 
. l—Øb 
I+úng: 


iii) Khi nguồn sáng và người quan sát chuyển động vuông góc với nhau, giả 
sử nguồn sáng ở toạ độ (0, 1, 0) trong hệ Ð/ và người quan sát ở toạ độ (0, 0, 0) 
trong hệ ÐĐ. Nguồn và người quan sát chuyển động cắt nhau tại ? = / = 0, khi 
k¿ = Ú, ký = —È, k¿ = 0. Phương trình biến đổi dỗi với ¿ khi đó cho 


tử 


1-82. 


u = x( + Ôk¿c) = ư” = 


hoặc 
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Một sóng ngang đơn sắc với tần số lan truyền theo hướng tạo với trục z 
một góc 60° trong hệ quy chiêu K gắn với nguồn. Nguồn chuyển động theo 
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—— _—ẫằ—Ă——¬.e.¬— 





hướng z với vận tốc u = ¿c theo ki về phía người quan sát đứng yên trong 
hệ quy chiêu K7 (trong đó trục +“ của người quan sắt song song với trục z). 
Người quan sát đo tần số sóng. 


(a) Xác định tần số đo được + theo tần sô riêng ¿⁄ của sóng. 
(b) Xác định góc quan sát trong hệ quy chiếu #C”. 
(SUNY, Bufalo ) 
Lời giải: 
Hệ quy chiều của nguồn sáng chuyển động với vận tốc Øc so với hệ quy 


chiêu #7 (hệ quy chiếu gắn với người quan sát). Phép biễn đổi ngược của các 
thành phân veectơ sóng bôn chiều được cho bỏi 


kẹe=^(k,c+ 6ø), — ke=kue — Kkặẹc= kạo —  =^(d+ 0k;c), 
trong đó + = (L— đ2)~>. Tần số góc của sóng trong hệ K là „ = 2z. Nêu góc 
giưa ánh sáng và trục z là 0, thì 
k„ = kcosÓ0, kụ = ksin 6, R~:eS'U: uU =kc€. 


Do đó 
„' —= (0 + đu cos8) = +(1 + 8cos 8) 


hoặc 
` (1 + 8cos8)z 


v1ì=# 
Công thức trên cũng có thể viết lại thành 
k” = y(1 + Ø8cos98)k 
Vì 
kg b + =) = +k(cos Ø + 8), 
góc kí tạo với trục z” được cho bởi | 


= kạ _ cos Ø + Ø 
| ni l+Øđcos0 ˆ 


với Ø = 0,8, 8 = 600, ta có (a) 


) 1Á 7 
J/ — — — XIN VAN 1) 


V1 ~ 0,82 
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(b) 
0,5+08 18 


Ac hmx. 
th I+08x05_ 14' 


Suy ra Ø = 21,8”. 
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Xét hai anh em sinh đôi. Tim của mỗi người đập một lần trong một giây 
và tương ứng mỗi nhịp tìm mỗi người truyền một xung vô tuyến. Một người 
ở lại tĩnh tại trên Trái Đất trong một hệ quy chiêu quán tính. Một người bay 
vào vũ trụ, lúc đầu đứng yên tại thời điểm 0 sau đó gia tốc rất nhanh lên vận 
tỐc (trong vòng chưa đến một nhịp tim và không làm rỗi loạn nhịp tim của 
anh ta!). Người du hành đi trong thời gian ¿ đo bằng đồng hỗ của anh ấy, 
bao gồm cả quá trình phát xung và nhận xung từ nhà. Sau đó vào thời điểm 
¡¡ anh ấy bắt ngồ đảo vận tốc và trở về Trái Đất ở thời điểm 2¿¡. Anh ấy đã 
phát ra bao nhiêu xung? Bao nhiêu xung anh ây đã nhận được trong quá trình 
bay đi? Bao nhiêu xung anh ấy đã nhận được trong nửa hành trình bay về? 
Tỉ số tổng xung nhận được và xung gửi đi bằng bao nhiêu? Tiếp theo xét đến 
người ở nhà. Anh ấy gửi xung trong toàn bộ hành trình của người du hành. 
Anh ây nhận xung từ người du hành. Từ thời điểm 0 đến ¿; (đo bởi đồng hồ 
của anh ây) anh ấy nhận các xung tần số giảm do hiệu ứng Doppler. Ở thời 
điểm t¿ anh ấy bắt đầu nhận các xung tần số tăng do hiệu ứng Doppler. LÂy 
t là khoảng thời gian từ thời điểm ¿; cho tới khi kết thúc chuyên đi. Anh ây 
nhận được bao nhiêu xung trong khoảng thời gian ;? Trong khoảng í;? Tỉ số 
giữa những xung này là bao nhiêu? Tỉ số của tổng số các xung anh ấy gửi và 
nhận là bao nhiêu? So sánh kết quả này với kết quả tương tự trong trường hợp 
người du hành. 

(ÚC, Berkeley ) 
Lời giải: 

Xét các hệ quy chiêu quản tính Ð, E' với #2“ chuyển động với vận tốc 0 so 
với > theo hướng của trục z. Các hệ thức biên đổi với các vectơ không-thời 
gian và tân sô góc bôn chiều là 


a+” = %X(% — 0È), z+=*x(# +uÈ), 
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kỷ = kụ, Keki¿ 
trong đó 
1 _ || U) 
= ————— ') == k hi ì =2 ) 
ng sử Du lJRm B0 


„ là tần sỐ. 

Gọi 5, Ð là các hệ quy chiêu nghỉ tương ứng của anh 4 (người ở lại nhà) 
và của anh B (người du hành), với 4, B đặt ở các gốc tọa độ tương ứng. Vì các 
thời gian gia tộc và giảm tốc của anh nhỏ hơn so với thời gian của chuyến 
đi, Z5" có thể vẫn được coi là hệ quán tính. Đo thời gian theo giây sao cho z có 
trị số là một trong hệ quy chiều đứng yên. Lúc bắt đầu chuyến đi của người 

“:`-.=. 


Xét trên quan điểm của anh B 


(¡) Tổng thời gian của chuyên đi là A# = 2¡\. Do vậy anh B gửi 2¡¡ xung 
trong toàn chuyên đi. 


(¡) Đôi với hành trình bay đi, đ = Š, ky = #, và các xung được nhận bởi 
anh B có tẳn số 


N. ( ` 2„Øckz =ã le) =affisi 


vì  — 1 khi Ð là hệ quy chiêu nghỉ của A. Do đó anh Ö nhận 


⁄†\ = Y(L— 8)h = thì la 
xung trong quá trình bay đi. 
(ii) Đôi với hành trình bay về, đ = -#, ky = #, và 


⁄ =^(1+ 8) = +(11 +8). 


Bởi vậy anh B nhận 


" =-..... 
⁄†\ị = Y(1+)h =ỉì IEEE: 
xung trong quá trình bay về. 
(iv) 
tổng SỐ xung nhận được bởi 3 +(1- Ø)i++~(1+đ)n — —- 1 
tổng sô xung gửi bỏi 2E¡ : wWìn-Ø. 


42-BTâLG ÔØ HỌC 
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Xét trên quan điểm của người A 

(ï) Trong thời khoảng ¿ = 0 tới £ = tạ, người 4 nhận các xung tần sô giảm 
do hiệu ứng Doppler chỉ ra răng Ø chuyển động rời khỏi trong khoảng thời 
gian đó, nghĩa là Ø = Z. Vì các xung được phát ra trong hướng —z” để đạt đến 
A, ky = —*. Như vậy 


 —= +( — 8) =*(1~ 8) = 31H) 


bởi vì  = 1 khi Ð' là hệ quy chiều đứng yên của Ö, và số các xung nhận được 
là +(1 — Ø)1;. Khoảng thời gian trong đó Đ, bắt đầu tại ? = # = 0, chuyển 
động rời khỏi 4 được biến đổi bởi 


3 / 
At=x+* (Az + —) = YAf =+*t 


vì Az =0, B đứng yên trong »“. Tuy nhiên, 4 và B thông tin bằng xung ánh 
sáng, toàn bộ thời gian hành trình của các xung đó 


+ z + 8cF 
Z1 1É) — va = ni, 


ở đây z là toạ độ của B trong Ð, cần phải được tính đến. Do đó 





+ I+Ø 
=A¿+ — =x*(1 lì =li\q| —— › 
k; NT +4+Ø)h =ñh 18 
nghĩa là số xung nhận được là 
VD 
— j { — = Í : 


(1) Trong khoảng thời gian ¿¿ từ f = £; đến cuỗi hành trình, 4 nhận xung 
tân số tăng so hiệu ứng Doppler, chỉ ra rằng chuyển động theo hướng 5, 
nghĩa là Ø = —ŸŠ. Vì k¿ =——”#, 


 = +(w + Ø8) = +(1+ Ø0) = >x(I+8). 
Băng lập luận tương tự như trong phân (¡) ta có 
ta = +È\ — +Öt: = +x(1T— Ø8)t:. 


Vì số xung nhận được là ” 
T(l + 6) =t:, 
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(1) 
SỐ xung tần số giảm 4A nhận được _ í¡ _ 
SỐ xung tần số tăng 4 nhận được  Èi 
(iv) 


tổng sô xung gửi bởi A 
tổng sỐ xung nhận được bởi 4 


_ tlạ+tạ _ +1+đ)h +ự1— 6) ï 


3h. 2h Ủy -=.-~ 
Tỉ số này giống như tỉ số của số xung nhận được bởi B trên số xung gửi đi bởi 
B trong thời gian toàn bộ hành trinh, như mong đợi, bởi vì sự đến sô xung là 
bật biên trong phép biên đổi Lorentz. 


3012 
Một con tàu có một máy phát và một máy thu tín hiệu. Con tàu, rời khỏi 
trái đất với vận tốc không đổi, gửi trở lại trái đất một xung tín hiệu và nó bị 
phản xa từ trái đất. Bốn mươi giây sau trên đồng hồ con tàu, con tàu nhận 
được tín hiệu và tần số tín hiệu nhận được bằng một nửa tân số phát ra, 
(a) Tại thời điểm khi xung rađa bị phản xa khỏi trái dất, thì trái đất ở vị trí 
nào khi đo nó trong hệ quy chiêu con tàu? 
` v `. LI ;a Ấ 
(b) Vận tốc con tàu băng bao nhiều so với trải đầt? 
(c) Tại thời điểm khi con tàu nhận lại được xung rađa thì con tàu ở đâu 
khi đo trong hệ quy chiều trái đất? 
(ÚC, Berkeley ) 
Lời giải: 
Con tàu và trái đất đặt tại các gốc toạ độ tương ứng của các hệ quy chiêu 
š' và », với 3} chuyển động với vận tốc đc so với Ð trong hướng z sao cho 
„2= = Utạit =U =0, 
Ấ 2 ` Ầ 5 z +, ˆ 
(a) Vận tôc của xung rađa là e theo tât cả các hướng. Như vậy trong 37 
Ầ `. _ LG LÊN) ˆ * Ló + Là) ˆ 
xung cân thơi gian ` = 20 s để tới trái đất. Vì Vậy Vị trì Của trải đắt khi xung 
kả ` Lê. H4 ` ˆ ˆ " 
phản xa từ trái đất là z“ = —20 e = —6 x 109 m được đo trên hệ quy chiêu con 
tàu. 
Svá XÃ Ầ 7 › ⁄ .Ã , ` 
(b) Trong 5ˆ tân sô góc u› của tín hiệu được quan sát là 


œ = +( + 8ck,) 
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“4 P` Ầ , ”& Ð , .Ẳ.ˆ^ . " .ÃA 2x ” 
VỚI ' = œọ, tân sỐ góc riêng của tín hiệu, k; = ~*“9 khi tin hiệu phải đi theo 
hướng —z' đến trái đất, và y = N=i Như vậy 


œ = +(1— 8),o - 
Sau khi phản xạ từ trái đất tần số góc sẽ được quan sát trong E' như sau 
” = +(w — đckz) 
Với ky = #,  = +(1 — đ)«o. Như vậy 


: 1—8 1 
ằ” = 3(1 — đ) = +ˆ(1T— )ˆ«ạ = (T9) œụ = 20 ; 
ta được kết quả 
] 
8= Ậ' 
Do đó vận tốc con tàu so với trái đất là 


l 
u=ax3x 10” = 10Ẻm/S. 


(c) Trong *“, khi tín hiệu phản xạ từ trái đắt, thời gian là 

—20e 

—đc 

Vì trái đất chuyển động với vận tốc tương đối —c. Khi con tàu nhận được 
tín hiệu thì thời gian là # = 60 + 20 = 80 s. Vì con tàu đứng yên tại gốc của 
>,z' = 0. Thời điểm đó được cảm nhận trong hệ Ð như thời gian 


/ 
ty Ít + EẾ  =t = 801, 


Vì con tàu rời khỏi trái đất với vận tốc 2c = $c, vị trí của nó trong » tại thời 
điểm đó là 


U= —= 60 5 








| 80 
+ = 0Dct< EU xin 8,5 x 10m 


3013 
Một nguồn điểm Š của ánh sáng đơn sắc phát bức xạ có tằn số ƒ. Một 
người quan sát 4 chuyển động với tốc độ không đổi u dọc theo một đường 
thẳng cách nguồn 6® một khoảng đ (hình 3.7). 
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(a) Hãy xác định một biểu thức cho tần số được quan sát như một hàm 
của khoảng cách z từ điểm gần gốc O nhất. 
(b) Hãy vẽ đỗ thị gần đúng trong trường hợp (a) nêu cho * = 0,80. 
(UC, Berkeley ) 





Hình 3.7 Hình 3.8 


Lời giải: 

(a) Gọi các hệ quy chiêu đứng yên của nguồn sáng ® và người quan sát A 
tương ứng là Ð và “, lây hướng của vận tốc tương đôi u đọc theo các trục z, 
z', Phép biên đổi các thành phần của vectơ sóng bốn chiều là 


ck„ —= Y(ckz bơi 8), kụ = kun k; = ky, uJ/ = +( " Öckz) Ù 


trong đó |k| = #, 8 = È,+ = im Viks = ksin0, k = #, ta có 


w' = +(œ — ưu sìn Ø8) = +u(1 — đsin 8). 


VỚI sinØ — 
quan sát là 


nG: j = 27”, œ¿ = 2ƒ, các biểu thức trên cho tần số được 


=-Í-¬) 
Vd2+z2/ /1—@- 


(b) Nêu đ = 0,8, Y= Cha = £ và 
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Dể tìm đạng của T, ta xét các giới hạn sau 


ý : 
}† —  —w, È sẻ "+ ———— — ở c 
? ví) +1 
Tí. 4 
L —*:O — = ~ — —————— — —., 
Ƒ _5 
h 0. — m— mm. 
+ ƒ 1 


Đồ thị gần đúng của ữ được chỉ ra ở hình 3.8. 
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Xét bức xạ đơn sắc phát ra ở mặt trời có tần số là z„ cps, và nhận được ở 
“. L4 3" U ˆ › 
trải đất với tân số „ Mz. Sử dụng dạng ma trận Riemann 


2® 
đùo0 — l>> ' gì — đ22 — 833 = —Ì. Quzư =; 


trong đó ® là thẻ năng Dị dẫn trên một đơn vị khỏi lượng để rút ra “dịch 
chuyển đỏ hập dẫn” “==“+! như là một hàm của hiệu các thê hắp dẫn ở mặt 
trời và trái đất, 


(SUNY, Buffalo ) 
Lời giải: 

Trong một trường hắp dẫn, ta luôn có thể định nghĩa một hệ quy chiều mà 
đôi với nó trường hắp dẫn triệt tiêu trên một vùng được giới hạn và nó thể 
hiện như một hệ quy chiêu quản tính. Một hệ quy chiêu rơi tự do trong trường 
hâp dẫn là một hệ quy chiêu như vậy. Một đồng hỗ chuẩn bắt động trong một 
hệ quy chiêu như vậy do khoảng thời gian riêng địa phương. 

Xét sự phát ra bức xạ đơn sắc bởi một nguyên tử đứng yên ở 7 trong một 
trường hắp dẫn và sử dụng một hệ tọa độ trong đó nguyên tử ở trạnh thải 
nghỉ. Nêu chu kì là t trong thời gian tọa độ, chu kì r trong thời gian riêng địa 


phương là 
T = tVØ0a(Pì\) - 
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Giả sử các đỉnh liên tiếp của bức xạ phát ra từ P¡ ở các thời gian tọa độ 
tọ, tọ + t được nhận ở điểm f¿ cô định khác ở các thời gian tọa độ ?g + 7' và 
tạ +7'+t, trong đó 7' là hiệu giữa các thời gian tọa độ của phát xạ ở và 
tiếp nhận được ở P;. Nếu trường hấp dẫn là tĩnh, 7 là hằng số và chu kì được 
đo trong thời gian tọa độ là 

(fo+T+tf)— (ta+ 7T) =t. 
Tuy nhiên, một đồng hỗ chuẩn đo thời gian riêng địa phương ở P; sẽ cho chu 
kị là 
7 =‡V9oa(). 
Bỏi vậy tần sô „ của vạch phát xạ ở ị và tần số z⁄ quan sát được ỏ 7ƒ, khi 
được đo bởi các đồng hỗ chuẩn giông nhau được liên hệ bởi 


 _—T _ |90o(P) 
U  T! qoo(TĐ)“- 


Nếu \, P; tương ứng ở trên mặt trời và trên trái đất, ta có dịch chuyển đỏ 
hập dẫn là 


⁄e —; — |900(Ys) 
lạ Øoo(Te) 
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Một chiếc gương đang chuyển động trong chân không với tốc độ tương đôi 
tính ø theo hướng trục z. Một chùm sáng có tần số ¿ là chùm tới vuông góc 
(từ z = +oc) lên gương, như được chỉ trên hình 3.9. 

(a) Xác định tẳn sô của ánh sáng bị phản xạ biểu thị „¿, c và u? 

(b) Xác định năng lượng của mỗi photon bị phản xạ. 

(c)*Thông lượng năng lượng trung bình của chùm tới là P; (oat/m?). Xác 
định thông lượng năng lượng trung bình của chùm phản xạ. 

(MIT) 


658. Bài tập & lời giai Cd học 





Hinh 3.9 


Lời giải: 
(a) Gọi Ð, *' tương ứng là các hệ quy chiêu của nguồn sáng và người quan 
sát, và của gương. Phép biền đổi đối với tằn số góc được cho bởi 


uJ” = + — äck„), w — Y(@' † đck„). 





. ' Ñ`»„ # +. £ ‹ , + 
trong đỏ Ø = ¬ạ 9 tam /r08;-0 Đồi với ảnh sang tỚiI, ð = úy, ky = _ , gƯƠNg 
V t~Í : 


nhần 
 = (0y + đứy) = X(1 + Ø)a¡ . 
Trong sự phản xạ, „ = ~/. Người quan sát trong hệ 3) sẽ nhận 
Uy “= xa L äck, ) 


với kˆ = uc, hoặc 


up = X(1+ đ)ư} = + (1 + ở), 


-Í 1) =() 
L— TP C©— & 


Đỏ là tân số góc của ánh sáng phản xa. 
(b) Năng lượng của mỗi photon phản xạ là 





(e) Nêu n là số photon trên một đơn vị thể tích của chùm sáng thông lượng 
năng lượng trung bình của nó là :chv. Thông lượng năng lượng trung bình 
của chùm phản xạ do đó là 


EU. = Huy = ) Ttchư¡ — Ệ nà s) PP. 
C—U C—U 
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Như được chứng kiên bởi một người quan sát quán tính Ó, các photon có 
tân số z là photon tới một gương phẳng, lệch một góc 0, so với pháp tuyên. 
Các photon này bị phản xa trở lại với góc 8„ so với pháp tuyến và với tần số + 
(hình 3.10). Hãy xác định ø„ và ¿ theo Ø, và trong trường hợp gương chuyển 
động theo phương r với vận tốc +: so với Ø, Kết quả sẽ như thê nào Tiếu gương 
chuyển động với vận tốc z theo phương y? 

(Princeron } 





Hình 3.10 Hình 3.11 


Lời giải: 
Gọi », Z' tương ứng là các hệ quy chiêu đứng yên của người quan sát và 
gương (xem hình 3.10 và 3.11) và dùng các hệ thức biên đổi 


ck„ = +(cky - đư)), ckụ =*T(G + 8) , 
ck\, = cụ, Ø.:= CN: , 
w = +(w — đcky). w = Y(w + Öck;}. 





⁄ tu 2 r' , Â;, t.. 2 Lộ #e 
VỚi k, = + = “1, K„ — “r — #H“, ta có đôi với ánh sáng tới 





—k; cos Ở; = + (= cosa Ø8, — ¬) = —Yk;(cosfy + Ø). 
ư, = Y(œx + Öck; cos Ủ,) = +u/(1 + đcosØ,} , 
hay 
kị cos Ö; = +k¿(cos 8; + đ), k; — +k¡(1 + đcosØ,). 
Trong sự phản xạ, « = //, 8, — Ø;, do đó đổi với ánh sáng phản xạ chúng ta 
có 
y = (+ + ØckƑ cos ÚƑ) = +(01, + đa; cos 8 ) , 
k„ cosØ„ = +k(cosØ, + Ø) — +kj(cosÚ; + đ), 
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hoặc 
k; = +k¿(1 + Øcos 6;) 
= +*k;(1 + Øcos 8;,) + ~°Øk, (cos 0; + Ø) 
= +3 k;(L+ 28cos 8; + Ø°) , 
k„ cos 0, = + k; l1 + 83) cos 6Ø, + 2Ì , 
nghĩa là 


,_ (1+ 2Øcosổ; + Ø”) 
⁄=————z—, 
1—đˆ 


(1+ 82) cosØ, + 2đ 
COSØ; = ———————— 
1+ 28cosØ; + 8ˆ 
Nêu gương chuyển động theo phương 1, SỰ chuyển động sẽ không ảnh 
hưởng tới quá trình phản xạ và chúng ta vẫn có 
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Trong một phiên bản đã được đơn giản hoá về kết cục của một trong 
những tiểu thuyết của Fred Hoyle, nhân vật du hành với thừa số Lorentz cao 
theo phương vuông góc với mặt phẳng thiên hà của chúng ta (hình 3.12), đã 
nói rằng anh ta có vẻ như ở bên trong và hướng về phía miệng của một “bát 
cá vàng” với một mép màu xanh và một thân màu đỏ (hình 3.13). Feynman 
đã đánh cuộc 25 cent rằng ánh sáng từ thiên hà sẽ không trông giống như vậy. 
Chúng ta sẽ kiểm tra xem ai đúng. Lây tốc độ tương đối là Ø = 0,99 và góc 
trong hệ quy chiều của thiên hà là 45° (hình 3.12). 

(a) Xác định biểu thức cho quang sai tương đối và dùng nó để tính (hình 
3.13) phương từ đó ánh sáng từ rìa của thiên hà có vẻ truyền tới khi được 
nhìn trên tàu vũ trụ. 


_ Œ) Xác định hiệu ứng Eoltb tương đối tính và dùng nó để tính tỉ số tàn 
SỐ 1 /u cho ánh sáng từ ra thiên hà. 


(c) Tính œ' và '/⁄ ở góc ¿ đủ để xem ai đã thắng trong vụ cá cược. 
(UC, Berkeley } 
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⁄ 





Hệ 
quy chiếu 
của thiên hà 
~> HỆ 
Hình 3.12 Hình 3.13 


Lỡi giải: 

a) Giả sử 5”, 3; tương ứng là các hệ quy chiều quán tính gắn đối với tàu vũ 
trụ và thiên hà, với Ð“ chuyển động với tốc độ ¿ dọc theo hướng trục r, trong 
đỏ trục z vuông góc với mặt phẳng thiên hà (hinh 3.12). Các vận tốc của một 
điểm, u và u', trong hệ * và 3“ được liên hệ với nhau bởi phép biên đổi vận 
tốc. 


l6 se Ù= _U u, ke. 
H u qHP ' 2n Tu lâu coi nan] 
lo Là Ù Tá sổ, TÁT = THỊ 


` ba 


La l g2 ` ã Ư , # Lệ 1 + ` ˆ - A2 k¿ ` 
trong đó + — NET” với 3 — Š. Xét ánh sảng tới từ một điểm ở ria của vòng 


tròn ngân hả như được chỉ ra trong hình vẽ, đôi với nó 


t¿ —'€CGS%V tụ — CSÌN v2, ừ;, ~ÐÖ.. 
Khi đó 
ñ ẨƑ  _£COS — 
M„ạ =CCOS‡2 — —— . 
š L - đco§w 
hoặc 
, COS 2 — Ở q.707 — 0.99 


COS+2 = —— —=.———- --—— 
Pˆ 1—/jcosy> 1—U.99x0,707 


= ~, 943 , 
Lây „” = 160.6°. Dây là góc mà hướng của ánh sáng tạo với hướng chuyển 
động của tàu vu trụ khi được nhin bởi nhà du hành. Góc này là góc bù của góc 
¿ đã được chỉ ra trong hình 3.13. 
(b) Phép biên đổi đỗi với tần số ĐÖC 
 — + — đcky}) 
= ^+3(uT— đcÈ cos ) 


—= *#uJ(] — đcos #} , 
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cho ta 
1I—0,99x0,707 _- 


bổ 
— = — =y>(]l- 8Ccosự) = 
Ty SN a»¿¿ T— 0.983 


5 ˆ 2 *Ẳ , , ` ` _~ * ` À , 
(c) Kết quả trên chỉ ra răng ánh sáng từ rìa đã bị dịch chuyển vẻ phía xanh. 
l4 + "„Ô» HxX L4 ` ˆ ` 
Đôi với ảnh sảng từ tâm, ¿ = Ô và 


213, 


/, 


- =(—8) =0,071, 


cho thấy rằng nó bị dịch chuyển về phía đỏ. Hướng tới hạn giữa địch chuyển 
xanh và dịch chuyển đỏ được đưa ra bỏi công ⁄ = ø, hoặc 


COS @ = ` ẲG _) = 0,868, 
8 3 


tức là  = 29, 8°. 
Khi tàu vũ trụ rời tâm của thiền hà, lúc đầu ¿ = 90° và 


Ẻ 


—=+=7,0, 
Ụ 


vì vậy tât cả ánh sáng từ thiên hà xuất hiện như bị dịch chuyển xanh. Khi nó 
rời xa dẳn từ thiên hà, ánh sáng từ tâm bắt đầu chuyển thành dịch chuyển đỏ. 
Khi tàu víi trụ đi xa hơn, ảnh sáng từ vùng tâm càng lón hơn sẽ có vẻ như địch 
chuyển đỏ. Chỉ ánh sáng từ rìa là dịch chuyển xanh. Rốt cục ở một khoảng 
cách lón ¿ = 0 và : = 0,071, tất cả ánh sáng thiên hà là dịch chuyển đỏ. Bởi 
vậy tuyên bố của nhân vật trong tiểu thuyết Fred Hoyle là đúng và Feynman 
thua cuộc. 
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Khi được quan sát trong một hệ quy chiêu quán tính Ö, hai tàu vũ trụ bay 
ngược hướng dọc theo một đường thẳng, các quỹ đạo song song cách nhau 
một khoảng cách đ (hình 3.14). Tốc độ của mỗi tàu là c/2, trong đó c là tốc 
độ ánh sảng. 

(a) Ở thời điểm (khi nhìn từ 9) khi các con tàu ở các điểm có khoảng cách 
gần nhất (được chỉ ra bằng đường đứt nét trong hình), tàu (1) phóng ra gói 
nhỏ có vận tốc 3e/4 (cũng được quan sát từ 3). Theo quan điểm của người 
quan sát trên tàu (1), góc phóng gói nhỏ bằng bao nhiêu để có thể nhận được 
trên tàu (2)? Giả sử người quan sát trên tàu (1) có một hệ tọa độ mà trục của 
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Hình 3.14 


nó song song với trục của $ và như trên hình vẽ hướng của chuyển động song 
SONng với trục tụ, 
(b) Tốc độ của gỏi nhỏ mà người ngôi trong con tàu (1) quan sát được là 
bao nhiêu? 
(CUSPEA ) 


Lời giải: 
(a) Hãy xét các sự kiện xảy ra trong hệ quy chiêu .8. Gói nhỏ phải có uy — š 


để sau khi chuyển động một khoảng cách Az — ở nó sẽ có cùng tọa độ như 
với con tàu (2). Do đó, trong hệ 8, gói nhỏ phải có các thành phân vận tóc 


g=É W2 sẽ=vÍ(8) —(°\ - VÉ 
tạ mm Và2-9i=(({) Ð(2) “la 


Gọi S' là hệ quy chiều quản tính gắn với tàu (1) có các trục tọa độ z', ', z' 
của nó song song với các trục z,1/,z tương ứng của 5. Vì tương ứng S” có vận 
tỐcC øy = — 5, theo phương ¿ đôi với hệ quy chiều .9, phép biên đổi đôi với vận 
tộc được cho bởi 








sử ¬ tụ = ÙỊ . ¬ ur 
.: ĐH _— U;Uy ! j„g.~.... — MỊMVL\ ` 
l c? bị Ệ Ec. ) 


trong đó 
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Do đó 


| 
lại 


/ 


1„ — —————~ = 
p7 1+1:3)— 16 


Như vậy tàu (1) phải phóng gói nhỏ theo góc œ so với hướng của tàu (2) được 
xác định bởi 


hay 
œ = 64.2”. 


Ầ ˆ^ˆ 3 #, p tả + # ` "J_» `.s* Ự ˆ ` 
(b) Tòc độ của gói nhỏ khi nó được nhìn bởi người quan sát trên con tâu 


(1) là 
16 15 79 
s- r2 l2 -- —— ——_ =ẽ —— :—= 0,8&9 ° 
+ u¿ + tự 2p + :00 f V10of C 
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Hai hạt có cùng khôi lượng zn được phát ra theo cùng một hướng, với các 
xung lượng tương ứng là 5rnc và 10r»c. Khi nhìn từ hạt có xung lượng nhỏ 
hơn, chậm hơn thì vận tộc của hạt có xung lượng lớn hơn nhanh hơn là bao 
nhiêu, và ngược lại (c = tốc độ ánh sáng). 

(Wiseonsim ) 
Lời giải: 
Trong hệ quy chiêu phòng thí nghiệm #{ạ, hạt chậm hơn có xung lượng 


1n^10 = rny\địc = 5mc 


SUy ra 
Xiổì =VTi1=ð, 
hoặc 
+¡ = 26 
Do vậy 
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Tương tự cho hạt nhanh hơn, vận tốc là 


100 
2 = —— (€ 
F 101 

Giả sử K\, K; là các hệ quy chiều tĩnh tương ứng của các hạt chậm hơn và 
nhanh hơn. Phép biên đối vận tốc giữa hệ Kụ và KÝ, chuyển dộng với #o VỚI 
vận tốc ø theo phương z là 





, —— hạ —U 
Hy — 1iựU 
¬ D7) 
C 


Khí IKNiB52-1TE.C XI (tru SE (ngu Sẽ r 
traÙy — c=0,ö95c. 





Trong hệ K;¿, vận tốc của hạt chậm hơn là 


U1 — kể JE 
/ ———— 
1ì r ] UìẠU2 .=. —Ô, 595c. 





c2 
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Người quan sát 1 nhìn một hạt đang chuyển động với vận tốc ø trên một 
quỹ đạo là một đường thẳng lệch một góc w dối với trục z. Người quan sắt 2 
chuyển động với vận tốc u so với người quan sát 1 dọc theo phương z. Xác 
định công thức tính vận tốc và hướng chuyển động của hạt khí được nhìn từ 
người quan sát 2. Kiểm tra kết quả trong giới hạn ø — c. 

(UG, Berkeley ) 
Lời giải: 


Giả sử K, K7 tương ứng là các hệ quy chiêu nghỉ của người quan sát 1 và 
ngươi quan sát 2 có các trục song song sao cho trục + năm trong mặt phẳng 
của ø và œ như ỏ trên hình 3.15. Phép biến đổi vận tốc cho 
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' £ 
V 
bé z 
Hinh 3.15 
: Uy — tú U COS @ — tự 
k. 1U; uU CS ›' 
1——2 2 
C C 
nh u? 
sin — 
ˆ. ... nh. sa. 
ký. .Aeg ¡— MU\  Ị_ 06880 ' VỤ = ¡_ “9z hàn 
tụng) Tr. ủng 
Lê. 1 Ƒ 
VỚI y — ——= . Do đỏ 
7= 
ứ = Vu + u2 
2 9 u2u2 sin? w 
ĐÝ + uUˆ — 2u COS @ — ————z——— 
c, C 
- ¡_ UU€0§8 
c5 
: uP 
;„ — Sin/\lÌ—-s 
;_— Ủy c2 
HN MT” pnewsøc=u 
z w 


Như vậy người quan sát thứ hai nhìn thây một hạt chuyển động với vận tốc 1 
trên một quy đạo là đường thăng lệch góc ự so với trục 2”. 
Trong giới hạn  — e, 





€2 + u2 — 2cu cos@ T— w2sin°@  e— wcosw 
)ạ_ €0§W _—¡_ #€§/ = Nhàệ 
e € 





Điều đó nói nên rằng c trong bắt kì hướng nào đều được biến đổi thành c, phù 
hợp với các giả thuyết cơ bản của thuyết tương đôi hẹp là c như nhau theo 
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mọi hướng và trong mọi hệ quy chiêu quán tính. Điều đó chứng tỏ kết quả của 
chủng ta là đúng. 
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(a) Một photon có năng lượng £; bị tán xạ bởi một electron có khỏi lượng 
,„ ban đâu ở trạng thái nghỉ như ở hình 3.16. Photon có năng lượng cuỗi 
I;. Sử dụng thuyết tương đôi hẹp, xác định công thức liên hệ E r và E: vủi 6, 
trong đó Ø là góc giữa photon tới và photon bị tắn xạ. 

(b) Trong các buồng bọt (bubble chambers), người ta thường quan sát sự 
sinh một cặp electron-positon từ một photon. Hãy chỉ ra rằng một quá trình 
như thê là không thể xảy ra.trừ khi có một vật khác liên quan, ví dụ như 
một hạt nhân. Giả thiết rằng hạt nhân có khỗi lượng A/ và electron có khôi 
lượng rr„. Năng lượng nhỏ nhật mà photon phải có để tạo ra một cặp electron- 
positon là bao nhiêu? 

(Princeton ) 


Fe.É£e 


Hinh 3.16 

Lời giải: 

(a) Sự tản xạ được biết như hiệu ứng Compton. Theo định luật bảo toàn 
năng lượng, ta có 

Eụ + mạc”? = Er+ Bò. 
ỏ đây #?. là năng lượng của electron sau khi tán xạ. Theo định luật bảo toàn 
xung lượng, ta có 
H.= ty ‡ P, : 

trong đó Ð; và Pr tương ứng là xung lượng của photon trước và sau khi tán 
xạ, P, là xung lượng của electron sau khi tản xạ. Chúng ta cũng có tử dạng 
rút gọn của vectd xung lượng bỗn chiều của electron 


XP ve go 2ê 32~2 
bộ = THếE" + FE€" ‹ 


43-8Tải G CƠ HỌC 
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hoặc 
(mạc? + Bị ~ Er)? = mậc! + (P;¡ — Pự)2c2. 


Đôi với photon, ; = ,c, E / = Pc, và biểu thức trên trở thành 
2m¿c?(E, T— Ep) + (Bị — Ey)” = Bị + E7 — 2E,E[ cos 9, 


hoặc 
1 lÌ 
kg, — E) 1n¿cˆ = L— cosÔô. 


(b) Giả sử phản ứng y — e~ + e† là có thể xảy ra. Khi đó năng lượng và 
_ xung lượng của hệ phải được bảo toàn trong tất cả các hệ quy chiều quán tính. 
Hãy xét một hệ quy chiêu gắn với tâm khôi lượng của cặp được tạo ra. Trong 
hệ quy chiếu này, electron và positon sẽ chuyển động trên một đường thẳng 
qua gốc tọa độ rời xa khỏi nhau với cùng với tốc độ ø và xung lượng toàn 
phân bằng 0. Bảo toàn xung lượng đòi hỏi xung lượng của photon ban đầu 
cũng bằng 0. Tuy nhiên mỗi hạt có năng lượng rn„+c2, trong đó + = RE: và 
th =- 

hệ có năng lượng toàn phân 2zw„+c2. Đây cũng phải là năng lượng của photon 
ban dầu, do bảo toàn năng lượng. Điều đó kéo theo photon ban đầu phải có 
một xung lượng 2m„+c, mâu thuẫn với kết quả thu được từ bảo toàn xung 
lượng. Vậy phản ứng không thể xảy ra. 

Năng lượng và xung lượng của cả hai có thể được bảo toàn nêu một hạt 
khác, một hạt nhân khôi lượng A⁄ chẳng hạn, có liên quan. Trong trường hợp 
photon có vừa đủ năng lượng Ƒ để tạo ra một cặp như thẻ và A⁄ là khôi lượng 
nghỉ ban đâu, cặp này sẽ được tạo ra trong trạng thái nghỉ, nghĩa là 


E+ Mcˆ = Mxc) + 2m,eˆ, 





ở đây + = ——— với 9 = 3, w là vân tốc của hat nhân Ì tao cặp. Bảo 
y7 1-4? 8 - : : sau kh : ẬP 
toàn xung lượng cho 


b 


2; 
?=1+{ : 
Mc2 


và phương trình năng lượng trở thành 


Vì + = \⁄^2 - 1, ta có 





(E+ Mc° - 2m„c?)? = E2 + M”c1, 
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SUY ra 


Vì Äƒ > zn¿, năng lượng photon nhỏ nhất được yêu câu là chỉ nhiều hơn một 
chút so với năng lượng nghỉ cúa cặp được tạo ra, 2nac? 
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(a) Một proton trong tỉa vũ trụ va chạm với một proton đứng yên để đưa 
ra một hệ kích thích chuyển động va chạm tương đôi tính cao (+ = 1000). 
Trong hệ này (các meson) được phát ra với vận tốc đc. Nếu trong hệ chuyển 
động, một meson được phát ra dưới góc Ø so với hướng phía trước, thì ở một 
góc Ø nào đó sẽ được quan sát thầy ở phòng thí nghiệm? 

(b) Áp dụng kết quả thu được ở câu (a) trên đỗi với các meson (năng lượng 
nghỉ là 140 Mev) phát ra trong hệ chuyển động với xung lượng 0,5 GeV/c. Giá 
trị Ø là bao nhiêu nêu 0 là 90°? Giá trị lớn nhất của Ø có thể quan sát được 
trong phòng thí nghiệm là bao nhiêu? 

(ÚC, Berkeley ) 


Lời giải: : 

(a) Giả sử ÐĐ.Ð tương ứng là hệ quy chiêu phòng thí nghiệm và một hệ 
quy chiêu gắn với tâm khôi của hệ được kích thích với #“ chuyển động với vận 
tốc đc so với 3` trong phương z. Vận tốc của một meson phát ra trong hệ *” 
với vận tốc ðc đưới góc 0 đôi với trục z“ được biên đổi sang hệ Ð như sau 

- „ + Ớc 8cosØ + 8)c Ỷ s— Øcsin 8 


Hp km _ 7 — 


m7 mã 7a"... . 
u„8 L+đ8cos8 rũ+" ) +(1 + Ø0 cos 0) 








1...1; NY...Lö,Ế 
C 


Do đó hạt meson được phát ra trong hệ > dưới góc Ø đôi với trục z được cho 
bởi 


tuổi c5 Øsin 0 
Siêu ^(8cos8 + Ø8) ` 
trong đó 
xi T0đồ:, 
3= v+—- F.. 


"¬ 8 — LỚN, 


670 Bài tập & lời giai Cơ học 
(b) Nếu Ø = 90°, góc phát xạ ở trong hệ 5 được xác định bởi 


3 ¿ 
tử = —= = Ề 


78 v^22—1 


Xung lượng của các meson phát ra là 





ĐÐ— m+yöc = 0.5 GeV/c , 


lô? = 1 ` K. ” » - # 
VỚI  — Sỉ ấn la khôi lượng nghi của meson. Khi đo 





0.5 
—= — =\ð)»hể 
^3 T4 .D 1 
hoặc 
3571 3.571 
KT G— ———:=Í N1. 
l v1+3,571? 
từ đó 
(xử) =3“ —1. 
Do đó 
ÚU,963 bì SG 
8 + tgạf = ——_—. _ 9 63x 10~' rađd — 5,52 x 10” đê = 3.31. 
VN”. = lu p 
Giá trị lớn nhất của Ø được xác định bỏi 
dtg0 
—— — Ũ : 
dũ 
nghĩa la 
(3 cos Ø + g3) cos0 + đsin°Ø =U, 
hoặc bởi 
: li 
COS Ø = ~5 
Do đó 
: 0. 963 
ỗ:= sĨ tu =— —-Ì~=T# tứ", 
Mường ( nam) “6 
SUY ra 
r ñ€& s§ c 
"...Í.  .=........ 1. l5 
1000 x (0,963 cos 164, 4° + 0. 9999995) 
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Đây rõ ràng là góc lớn nhất quan sát được trong phòng thí nghiệm vì góc nhỏ 
nhất là 0° đôi với Ø = 0° và Ø = 1809. 
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(a) Tính xung lượng của các pion (z) có cùng vận tộc như các proton có 
xung lượng 400 GeV/ec. Đó là xung lượng có thể lớn nhất mà các pion sinh ra 
có khi các proton 400 GeV/c đập vào bia tại Phòng thí nghiệm Fermi. Pion có 
khôi lượng nghỉ là 0,14 GeV/c?. Khối lượng nghỉ của proton là 0,94 GeV/cŠ. 

(b) Các pion đó sau đỏ dịch chuyển theo ông phần rã đài 400 m ở đó một 
số trong chúng bị phân rã thành tia nơtrino, cho một đầu thu nơtrino đặt ở 
xa hơn 1 km như chỉ ra ở hình 3.17. Bao nhiêu phần nøtrino phân rã trong 
400 m? Thời gian sông riêng trung bình của pion là 2,6 x 103 s. 

(c) Chiêu dài của ông phân rã là bao nhiêu khi đo bỏi người quan sát đứng 
ở hệ quy chiều pion đửng yên? 

(d) Pion (x) phân rã thành một muyon (u) và một nơtrino (1). (Nơtrino có 
khôi lượng nghỉ lä 0). Sử dụng quan hệ giữa năng lượng tương đỗi tính toàn 
phân vả xung lượng chỉ ra rằng độ lón đại lượng động lượng của các mảnh võ 
trong hệ quy chiều pion đứng yên, „, được cho bởi 

gạ _ Afˆ—m” 
c 2M 





ở đây A7 là khôi lượng nghỉ của pion và rr là khôi lượng nghỉ của muyon. 

(e) Máy thu nhận nøtrino, tỉnh trung binh, đặt ở xa khoảng 1,2 km từ 
điểm các pion phân rã. Kích thước ngang (bán kính) của máy thu máy thu 
nhận phải lớn cö nào để có cơ hội nhận được tất cả các nơtrino được tạo ra 
trong bán cầu nằm hưởng về phía trước trong hệ quy chiêu pion đứng yên. 

(ÚC, Berkelsy ) 





+00 m “Re 1080 m ——————— 
bìa 
chum se đầu thụ 
T 
hệ điểu tiêu 


Hình 3.17 
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Lời giải: 
(a) Động lượng của hạt có khỏi lượg nghỉ m và vận tốc đc là 
p= mx^xÖe. 
2 ˆ na n 
ö đầy + VI Đôi với cùng vận tộc 7 là một hằng số. Do đó momen động 
lượng của pion là 


Tn„ 0,14 
— | —— - 400 = 
ñ> E= )®= ô ni x 400 = 59,6 GeV/c 


(b) Giả sử }›,5 tương ứng là hệ quy chiêu phòng thí nghiệm và hệ quy 
chiêu nghỉ của pion. Vì 


A 
At=x* at bạ Ho ch) 3Á, 


thời gian sông trong phòng thí nghiệm 7 của pion bằng +7ọ, Ö đây T0 là thời 
gian sông riêng của pion và + là thừa số Lorentz của nó trong Ð. Nêu ø là SỐ 


pion trong tía ta có 
ứđn — dị 


n T ` 


ỉ 
Tì — Ttọ CXD (-;) : 
7T 


xạ là số pion tại  = 0. Đôi với pion có mô men động luợng 59,6 GeV/c, 


hay 


59.6 
ñ'> = 42 
Tiết =0 d1 SP 


va , 
f Ì 400 


`“ —= "cốc. . ằẽ7Tn.ẽ ii): 
T_ *+8Öcra 425,5 x 3 x 108 x 2,6 x 10-8 


Do đó tỷ phần pion bị phần rã trong ông là 


1—e 0125 — 0 1135 = 11,35%. 


vÀ ` z 2 Ẫ ^ ~ ° ” ` À) 
(c) Chiên dài của ông phân rã trong 3“ theo định nghĩa là / = z; — zrị, Ở 
đây z1.z¿; là toạ độ của hai đầu của nó tính tại cùng một thời khắc ?'. Vì 


#ì(S 70178061.) #¿ = +(¿ + 6c}, 


Thuyết tương đôi hẹp 673 


ta có 
3ã; =0) (7. .=ú0Ê]) 
hay 
l—^¬¿ 
nghĩa là 


— 400 400 — 400 
x +1 +8 425, 





sục TÔNM 


(d) Năng lượng của hạt khôi lượng nghỉ m, động lượng p, vận tốc đc, thừa 
số Lorentz + là 
E = m+cˆ =rnc°v/+2Ø2 + 1= Vm2c2+2Ø2 + m2c1 
= (pc? sỀ mm2c3 
vì p = m+Øc. Xét sự phân rã z — + u trong hệ quy chiêu đứng yên của pion. 


Vì động lượng ban đầu bằng 0, các động lượng của ¿ và 1 phải bằng về độ lớn 
và ngược hướng, |p„|Ì = |p„| = g. Bảo toàn năng lượng cho 


MIc? = VWq2c2 + m2c4 + qc , 


có sử dụng sự kiện rằng pion đứng yên trong Ð' và có khôi lượng nghỉ bằng 


không mà đến lượt Hi cho 
s— M1? — m? 
VSÁ ĐC 7 


(e) Một nơtrino được phát ra với vận tộc Ø'c tại góc 6' so với trục z/ trong 
hệ quy chiều đứng yên của pion, ”, được quan sát dịch chuyển theo hướng 
tạo góc Ø với trục z trong hệ quy chiều phòng thí nghiệm », ở đây 6 được cho 
bởi (Bài toán 3022). 

⁄ . 07 S] Ø/ 
tgở = | đsm _ 1" | 
+(W cos0'+Ø)  +xy(cos + Ø) 
vì nơtrìno có khói lượng nghỉ 0, luôn luôn phải chuyển động với vận tốc c. Với 
6 <5 
= 21 


.- 1 1 1 
6U ~ T(cos0 +8) ~ xổ 42557 


Do đó ø < 2,35 x 10~3 rad. Để máy nhận tín hiệu ở xa 1,2 km nhận được tất 
cả nơtrino với 0' < 5, máy phải có kích thước ngang 


R= 1,2 x10” x2,35 x 10"3= 2,82m. 
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Trong mô hình đơn giản hoá về va chạm tương đổi tính giữa hạt nhân với 
hạt nhân, một hạt nhân có khôi lượng nghỉ rn; và vận tốc đị va chạm trực diện 
với một hạt nhân bía có khôi lượng mạ đứng yên. Hệ hạt tạo thành chuyển 
động giật lùi với vận tốc là đọ và năng lượng khối tâm là zọ. Giả thiết quá trình 
trên không sinh ra hạt nào mới. 

(a) Hãy dẫn ra các hệ thức có hiệu chính tương đối tính của đụ và eo. 

(b) Tính đọ và eo (tính ra MeV) trong trường hợp hạt nhân 40Ar có vận tộc 
đ\ = 0.8 va chạm vào hạt nhân ŠU. 

(c) Một proton được phát ra với vận tốc là đ„ = Ò,2 và lệch với hướng 
tiền một góc 6. = 60° trong hệ quy chiêu gắn với hệ Ar + U giật lùi. Xác định 
tộc độ đ; và hướng 6, của vận tốc của proton trong hệ quy chiêu phòng thí 
nghiệm với độ chính xác vài phần trăm, sử dụng các xấp xỉ phi tương dối tính 
nêu chúng được đảm bảo. 

(ÚC, Berkeley ) 
Lời giải: 

Như câu hỏi đã ngụ ý, để thuận tiện thì vận tốc của ánh sáng được lẫy 
bằng 1. 

(a) Đôi với một hệ thì E2 — p2 là bất biến đôi với phép biến đổi Lorentz. 

ˆ .Á ` 7 Tˆ ~ quả. 1 
Trong hệ quy chiêu phòng thí nghiệm 5, đặt +; = Non 
E2 — pỀ = (mi + nạ)? — (mịì*xi 8i) . 


Trong hệ quy chiều khối tâm »”, E2 — p2 = cả. Vì vậy ta có 


£a = (mì*i + mạ)” — (mì*i/a)? 
= m12i(1— 6Ÿ) + 2myma*+i + mộ 
= mĩ + mộ + 2m\7n22t , 


hay 


“ ?) 
"Ã ốc nỔ 
V1- đ$ 
Trong hệ quy chiếu phòng thí nghiệm, hệ mị,rnz có xung lượng toàn phần 
rm*+Øị và năng lượng toàn phần zmị>¡ + mạ. Những đại lượng này là những 
đại lượng bảo toàn nên sau khi va chạm hệ phức hợp sẽ chuyển động với vận 
tốc là 
rmìY1 _. mì Ö) 


T11 + T2 mịỊ + rnax/1 — T1 
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(b) Khôi lượng của các hạt nhân xấp xỉ bằng 
nạ = 40 x 0,94 = 37,6 GeV, 
mạ = 238 x 0,94 = 223,7 GeV . 


ị Ử, ,6x 223,7 
£o = (37,62 + 223,72 + "““=_ 


= 282 GeV = 2 82 x 10 MeV , 


Khi đó 


`. 37,6x08 

_ 37,6+223,7x VI—Ö,ð4 
(c) Các thành phần của vận tốc được biên đổi theo công thức 
— Øz+fỨo —_ 0.2cos60?®+0,175 


Ổn = 0,175. 


— =———————= 02⁄0, 

Ôtz 1+ đe„Øạ 1 +0,2cos 60° x 0,175 

8 đdyv/1— ñộ 0, 2sin 60” 1 — 0, 175ˆ 0,168 
Ì RIPDIEEEDERE-TRS- Quả = : 


I+Ø„Øo  1+0,2cos60° x 0,175 


do đó trong hệ quy chiêu phòng thí nghiệm thì độ lớn và hướng của vận tốc 
của proton lần lượt là 


8; = 0,272 + 0,1682 = 0,318, 


8 
Ø; = arctg t Ah ) = ả1,9°. 


0.27 
Để ý rằng 
Ï lÌ 
“ ^===—.=-_-=ẽ=ÊỮ 
1 + ro I+01x0,175 TEẺnH 
V1I-đ _ v1-0175 


lL+Ø„xØo I+0,/1x0Ö0,175 
cả hai giá trị trên đều sai khác so với 1 không quá 4%, vì vậy áp dụng các xâp 
xỉ phí tương đôi tính chúng ta vẫn thu được những kết quả với độ chính xác 
trên 96% 
Ôlz => Ôcz + Ủn = 0,275 ` 
ly mm cụ = 0, 173 3 


0,173 4 
6) = arCtE (San) = 022 ¿ 
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_————T=y—TTTTTTT=——ễễễễ---ễ—————— 
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Trong các va chạm proton — proton năng lượng cao, một hoặc cả hai proton 
có thể “phân ly nhiễu xạ” thành một hệ một proton và vài pion tích điện. Các 
phản ứng đó là 

(1) D2511 T1), 

(2)øp+p-3 (p tmz) + (p+rn7n). 

Trong đó nø và m là số pion được tạo thành. 


Trong hệ quy chiêu phòng thí nghiệm, một proton tới có năng lượng toàn 
phân # (proton đạn) bắn phá vào một proton khác đứng yên (proton bia). 
Xác định năng lượng của proton tới Zo để làm 

(a) năng lượng cực tiểu để phản ứng (1) xảy ra khi proton bia phân ly 
thành 1 proton và 4 pion. 

(b) năng lượng cực tiểu để phản ứng (1) xảy ra khi proton đạn phân ly 
thành 1 proton và 4 pion. 

(c) năng lượng cực tiểu để phản ứng (2) xảy ra khi cả hai proton phân ly 
thành 1 proton và 4 pion. 


rrr„¬ = 0Ö, 140 GeV, mn„ = 0,938 GeV . 


(Chicago ) 
Lời giải: 

Để thuận tiện ta lây e = 1, khi đó đối với một hệ, đại lượng E2 - ø} là bất 
biến đổi với phép biến đổi Lorentz. Nếu hệ trải qua một phản ứng hạt nhân 
mà phản ứng này bảo toàn năng lượng và xung lượng thì đại lượng trên cũng 
sẽ không thay đổi sau phản ứng. Xét riêng cho một hạt có khối lượng nghỉ mn 
ta có, 


E”—p`=mn?. 


(4a) Năng lượng của phản ứng 
p†+p—>?p+(p+4r) 
đạt cực tiểu khi tất cả các hạt sau phản ứng đều đứng yên trong một hệ quy 
chiêu quán tính mà trường hợp riêng là hệ quy chiêu khối tâm Ð. Khi đó trong 


hệ quy chiều phòng thí nghiệm Ð ta có, 


Eˆ — pˆ = (Eụ + mụ)ˆ — (Eậ — m2) = 2m„Eo + 2m” 


Thuyết tương đỗi hẹp 677 


và trong 3)“ ta có 
E” — pỞ = (2my + Amz)ˆ , 


Vì vậy ta CỎ 
2rmp Po ~= Tin + 1Brmu1n„ © 16m£ : 


từ đó ta tính được năng lượng cực tiểu #ụ của proton đạn để có thể gây ra 
phản ứng là 
me + 8mp?n„ + ÑmƑ 


BC = 2,225 GeV. 


Trn 
(b) Vì cả hai hạt ban dẫu đều là các proton và các hạt ở trạng thái cuỗi đều 
giông với trường hợp trước (câu a) nên năng lượng cực tiểu vẫn giữ nguyên, 
2,225 GeV 
(c) Trong trường hợp phản ứng 


p+p— (p+rảm) + Íp + 1m). 


ta CÓ 
(To + mu) = (E2 « m2) = (2mm, + 8x) 


từ đó ta tính được năng lượng tới cực tiểu của proton đạn trong trường hợp 
này lá 
2 : 2 
m£ + 1Bm„?mn„ + 32m 
Eo =—P———————¬ =8,84ï GeV . 


Trì 
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Xét tán xạ đàn hôi của hai hạt có spin bằng 0 có khối lượng là m và như 
chỉ ra trên hình 3.18. Biên độ tán xạ bất biễn Lorentz (phần tử ma trận S) có 
thể được xem là một hàm của hai biến bắt biến 


s=(Ko+ m)”—-(K+P)? 
và 
 = (K4 — Ka)? — (K' - K? 


với “2 = K'” = 2 và P2 = P?? — m2. Tìm vùng vật lý (nghĩa là được phép) 
trong đa tạp (s, ). Tính đường cong biên /(s) rồi vẽ đỏ thị một cách định tính. 
(Chicago ) 
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k p“ 
k Ð 
khối lượng t khối lượng m 
Hình 3.18 


Lời giải: 
Trong tán xạ đàn hỏi ta có 
k+p>k+p, 
nêu hệ cô lập thì vectơ năng - xung lượng toàn phân bồn chiều được bảo toàn 
K+P=K+T. 
Trong hệ quy chiêu khôi tâm của hệ, xung lượng toàn phần bằng 0 
K“+P=K+P=0. 
Như vậy 
s= (Ka + Ra) - (K+P)Ÿ = (Ko + R)? 

= (VRT+hã + VPE+ mã) 

=(VK?+ 2+ V2 + m2)2, 
vì P2 = K2 trong hệ quy chiêu khối tâm, và 

t = (Kệ ~ Ko)” - (K' - K)” 
_=-(K-K)? 
= -(K2+K?- 2K“-.K) 
= —2KỶ(1 — cosØ), 
trong đó Ø là góc tán xạ của k, vì tán xạ có tính đàn hôi. 
_ Để tìm vùng vật lý trong đa tạp (s,£), xét cos Ø, trong đó Ø biến thiên từ 0 

đên z 

“XI cos 0 = 1, ƒ£ =0: 

b:>n, cos Ø8 = —1, t—-4K?. 


Thuyết tương đỗi hẹp 679 


-_ Vì vậy vùng vật lý được cho bởi 


2 
` ỉ ‡ 
t<0 và xẻ 


các điều kiện biên là ? = 0 và được cho bởi 
tị NỂ 
— Dàn P88 1c0 


- 4mˆu? _ (s — 7n? — u?)? 


hay 


ó 


1 
— |8 — (+ w) |[s — (m — m)Ÿ]. 
Vùng vật lý là phân gạch trên hình 3.19, 


t 


(m-u)J2 
(m-#J2 


Hình 3.19 
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Xét phản ứng quang sinh pion 
1p 3/74 


trong đó năng lượng nghỉ của proton và pion trung hoà lần lượt là 938 MeV 
và 135 MeV 


(a) Nêu proton ban đầu đứng yên trong hệ quy chiêu phòng thí nghiệm, 


tìm ngưỡng năng lượng của tỉa gamma trong hệ quy chiêu này để phản ứng 
trên xảy ra. 
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(b) Bức xạ vật đen vi ba vũ trụ đẳng hướng nhiệt độ 3 có năng lượng 
photon trung bình khoảng 10- 3 eV Xét va chạm trực diện giữa một proton và 
một photon có năng lượng 10 '3 eV Tìm cực tiểu năng lượng của proton để 
phản ứng quang phát sinh pion đó xảy ra. 

(c) Biện luận ngắn gọn về hệ quả của các kết quả đã tìm ra ở câu (b) cho 
trường hợp phổ năng lượng của proton trong tỉa vũ trụ. 

(ÚC, Berkeley ) 
Lời giải: 

(a) Đại lượng £? — P2? bất biên đôi với phép biến đổi Lorentz và đồi với 
một hệ cô lập thi đại lượng này không đối trước và sau phản ứng. Ngưống 
năng lượng của tía + là giá trị năng lượng của tia + thoả mãn điều kiện tất cả 
các hạt sau phản ứng đều đứng yên trong hệ quy chiêu khôi tâm. Như vậy 

ba 


2 
(F+ + mục)?” — (^) c? = (mụ + mạ) °c” . 
C 


trong đó ?#2„ và = lần lượt là năng lượng và xung lượng của photon, từ đó ta 
tính được 


(m2 + 2m„rny) 
2m„cˆ 





cñ 
E„= — = 144,7 MeV 


là ngưỡng năng lượng của tỉa +. 


(b) Một proton va chạm trực diện với một photon có nghĩa là xung lượng 
của hai hạt này ngược chiêu nhau. Khi đó ta có 


.. 
+ : 


, Z ` ^ l4 Lá , - Á ” " ˆ "5 2 
trong đó + ~ gi 8c là vận tôc của proton có năng lượng tôi thiêu đủ để 





kích hoạt phản ứng quang phát sinh pion, từ đó ta tính được 


(mặ + 2mxrnm,)c" 
2L2_.Tfze” 











+(1+Ø)= = 1,447 x 101 


với }„ = 10 9 MeV Vì x +» I, ta có thể cho Ø = 1. Vì diễu đó có nghĩa là 
+ >> 1, ta có thể cho Ø = I. Vì thê ta có y = 7,235 x 1010 và cực tiểu năng 
lượng của proton là Ä 


Ey, = 0.938 x 7,285 x 1012 = 6,787 x 1012 GeV . 


Thuyết tương đỗi hẹp 681 


—————  ----__—ễ — ———ễï—————~—ễ——————— 


(c) Kết quả câu (b) ngụ ý rằng phần /2 > 6,79 x 1019 GeV trong phổ năng 
lượng của proton trong tia vũ trụ sẽ nghèo đi ở một mức độ nào đó do tương 
tác với bức xạ phóng vì ba vũ trụ. 
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Khảo sát tương tác của một chùm 10Ê8 K? meson trên giây có Ø = š = 
với một viên chỉ theo phản ứng 


SỈ” 


K? + viên chỉ ¬ XƑ + viên chì 
VỚI trạng thái nội tại của viên chì giống nhau trước và sau phản ứng. Hướng 
chuyển động của K? ; tới và K£ thoát ra cũng có thể được xem như giông nhau. 
(Quá trình này gọi là sự tái Sinh kết hợp). 


Sử dụng 
m(K) = 5 x 10 eV/cˆ 
rn(K) — m(K,) = 3,5 x 108 eV/cˆ 
tính độ lớn (tính ra đyn hoặc niutơn) và hướng của lực trung bình tác dụng 
lên viên chi trong quá trình trên. 
(UC, Berkeley ) 

Lời giải: 

Kí hiệu rm{( Ki), ru(K,) lần lượt là rn¡,zn„. Năng lượng và xung lượng của 
một #; meson tới lần lượt là 





2 
mnịc : 
Eạ — myc”= ———— = V2mycÈ , 


| 1 
ỳ = mịxổÖc = V2 - ——mnie = mịc . 


v2 
Vì trạng thái nội tại của viên chì sau phản ứng không đổi nên năng lượng của 
chùm meson trước và sau phản ứng cũng phải bằng nhau. Do đó ta có 
hịị — 
Vì 


Pệc.= = E2 — Kế 
= = — 2e? = 2m‡eˆ — [mạ — (mị — mạ)|Ÿc° 


~ mn;cˆ + 2mj(mi — rnạ)c? 
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hay | 


ụ, 


P%c ® Tnịcˆ + (tị — m„)c? = Địc + (mị — Tn„)c? 


đO mmị — my << 7nị. TÌ đó 
(;¿ — Pị) (mạ — mạ)c = 3,5 x 1078 eV/c. 
Biên thiên xung lượng trong thời gian 1 giây của chùm meson do phản ứng 
với viên chì là 
35x1,0x 10" 

Py — P) x 1098 = 3,5eV/ƒ/S = TT ———.——=1,87xI107N. 

Ác )) nộ” 3 x 108 
Đó chính là lực trung binh mà viên chì tác dụng lên chùm meson. VÌ xung 
lượng của chùm meson tăng lên sau tương tác nên lực này cùng chiều với 
chuyển động của chùm meson. Từ đó suy ra lực mà chùm meson tác dụng lên 
viên chì ngược với chiều chuyển động của chùm tia và có độ lớn là 1,87 x 
TÔ: ÑN; 
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Một meson z có xung lượng 5rn„c va chạm đàn hồi với một proton (my = 
7mn„) ban đầu đứng yên (hình 3.20). 





Hình 3.20 


(a) Tìm vận tốc của hệ quy chiêu khối tâm? 
(b) Tìm năng lượng toàn phần trong hệ quy chiều khôi tâm? 
(c) Xác định xung lượng của pion tới trong hệ quy chiều khối tâm. 
(UG, Berkeley ) 
Lời giải: 
(a) Hệ đã cho có động lượng toàn phân là P = p„ = 5m„c và năng lượng 


toàn phân là 


#= Vp‡ + m}ậc? + mục” — V26m„c2 + Trn„cˆ . 


Thuyết tương đỗi hẹp 683 


ˆ LẢ ˆ # + ˆ^ ˆ £ ` ~- ` ˆ "5 ˆ 4 °s ˆ 
Vì vậy nó chuyến động với một vận tốc mã cung là vận tốc của hệ khôi tâm, 
ˆ ,Á ` , >„^ 5) « 
trong hệ quy chiêu phòng thí nghiệm được cho bởi 


Pc? Š€ 
= —— =——_ =,Ảdläc. 
J2 26+7 


(b) E2 -- P2c2 là bất biến đối với phép biến đổi Lorentz, nên năng lượng 
toàn phẳẩn Z” trong hệ quy chiều khối tâm được cho bởi công thức 


E2 — P?c = E2, 


do xung lượng toàn phân trong hệ quy chiêu khối tâm băng 0 theo định nghĩa. 
TỪ đó ta có 


E7 = (V26 + 7)?m2c1 — 25m2 c` = (14V26 + 50)m2c! , 


Ebˆsv 14V26 + 50 mmzc2 = 11,02m„c?. 
(c) Năng lượng toàn phân trong hệ quy chiêu khối tâm là 
E.= v0. t0. (0.1m 
= Vp + mặc" + Vip + 49m2c°, 


vì |ps| = |p„| trong hệ quy chiễu khối tâm và rn„ = 7m„. Từ câu (b) chúng ta 
có Ƒ' = v50 + 14V26 mm„c2. Thay vào biểu thức trên và giải ra gƒ, ta có xung 
lượng của pion tới trong hệ quy chiêu khôi tâm là 


hay 


3ömxc 


—————— - 4, Ì8.mm„c. 
50 -+ 14V⁄26 


` 
ä 
Ì 
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Tại phòng thí nghiệm Fermi, để tạo ra những chùm nơtrino năng lượng 
cao trước tiên người ta tạo ra chùm zx† (hoặc K†+) đơn năng lượng và rồi sau 
đó cho các pion này phân rã theo phản ứng z† — † + u. Cho khôi lượng của 
pion và muyon lần lượt là 140 MeV/c2 và 106 MeV/c?. 
(a) Tìm năng lượng của nöøtrino sinh ra trong quá trình phản rã trong hệ 
quy chiêu đứng yên gắn với r1, 


44-BYA G CƠ HỌC 
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Trong hệ quy chiêu phòng thí nghiệm, năng lượng của nơtrino phụ thuộc 
vào góc phân rã Ø (hình 3.21). Giả sử chùm z†? có năng lượng 200 GeV 
(b) Tìm năng lượng của nơtrino tạo thành hướng tiên (6 = 0). 


(c) Tìm giá trị của góc phân rã Ø mà tại đó năng lượng của nøtrino bằng 
một nửa năng lượng cực đại của nó. 
(Chicagøo ) 


Hình 3.21 
Lời giải: 
(4) Để thuận tiện ta sử dụng hệ đơn vị sao cho c = 1 (m,È,p tật cả đều có 


đơn vị MeV). Xét đại lượng bất biên đổi với phép biên đổi Lorentz và bảo toàn 
E2 — pẺ. Trong hệ quy chiêu phòng thí nghiệm, trước phản ứng phân rã ta có 


Eˆ—p” = EỆ — p¿ = m2 
Trong hệ quy chiêu gắn với pion, sau phản ứng phân rã ta có 
E”~ p? = (E, + Eÿ)” — (pụ +Đý)” 
= (Eý + Ej)” = p2 +2 + pị + 20, \| p2 + mộ 


= 2pÿ + mũ, + 2P,,vjĐỆ + mà, , 


vì p, = —p¿„ và Ej, = 7, (giả sử rằng khối lượng nghỉ của nøtrino bằng 0). 
Cân bằng hai biểu thức trên ta có 


mề — mổ 


b ? bụ | 
E)=P,=———=29,9MeV. 
Tỉ 


(b) Trong hệ quy chiều phòng thí nghiệm (hình 3.21), áp dụng định luật 
bảo toàn xung lượng ta có 


Đ„ — pụ COS Ở + Đụ COS œ, pv sin Ö = p„ sin œ, 


| hay - 
D = Dã +72 — 2prpu Cos Ö, 


Thuyết tương đỗi hẹp 685 
và áp đụng định luật bảo toàn năng lượng ta có 
Eạ„ = Eụ + Eụ. 


Vì p„ = Eụ, p„ = E2 ~ m2, từ hai phương trình cuỗi ta có 


m" <s— 
Pư ” (E„— p„cos0) 
Vì F„~ >> rm„~, nên ta có 
m2 1 /mưÝ 
2. lI—-——^~ l—— "==~ ) 
h F} S(R) 








và Vì vậy ta có 


(m2 — rn2) E„ 
Hàn GHÍU cnIP DU Ếg 
2ƑEZ(1 — cos 8) + m2 cos 8 


Đôi với các nơtrino được được phát ra trong hướng tiễn, Ø = 0 và 


„ = 85 4 GeV . 





(c) Vì 


=. — de ĐC 


E2 ===... 
~ (22 — m2) cos 8 ` 


7„ là cực đại đỗi với các nơtrino phát ra ở 9 = 0. Đối với E„ ở nửa giá trị cực 
đại, nghĩa là 
m2 — ? Tạ c. (m£ ES E2)En 
m2 2 2E2_— (2E}T— m‡2)cos 0 ` 


2(#2 — m2) (E) * g2 


ta có 


RpBVe= n0 EDIe 3y °Ẻ ko 


vì 0 rõ rằng là nhỏ. Do vậy ta tính được góc 0 cân tìm là 


8= —" = 0,0007 rad = 2,4. 
*„ 
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(a) Một hạt có khối lượng n; = 1 g chuyển động với vận tốc bằng 0,9 lần 
vận tốc ánh sáng va chạm trực diện rỗi dính vào một hạt khác đang đứng yên 
có khôi lượng ma = 10 g. Tìm khối lượng nghỉ và vận tốc của hạt phức hợp 
tạo thành? 

(b) Bây giồ giả sử mị đứng yên. Hạt mạ phải chuyển động với vận tốc bằng 
bao nhiêu để hạt phức hợp tạo thành có khối lượng nghỉ đúng bằng kết quả 
đã tìm được ỏ câu (a)? 

(c) Vẫn giả sử rn¡ đứng yên, rn; phải chuyển động với vận tốc bằng bao 
nhiêu để hạt phức hợp tạo thành có vận tốc đúng bằng kết quả đã tìm được ở 
câu (4a)? 

(SUNY, Bufƒfalio ) 
Lời giải: 

(a) Gọi khối lượng và vận tốc của hạt phức hợp tạo thành lắn lượt là zn và 

c. Ap dụng định luật bảo toàn năng lượng và xung lượng, ta có 


m+c” = (mì*i + rn2)cˆ. TryÖc = TnịxiØIc , 


trong đó + = 7m tương tự với +;. Vì thể ta có 





mịYt ÐT7R32 — rn +mav//1— 6đ 1+10//10— 0/92 


Tnˆ —= (m+)" = (ra+8)? = (m2 Sử ma)° me (mì>+4/\)Ÿ 


j= mì = m1 0, 9 = 0,168 , 


= T1 + m2 + 2317m1712 . 


vì (+) = + — ], tương tự với +¡ và đị , hay 


L „ ... 2mima. 20 

2 2 12192 

1T — ,|rn? + m2 + I1 T01 =—= =—=>=Ïi) lở: 
ụ J-Ý7... -V1-0,9? š 


Vậy hạt phức hợp tạo thành có khôi lượng nghỉ 12,1 g và vận tốc 0,168. 


(b) Trong trường hợp này vai trò của rmị và ma được hoán đổi cho nhau vì 
vậy mà 





2rm›1m: 
v1- Ø8. 


biểu thức này giỗng với biểu thức trước với Øị — Øs. Vì zmị, rmạ, rn gìữ nguyên 
không đổi, để khói lượng nghỉ của hạt phức hợp tạo thành bằng với kết quả ở 


7n — mộ + mn{ + 
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câu (a) thì đ; phải bằng giá trị của đị đã cho ở câu (a). Vậy mạ phải chuyển 
động với vận tốc 0, 9e. 


(c) Giỗng như câu (b), ta có 


rn2Øa 


mạ + rn1v/1— 82 


lô Xc= 





hay 
(mộ + m287)8 — 2m280a + (mộ — m{)8) = 0. 
Vì m2 >> rn202, phương trình trên có thể được rút gọn thành 
m0) — 2m88; + (mộ — rn1)Ø” = 0, 
nghĩa là 
[mazØạ — (mạ + rnị)ØÌ|[ma/ — (mạ — rnì)Ø) = 0, - 
từ đó tính được 


8 (I+)2=0,185 2= (t~m2)4= 0,151. 


7yạn2 2 


Vậy mạ phải chuyển động với vận tộc bằng 0, 185c hoặc 0, 151c. 


3032 
Một hạt có khối lượng nghỉ rn và năng lượng toàn phần Eo đang chuyển 
động với vận tốc không đổi V có thể tiên gắn với vận tốc ánh sáng. Sau đó nó 
va chạm với một hạt khác có cùng khôi lượng m, đang đứng yên. Hai hạt này 
được xem như tán xạ đàn hồi ở góc tán xạ tương đối 9 với cùng động năng. 
(a) Tính ớ, theo zm và Ea. 
(b) Tính giá trị số của Ø trong các trường hợp giới hạn sau: 
( năng lượng thấp (V < c), 
(1) năng lượng cao (V ~ c). 
(SUNY, Buffalo ) 
Lời giải: 
(a) Vì các hạt sau khi tán xạ đàn hồi có cùng khối lượng và cùng động 
năng nên các xung lượng của chúng phải tạo với phương chuyển động của hạt 
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ban đầu cùng một góc 5 và có cùng độ lớn. Áp dụng định luật bảo toàn năng 
lượng và bảo toàn xung lượng ta có 


: 8 
mc2 + Eạ = 2E, Do = 2p COS §) ) 


trong đó F,p lần lượt là năng lượng và xung lượng của mỗi hạt sau khi tắn 
xạ. Bình phương hai về của phương trình bảo toàn năng lượng ta có 


m^2c1 + Eộ + 2Egrne2 = 4(p2c? + m°c®) , 


nay 22 2 2 4 
e FÃ — rnˆc 
E + 2Eernc — 3m2c = — = — —7m : 
coø?(Ÿ) - có) 


từ đó tính được 


Eã — m2c1 | En+mcŸ 
(Ea - mc2)(Eo + 3mc2) — Ý Ea + 3mc2 


(b) () W < c, Ep ~ mc2, 


từ đó tính được 


(iñ) W — c, Ea > mcŠ, 


từ đó tính được 0 + 0. - 
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Một vẫn đề hiện được đặc biệt quan tâm nghiên cứu trong vật lý hạt cơ bản 
là những tương tác yêu ở những năng lượng cao. Những tương tác này được 
nghiên cứu thông qua việc khảo sát những tương tác của nơtrino năng lượng 
cao. Người ta có thể tạo ra những chùm nơtrino bằng cách cho các meson 
z và K phân rã trong trạng thái chuyển động. Giả sử ta sử dụng một chùm 
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meson z có xung lượng 200 GeV/c để tạo ra các nơtrino thông qua sự phân 
rã x — ¿ + 1. Cho thời gian sông của mỗi meson z trong hệ quy chiều riêng 
của nó là z„+ = 2,60 x 10” s và năng lượng nghỉ của nỏ là 139,6 MeV Năng 
lượng nghỉ của muyon là 105,7 MeV và nơtrino thì không có khối lượng. 

(a) Tính khoảng cách trung bình mà pion chuyển động được trước khí nó 
phân rã. 

(b) Tính giá trị cực đại của góc tạo bởi phương chuyển động của muyon so 
với phương chuyển động của pion trong hệ quy chiều phòng thí nghiệm. 

(c) Tính giả trị cực đại và cực tiểu xung lượng của nơtrino. 

(UC, Berkeley ) 

Lời giải: 

(a) Đặt rn là khôi lượng nghỉ của pion. Vì zz+>/đc2 = 200 GeV ta có 


200 


= ———— - ]l432, 7 
0, 1396 : 


+8 = + ˆ?— 1 
và có thể lây 
8l, + = 1433. 
Khi tính đến sự giãn của thời gian thì thời gian sông của pion trong hệ quy 
chiêu phòng thí nghiệm là r = y7x„ = 1433 x 2,6 x 10~Ê = 3,726 x 105 s. Vì 
vậy khoảng cách trung bình mà pion chuyển động được trước khi phân rã là 


7c = 3,726 x 1077 x 3 x 108 = 1,12 x 10m = 11,2km. 


(b) Năng lượng toàn phần của hệ trong hệ quy chiêu E/ gắn với pion là 
năng lượng nghỉ của pion rmm„c?. Áp dụng định luật bảo toàn năng lượng cho 
quá trình phân rã z — ¿¿ + 1, 


2 / / 
- mực = bu, + bị, 


trong đó dẫu phẩy dùng để kí hiệu các đại lượng trong hệ quy chiêu »”. Vì xung 
lượng toàn phần bằng 0 trong hệ quy chiêu *”, Pụ„ = —Đ¿ và Fj, = Øục = DụC 
(giả thiết nơtrino không có khôi lượng). Vì vậy ta có 


2 
(mạc? T— E_)? = pc = pc = Bí — mạc”, 


từ đó tính được 
2 2„2 
Eh= (m£ + Trỷ)C 


=. MeV . 
; nh 09,8 Me 
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Chọn trục z' đọc theo phương chuyển động của pion. Xung lượng của muyon 
biến đổi theo các công thức 


E 
Đụ Cos Ú = + (ø,e# + “cẺ) : 


Dụ Sìn ổ = p„ sìn Ø' 


từ đó suy ra 
p„ sin Ø' 


8E.\ ˆ 
+ (m, cos 8 + “ên) 


Điều kiện cần để Ø đạt cực đại là 


tgổ = 








dtg8 
d0' - Kế 
từ đó suy ra 
D20” DụC lẽ “ÍNG đối 
COS — 8P ST ET SH 0,2kg 
u 


hay Ø' = 105, 7°. Thay trở lại biểu thức liên hệ giữa 9 và Ø” ta tính được 
6 =0,0112° =0,678'. 


Chú ý rằng giá trị này của Ø chính là góc phát xạ cực đại trong hệ quy chiều 
phòng thí nghiệm vì góc phát xạ cực tiểu là Ø = 0, tương ứng với Ø' = 0. 
(c) Năng lượng của nơtrino là 
Eÿ = mạc” — E/, = 139,6 — 109,8 = 29,8 MeV 


và ,xung lượng của nó ø,, = 29,8 MeV/c trong hệ quy chiều Ð'. Z/, có thể được 
biến đổi thành hệ quy chiêu Ð bởi 


_ y= +3(E{ + 8pj,ccos 0. 
Vì Eu = pục, E}, = p,c, biểu thức trên có thể được viết lại thành 
Pu = Y(L+ 8cos 8')p, . 


Vì vậy mà những nơtrino được phát xạ hướng vẻ phía trước trong hệ quy chiêu 
gắn với pion, nghĩa là @' = 0, sẽ có xung lượng xét trong hệ quy chiều piiòng 
thí nghiệm đạt giá trị lớn nhất và bằng 


2+ 
C 





(Ppz)max = X(L + 8)p„ = =8,54 x 10! MeV/c, 
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trong khí đó những nøtrino được phát xạ về phía sau trong hệ quy chiều »” sẽ 
cỏ xung lượng xét trong hệ quy chiêu phòng thí nghiệm đạt giá trị nhỏ nhất 
và bằng 


l1 


í 
(Ðz)mìn = (1 — ổ)0y = (x— V3? — 1)p, = Đ> = = 1,04 x 10ˆ MeV/c, 
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Một meson K có năng lượng nghỉ 494 MeV phần rã thành một meson / 
có năng lượng nghỉ 106 MeV và một nơtrino có khôi lượng nghỉ băng 0. Tìm 
động nãng của meson /¿ và của nơtrino trong trường hợp meson X phân ra 
trong trạng thái nghỉ. 

(UC, Berkeley ) 


Lời giải: 


Áp dụng định luật bảo toàn năng lượng ta có 


mịcc? = Eụ + E„ = \V/ Đặc? + màc? + pục = v[pặc? + mộc? + Dục › 


-VÌ Dụ„ = —pÐy, hay p„ = pu, (theo định luật bảo toàn xung lượng). Do đó ta có 


2 2 
5e ụ 
F 2n k `° 


Như vậy 


2 2 
Tr¿ — Thì 
ly =— ĐPụC = Dụ€C —= ) a& 


2m. 
= 235,6 MeV , 
2 2 
n1 + Tn 
tụ = V?ậc? + m2c = ) c? 
= 258,4 MeV. 


Vậy động năng của nơtrino và muyon lân lượt là 235,6 MeV và 258, 4 — 106 = 
152,4 MeV 
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3035 


Trong không gian 4 chiều, tích vô hướng của hai vectơ bốn chiều 
A“=(/,A) và ø"=(U ,8) 


được định nghĩa là 

AB, = A°B°— A-B. 
Xét phản ứng được mô tả trên hình 3.22 trong đó các hạt có khối lượng rm¡ và 
m; là các hạt tham gia phản ứng còn các hạt có khối lượng mnạ và znx là các 
hạt tạo thành. Gọi p' và 4' là xung lượng bốn chiều của các hạt. Các biên số 
sau đây thường được sử dụng để mô tả những phản ứng kiểu này 


óc (m + m)Ÿ, L= (ơn = q2), u— (ăi _ mì}? “ 


(a) Chứng tỏ rằng 


4 
s+i+tu= mộ. 
?=I 


(b) Giả sử phản ứng là quá trình tán xạ đàn hồi và cho 
Ti — TH — Hị TH2 — THẠ — TL. 


Xét trong hệ quy chiêu khói tâm, cho xung lượng 3 chiêu ban đầu và cuối cùng 
của các hạt có khói lượng tương ứng là k và k'. Tính s, £ và ø theo k và k', 
ở dạng càng đơn giản càng tốt. Biện luận vẻ ý nghĩa của s, † và u. 

(c) Giả sử ban đầu hạt có khôi lượng r đứng yên trong hệ quy chiêu phòng 
thí nghiệm. Tính năng lượng ban đầu và năng lượng cuỗi cùng của hạt có khối 
lượng ø, trong hệ quy chiều phòng thí nghiệm cùng với góc tán xạ theo s, ? và 
u. 

(SUNY; Buffalo ) 





Hình 3.22 
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Lời giải: 
Để thuận tiện ta sử dụng hệ đơn vị trong đó vận tốc ánh sáng c = 1. 


(a) 4ˆ được định nghĩa là g“qg¿ với g* = (g°,q), qa = (g°,—q). Đại lượng 
4*q„ là bất biên đỗi với phép biên đổi Lorentz. Tính toán đại lượng này trong 
hệ quy chiêu gắn với hạt ta có 


g2 = (ø°)2 —- qˆ= E?— qˆ= m2. 
Bây giờ 
s++u= (ai + m)Ê + (đi — @)ˆ + (qi — m)” 
= qgị +q3 + pị + p$ + 24t - (đi — đa ÐØì — 7à) 
= mn† + T3 -+ Tn$ + m4 + 2q) -Éđì — q2 + ĐI — Đa). 


Vì xung lượng 4 chiều tuân theo định luật bảo toàn năng xung lượng 


gi 7ì =đqa +} D2, 


Vì Vậy ta có 
Á 
stftu= mị. 
í=] 


(b) Trong hệ quy chiêu khỏi tâm ta có 
dì †+Dì =q¿+Dpa=0. 
Từ đó ta có 
1 =(VHˆ+k?,k), g =(VH?+k?,k), 
dĩ = (Vm2 + k2, —k), pỸ = (Vm2 + k2, —k'), 
và 


ø = (đi +1)” = g + Ðị + 241 - 71 
=0? + k2 — k? + m2 + k2 — k? + 2V(u2 + k2)(m2 + k?) + 2k? 
= H2 +mˆ + 2V((u2 + k2)(m2 + k2) + 2k? , 

t = (qui — đa) = q{ + độ — 24h - đ2 
= 2u? — 2V(u2 + k2)(u2 + k2) + 2k - k, 

 = (đị — Đa)” = đ{ + Độ — 24t ' P2 


=U?+mˆ — 2VW(2 + k2)(m2 + k2) — 2k - k'. 
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Như vậy 
se (vư2 +k2? + Vvm? tRỒ 


là bình phương năng lượng toàn phân của hai hạt trước phản ứng trong hệ 
quy chiêu khối tâm, ¿ là bình phương của lượng chuyển về phía trước và + là 
bình phương của lượng chuyển về phía sau của xung lượng 4 chiều trong quá 
trình va chạm. s,/, (các đại lượng bắt biến đối với phép biến đổi Lorentz) 
được gọi là các biển Mandelstam. 


(c) Trong hệ quy chiều phòng thí nghiệm ta có 


gq = (đ1.Q1); q2 = (q3, q3), DỊ = (m,0) 


và 


di =dỆq\vu =H, - q—=HF, 
qì + DỊ —= qa +12. 


Khi đó ta có 


s = (gi + m)” = đị + pị +24 7ì 
= tˆ +mŠ + 2qm., 

t = (đi — q›)” = qƒ + q3 — 24 - đ› 
= 2w” — 2q†đ§ + 2qn - qa, 

tu = (@ - mì? = (qa — m)” = độ + p{ — 24a - 
= uŠ +n” — 2q9m.. 


Vì vậy trong hệ quy chiều phòng thí nghiệm năng lượng trước phản ứng của 
hạt có khối lượng ø là 
° — u? . m? 


đc ôn TW 


còn năng lượng của hạt này sau phản ứng là 


—u + 2 + rn2 


gạ — 2m 


L 
và góc tán xạ 9 được tính theo công thức 


2 o„„o 
- —m?+ 
= qi:q2 H trúdi¡g; 


( 
. `. ốẽố. n6... 
lqilldal  v1(2?)2— ø2]{()2 - ¿3Ì 
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3036 
Câu hỏi sau là một câu hỏi về lý thuyết hập dẫn của Newrton. 


(a) Tính bán kính và mật độ của một ngôi sao có khối lượng bằng khôi 
lượng mặt trời (Mƒ = 2 x 1039 øg) sao cho ánh sảng không thể thoát khỏi ngôi 
sao này, 

(b) Coï vũ trụ như một khôi cầu khí có mật độ đồng nhất ø(0) và có năng 
tượng toàn phần bằng 0 đang giãn nở chông lại sự tự hâp dẫn của nó. Chứng 
minh rằng nêu bỏ qua áp suất thì khoảng cách giữ các hạt tăng theo ¿32. 

(UC, Berkeley ) 
Lời giải: 

(a) Theo tính tương đương khối lượng với năng lượng, một photon có 
năng lượng E = znc2 có khối lượng tương đương là rn. Thế của một hạt có 
khối lượng r nằm ở bể mặt của một ngôi sao khối lượng M và bản kính ? là 

GMm 


V=—~ R_ ` 





trong đó G là hằng sô hâp dẫn. Do đó diều kiện để một photon thoát khỏi 
ngôi sao là £ + V > 0, hay F > —V. Ngược lại, một photon sẽ bị giam giữ 
trong ngôi sao nêu # < —V, nghĩa là 








q2 {8m 
€ › 
— * 
hay 
GM 6 0# x2 Mc 
CC can SẼ sen = 1,48 x 10 cm = 1,48 km. 


C (3 x 10192 


Khi đó mật độ ø của mặt trời phải thoả mãn điều kiện 


đˆ Y2 3 2 x 1033 
VAT | mi): . la. s2 co 2 
bông „ ) . {1,48 x 105)3 


Šÿ s21”. - lý 3 
Chú ý rằng kết quả này phù hợp với sự dịch chuyển về phía đỏ do hiện tượng 
hập dẫn. Ỏ một Khonhg cách lớn một photon có tần số z phát ra từ một ngôi 
sao sẽ có tần số trong đó 
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Điều kiện để photon thoát khỏi trường hắp dẫn của ngôi sao là ¿ > 0, hay 


GMI 


lì> 
c2 





(b) Trong quả trình giãn nỏ của một khôi khí thoả mãn điều kiện mật độ 
đều, khoảng cách giữa hai hạt cho trước tỉ lệ với kích thước đài của khối khí 
và ta có thể chọn vị trí của bất kì hạt khí nào là tâm của sự giãn nở. Xét hai 
phần tử khí 4, Ø cách nhau một khoảng R. Coi A là tâm của sự giãn nở còn 
/‡3 năm ở bể mặt của khối câu tâm 4. Theo định luật về sự hắp dẫn Newton, 
mỗi đơn vị khôi lượng của ÿ chịu một lực hút -S# hướng về phía 4, trong 
đỏ khôi lượng của khối cầu tâm A là Äƒ = ‡x~/?3;, ø là mật độ của khôi khí. 
Để ý rằng tổng hợp lực hấp dẫn tác dụng lên Ø của phần khôi khí nằm ngoài 
khối cầu tâm A bán kính 7ƒ bằng 0. Bỏ qua áp suất ta có phương trình chuyển 
động của ? là 

jd?R  GM 
dộ R2? 
Ta có 
d?h dhdR \dR? 
d2 dhĩdic 2dR 
và để ý rằng 1ƒ không đổi trong suốt quá trình giãn nở, bằng phép lây tích 
phân ta có 


h2 GM „, 
2 jpO nẾỶ 
hay 
RN ` GM 
=4 -—= 
‹ 5 R T#+VYV, 


7.V là động năng và thể năng tỉnh cho một đơn vị khối lượng của 8. Nêu 
năng lượng toàn phần bằng 0 ta có K = 0. Vì vậy ta có 





Quá trình đang xét là quá trình giãn nỏ nên trong biểu thức trên ta chọn dâu 
+. Thực hiện phép tích phân, với điều kiện #? = tạ tại t = tọ, ta có 


3 
ạ (RÌ — RŠ ) = vBGM( ~ 


Khi í > (tọ,  » Họ thì : 
«x13. 
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Một phi hành gia mang theo một đèn pin, bật đèn sáng rồi bỏ nó lại trong 
không gian (tự quay xung quanh trục của nó). Tìm phân vận tôc tăng thêm 
của “súng photon” nhận được sau hai giờ hết pin? 

(Columbia ) 
Lời giải: 

Giả sử đèn pin được để ở tiêu điểm của một gương phản xạ paraboloit sao 
cho hầu hêt toàn bộ ánh sáng phát ra theo một hướng. Nếu công suất của đèn 
là V oat (W) và thời gian đèn sáng là , thì năng lượng toàn phân của các 
photon được phát ra là  = W¿. Nêu hướng của đèn không đổi thì xung lượng 
của nó sẽ tăng thêm một lượng là 

NI 


Tn19 = =— = —-—, 
e C 


hay vận tộc của nó tăng thêm một lượng 


Nt 


U — : 
TrìC 





m là khôi lượng của đèn pin, kết quả trên là do mỗi photon có năng lượng z 
có xung lượng tương ứng là š. 


Lấy ví đụ, nều W = 1W,rn = 0.3 kg, † = 2 giờ, thì 


Ix2x ä800 
?== ——————-— ~— 107” : 
la Đa 
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Một đèn chớp giả định phát ra một chùm sáng rât chuẩn trực và có khả 
năng chuyển đổi một phần lớn khối lượng nghỉ của nó thành ánh sáng. Giả sử 
ban đầu đèn ở trạng thái nghỉ với khôi lượng mạ, sau đó nó được bật và cho 
chuyển động tự do đọc theo một đường thẳng. Tìm khối lượng nghỉ zn của đèn 
khi nó đạt vận tốc so với hệ quy chiêu gắn với trạng thái đứng yên ban dầu 
của nó. Không giả thiết c > 0. 

(ÚC, Berkctey ) 
Lời giải: 


Gọi E là năng lượng toàn phần của các photon đã được phát ra cho tới khi 
đèn đạt vận tốc ø = đc. Khi đó xung lượng toàn phân của các photon có độ 
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lớn Š và ngược chiều với ø. Gọi rr: là khôi lượng nghỉ của đèn khi nó có vận 
tóc u. Áp dụng định luật bảo toàn năng lượng, ta có 


è Ụ 
n*ée” + — nuc”. 


'2 ` ) 
W W” †+ E = ĐHIE y 


và áp dụng định luật bảo toàn xung lượng, ta có 


E 
rm"*+xÖc - — — Ö, 
C 


VỚI + - Jin Khử E trong các biểu thức trên, ta có 


rrt+x([ + 4) = mụ , 


hay 








f1 — : Fìn 
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Một hạt có điện tích ø, khôi lượng mm chuyển động trên một quỹ đạo tròn 
bán kính ?#? trong mặt phẳng z„ trong một từ trưởng đều B = 3z. 

(a) Tính 7 theo ạ, /#,rn, và tân số góc u¿, 

(b) Vận tốc của hạt không dối vì từ trường 3 không sinh công lên hạt. Tuy 
nhiên. một người quan sát chuyển động với vận tóc đều /% lại không thấy vận 
tốc của hạt là hằng số. Tìm 1 (thành phẩn không của vectơ vận tộc 4 chiều 
của hạt) mà người rư- sói do được. 

(c) Tỉnh ch và rôi “r0. Băng cách nào mà năng lượng của hạt đã thay đổi? 

(Princeton ) 
LỜI giải: 

(a) Phương trình chuyển đông của hạt trong hệ quy chiều phòng thí 

nghiệm là 


Í 
= =guxB. 
Vì p vả tì song song với nhau nền, 
dp  1dp? 


;.E0p.uxB=0. 
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Vì vậy pˆ và do đó độ lớn của p và u là không đổi. Từ đó suy ra 
| l 
PY — 

vị ‡ ¬ 4E) 


"Yu 


cũng là một hằng số. Khi đó, vì p = ?z+„u, ta có thể viết lại phương trình 
chuyền đồng thành 


VỚI œ0 — gB/mau. Vì 
M = (#,ự.0}, c = (0,0,0), 
phương trình trên tương đương với 
+ —=:Đu, UỤ = ~-#u), z=Ũ. 


Vì chuyển động chỉ giới hạn trong mặt phẳng zự nên ta không cần xét đén 
phương trình chuyển động theo trục z. Phói hợp hai phương trình còn lại ta 
có | | 
€ + ¿ưệ = 0 
bằng cách đặt z + ¡y = £. Phương trình nảy có nghiệm tổng quát 
tức NHEHU ng 


trong đó ø. ¿ là những hằng số thực còn £a là một hằng số phức. Nghiệm này 
tương dương với 


+ — #ạ — lÈcos( + w), Ụ — Uo = —Rsin(œt + ø} , 
những biểu thức này cho thây quỹ đạo chuyển động là đường tròn với bán 
kính # được cho bởi 
ủù = V+‡2? +? = Ru, 
„ vận tốc góc quay. Từ đó 
TY — Trụ) 1 


Tu! l 
; #Vi-(@ ! Jì-(%)2” 


(b) Giả sử S,S“ tương ứng là hệ quy chiêu phòng thí nghiệm và hệ quy 
chiêu đứng yên của người quan sát chuyển động. Thành phần thứ không của 
vectơ vần tốc bôn chiều, được định nghĩa như # = (*ue, +uM), biên đổi theo 


B= 





TụC = Y(u€T— ỞWuun) , 
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trong đỏ + = _a==: Như vậy 
ví ¿ 


UQ = TC = Y*v(€T— 8+) 


ý 2c" Íc + Ïsìn(f + #)] 


| 


õ ^*[© + đu SIT(0Y„T + #]| , 


trong đó r là thời gian riêng của hạt. Như vây +¿ không phải là hằng sô trong 
b, LIã 


(c) 
— +123ưu COS(u)+u7 + @} 


0B\)_ 8 — (4B. 
- n(S ) on: tơ). 


Nếu xung lượng 4 chiều được định nghĩa như p* = (mua, p), thì do ;r là một 
hẳng só, 


/ 
đưa 


th: 








dị duc ạt H 3 — (aBr 
Tổ “dự 1— HN ng là 2 
biểu thức này chứng tỏ là năng lượng thay đổi 


dE : 
Cb _ ỦPg 


lâu dr ˆ 


Chú ý rằng trong hệ quy chiêu 5”, trưởng điện từ được xác định bởi 


E1 =>*(E\ì +vxB,) 
=+vx BỊ 


— +& x Bà = —-+83By , 


vì vậy trong hệ quy chiều Š” có cả trường điện và trường này sinh công lên hạt 
làm thay đổi năng lượng của nó. 
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Xét va chạm của các chùm proton. Trong trường hợp thứ nhất hai chùm 
proton có động năng 7 va chạm trực diện với nhau. Trong trường hợp thứ 
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hai một chùm proton đang chuyển động va chạm vào các proton đứng yên. 
Để năng lượng sẵn sảng cho phản ứng trong hai trường hợp băng nhau thì ở 
trường hợp thứ hai chùm proton chuyển động phải có động năng bằng bao 
nhiêu? (Sử dụng các biểu thức tương đối tỉnh). 

(UC, Berkeley ) 
Lời giải: 

Đôi với một hệ thì đại lượng #£°? — p° là bắt biến đổi với phép biến đổi 
LoOrentz. Xét va cham trực diện của hai chùm bruuam cùng có động năng 7, 
và giả sử rằng trong hệ quy chiêu đứng yên § » gắn với một chùm proton thì 
chùm Proton còn lại cỏ năng lượng toàn phần #” và xung lượng zø. Vì trong hệ 


quy chiều phòng thí nghiệm xung lượng toàn phản của hai chùm proton bằng 
0 nên ta có 


‹ 2 “mvẻ ' k. ự 
(2mec“ + 2T)“ = (E' + mc^)] 
— (E' tme^} - (E? — m°c`) 


3 À, 
2F “me“ + Đrn c† ` 


hay 
2J'* + 4Trnc° + tr°cỄ 
mcˆ 


ƑE'= 


trong đó rr: là khôi lượng nghỉ của proton. Từ đỏ năng lượng sẵn có cho các 
phản ứng là 
2TẺ + 4Tmrˆ 


E°” — te = : 
re 
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Một photon có xung lượng p tiên đến va đập một hạt đang đứng yên có 
khỏi lượng rr:, 


(a) Tìm năng lượng tương đôi tỉnh toàn phần của photon và hạt trong hệ 
quy chiêu khôi tâm. 
(b) Tìm độ lớn xung lượng của hạt trong hệ quy chiêu khỗi tâm. 
(c) Nêu xảy ra sự tán xạ ngược đàn hỏi của photon thì xung lượng ở trạng 
thái cuỗi của photon trong hệ quy chiêu phòng thí nghiệm là bao nhiêu? 
(ÚC, Berkeley ) 
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Lời giải: 
(a) Xét đại lượng E? — /?2c* của hệ là đại lượng bât biên dỗi với phép biên 
đổi Lorentz 
(pc + rnc2)2 — pềc2 = E2, 
trong đó £“ là năng lượng toàn phần của hệ trong hệ quy chiêu khôi tâm (là 


hệ quy chiêu mà theo định nghĩa thi trong đó xung lượng toàn phần của hệ 
phải bãng 0). Vì vậy ta có 


E' -~ vw2pmcŠ + m^c1. 


(b) Trong hệ quy chiêu khối tâm xung lượng toản phần P' = 0vảxung 
lượng p của hạt bằng về độ lớn nhưng ngược chiêu so với xung lượng z của 
photon. Xung lượng biên đổi theo công thức ‹ 


P.~0=+(P-“) 


từ đó suy ra 
tìc pC x ] 


NT VI Vg — xeÏŸ' ~ Mã 


trong hệ quy chiêu khôi tâm. Áp dụng phương trình biến đổi của xung lượng 
một lần nữa ta tìm được xung lương của hạt trong hệ quy chiêu khôi tâm là 


pmnc 


p = +(D— 3me) = —+8tme = ————————. 
V/2pme + m°c2 


(c) Gọi xung lượng của photon và của hạt ở trạng thái cuối lần lượt là ; 
và 7+. Áp dụng định luật bảo toàn năng lượng và xung lượng ta có 


pc + mẹ” = pịc + vi pậc? + m2c1 , 
D=-~Pì\ +1. 
Kết hợp hai phương trình trên ta có 
(p— pị)Ê + 2(p ~ mì)mc — (p + mì) , 


hay 
me 


_ 2p †} Trc - 
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Xem xét khả năng tạo thành một trong những hạt mới được phát hiện, đó 
là hạt ¿“ (3,7), khi một photon va chạm với một proton theo phản ứng sau 


T†+P—+rp+ử. 


Trong bài toán này chúng ta có cơ sở để lẫy xắp xỉ khôi lượng của ⁄ là 4A/„, 
với A!, là khôi lượng của proton. Ban đầu proton bia ở trạng thái nghỉ còn 
photon chiêu tới cỏ năng lượng £ trong hệ quy chiều phòng thí nghiệm. 


(a) Tìm giả trị tôi thiểu của năng lượng £ của photon để phản ứng trên cỏ 
thể xảy ra. Có thể tính kết quả theo đơn vị Af„e? (=938 MeV). 

(b) Tim vận tốc, nghĩa là tỉ số ›/e, của hạt “ khi photon có năng lượng 
vừa đủ vượt quả năng lượng ngưỡng Ƒụ. 

(ÚC, Berkeley ) 
Lời giải: 

(a) Tại ngưỡng để phản ứng xảy ra, ở trạng thái cuỏi cùng các hạt p, “đều 
đứng yên trong hệ quy chiều khỏi tâm. Vì #2 — 73¿2 là bất biến đối với phép 
biên đổi Lorentz và đối với hệ cô lập thì nó được bảo toàn và vì một photon có 
năng lượng ¿; thì có xung lượng là °Š, nên ta có 


(Ep + Mạc?)? — EỆ = (Mục? + 4ÁN,C)Ê, 


từ đỏ tình được 
lụ = 12Mụcˆ 
là năng lượng ngưỡng của photon. 
(b) Ö gần ngưỡng năng lượng để phản ứng xảy ra, hạt 1“ tạo thành ở trạng 
thái đứng yên trong hệ quy chiêu khói tâm, vi vậy vận tóc của nó trong hệ quy 
chiều phòng thí nghiệm chính là vận tộc của khối tâm hay vận tộc của hệ 


Dcˆ Fục 12 


E_ PHa+MỦC 13 


3043 
Một phản proton có năng lượng Fọ tương tác với một proton ở trạng thải 
nghỉ để tạo ra hai hạt có cùng khối lượng r„. Trong hệ quy chiêu phòng thi 
nghiệm, người ta phát hiện được một trong hai hạt tạo thành ở góc 90° so 
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với chùm tới. Tìm năng lượng toàn phần (#,) của hạt đó và chứng tỏ rằng nó 
khöng phụ thuộc vào rn;y cũng như vào En. 
(ÚC, Berkeley ) 
Lời giải: 
Ta biết phản proton và proton có cùng khối lượng m. Hình 3.23 mô tả va 


chạm giữa phản proton và proton. Áp dụng định luật bảo toàn xung lượng ta 
Có 


Do — Ðpacos 8, ƒØ‹ =ƒ›2sin 8, 
hay 


Ép. Po 





Hình 3.23 


Áp dụng định luật bảo toàn năng lượng ta có 
Ea + tncˆ°— E4 + V UậC? + mmỆc†, 
Phối hợp hai phương trình cuôi ta có 
(Ea + rc2)Ÿ + F: - 9(Eq + rmc“)E¿ = tộc” + yịc” + mặc" 


hay 
2m#c1 + 2qmncŸ = 32(Ep + mc?) E2, 


Vì Fộ = pộc” t rr°c!, Eƒ — pịc” + mic!, Do đỏ ta có 
F2; = mc?. 


Như vậy #; chỉ phụ thuộc vào khôi lượng của proton mả không phụ thuộc vào 
rm1„ Và Eh. 
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(a) Một hạt có khói lượng ra và điện tích e chuyển động với vận tộc tương 
đôi tính u trên một đường tròn bán kinh ?#‡, quỹ đạo này vuông góc với một từ 
trường tĩnh đồng nhất B như mô tả trên hình 3.24. Tính # theo các thông số 
còn lại (bỏ qua sự bức xạ). 

(b) Quan sát viên Ó@' chuyển động với vận tốc cô định œ dọc theo trục 
thây quỹ đạo có dạng như hình 3.25. Các điểm a, b. c. ở. e ở hai hình tương ứng 
với nhau. 

(¡) Tính khoảng cách „ - uy mả quan sát viên @' đo được. 

(ii) Tìm gia tộc c2 của hạt tại e, là điểm mà hạt ở trạng thái nghỉ một 
cach tức thời. 

(iii) Giải thích nguồn gốc gia tốc của hạt tại c trong hệ quy chiêu gắn với 
(? 

(Princeton ) 





Hinh 3.24 Hình 3.25 
Lời giải: 
(a}) Gọi p là xung lượng của hạt, ta có 
m .ất &.:11:. 
và như vậy 
==—— =crn+v›vxB=0, 

trong đó + = TRE Do đó p, + và cả › đều có độ lớn không đổi. Như đã tính 
toán ở Bài 3039, quy đạo của hạt là đường tròn bản kính # cho bởi công thức 


U = Ru, vỚi 
cB 


TY - 
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(b) Gọi E, E7 lần lượt là hệ quy chiêu phòng thí nghiệm và hệ quy chiều 
gắn với quan sát viên, trong đó 5 chuyển động với vận tốc —u đọc theo trục ;/ 
so với Đ“. Sử dụng phép biến đổi Lorentz ta có 


Ự = +(w — 8ct) = Y(u + 0Ù), 


! 
_Á 1 +® =1, 


U 
cự =x(a— 8) =x(a + 58), 


VỚI Øđ = —* 
(7 Ta có 
TT 
1a — 1b —2J tạ Tụ =— —, 
Vạ — 1ụ = Y(Wa — 1e) + Yv(ta — tạ) 
=. (—>R + —] 
ằ} 
_ (#—2)+u _ (m— 2)mu 
sư ecB ( — 2) 
(ii) Tại điểm c, # =0, #⁄ = —o, 
đ2 =0 yC - š & 
2z ~ 5 (gia tốc hướng tâm) , 
đ2 F 
Ta =Ú (gia tộc tiếp tuyên) . 


Thành phản vận tốc ETI 4 biên đổi theo công thức 


c-/(5)- — 
dU đ/ \dt}  x (i 
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Tương tự ta có 


Tại điêm c ta có 








°0-# 

Tung —*+eu] 

W m 

đụ —_ 4# +0 =¬.ˆ.. 0. 
4 “1iäW ì~g 


/ } R ^ ^ kì 
Vì f; =0, %; = 0 nên vận tộc của hạt u/ = 0. 


(ii) Các phương trình biến đổi đối với trường điện từ có dạng 


Ey,= Ey = 0, BH, = By = 0, 
E} = +(E, — 8eB,) = 0, 
' 2Ã =*(E; + 6cB.) = -+uB, 


B; =+(B, — ŠE,) =0. 
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(Để thu được các phương trình trên ta thay các trục cho z, z cho g, z cho z). 


Khi đó trong hệ quy chiều #' lực Lorentz tác dụng lên hạt tại điểm c là 


4@ðBTMG CƠ HỌC 


Fˆ=c(ÉEÍ+uxB)=eE, 
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hay 
F"= F¿_ =__-+euB, 


và gia tốc của vật là — 15, giông như kết quả tìm được ở câu (ïi). Vì vậy gia 
tốc của hạt tại c là do trường điện trong hệ quy chiều E7 gây ra. 


3045 

Một hạt mang điện (điện tích e và khối lượng nghỉ m) chuyển động trong 
một trường điện từ không đổi theo không gian và thời gian với các thành phần 
của nó là E = (a,0,0) và B = (0,0, b) trong hệ quy chiêu Lorentz $. Giả thiết 
rằng |E| z |B|. Hãy đưa ra các phương trình vì phân cho vectơ vận tốc 4 
chiều của hạt như là một hàm của thời gian riêng. Hãy chỉ ra rằng nghiệm của 
phương trình đó có thể biểu diễn đưới dạng chồng chập của các hàm mũ và 
tìm các số hạng ở phẩn mũ. Tìm điều kiện (của E và B) sao cho tật cả các 
thành phần của vectơ vận tốc 4 chiều đều liên kết đọc theo từng quỹ đạo? 

(Princeton ) 

LỠIi giải: 

Chuyển động của hạt được mô tả bằng phương trình vectơ 4 chiều 


đĐ” — vua 
ds Ba. 


trong đó đs = cđr, 7 là thời gian riêng của hạt, 


pˆ= mnc2u2 — mcˆ lêu, +) 


F2 = (+F,Ju-E), 
1 C 





` ` ˆ Á , 
và uì là vận tộc cúa hạt, 


SI No: 
Lực tác dụng lên hạt là lực Lorentz 


EF=e(E+uxB). 
Với u = (u„, „,uz), Ð = (a,0,0), B = (0,0, b), và u - F = eu - E = eơu;, ta CÓ 
Sinh - MgLc.2 
E® = ex (a + buy, —buz, 0, —) 


= e(dua4 + cbua, —cbu, Ö, du) . 


Thuyết tương đôi hẹp 709 


Từ đó các phương trình chuyển động là 


đu, - © 
P  n — - (600; + 114) y 
dua _— 
(in = eÖut , 
đua 
“thải, 
m214 — Đ011 
drT óc 


Như vậy + là hằng sô và không cần xem xét gì thêm. Để giải các phương 
trinh còn lại ta đặt 


Ú Sử”, ° 6124: 
Khi đó các phương trình trở thành 
ñ"Ji:£?eb be đe 0: 
© 
cbẢi +rnÀAa =0, 
— 4Ä +mÀ4¿=0. 


Điều kiện để hệ phương trình này có nghiệm mà không phải khử bỏ tất cả các 
4 là 


mÀ_ —eb NIc= 

eb ` rmÀA 0 =0, 

— 0 mà 
nghĩa là 

e?a 
7À (ma? + £e?b? — “) =0. 
C 
Các nghiệm của phương trinh là Mộ 
À¡ạ =0Ô, _ 2 — c2b^2, "»=-.- a2 — c?bŸ . 


Trtc TrL 
Như vậy nghiệm tổng quát của phương trình chuyển động là chồng chập của 
các hàm mũ với các sô mũ vừa tìm được. Điều kiện để tắt cả các thành phẩn 
của vectơ vận tóc 4 chiều của hạt đều liên kết dọc theo từng quỹ đạo là các À 
phải bằng 0 hoặc là số ảo, nghĩa là 


0 < cò, hay IE| < c|B|Ị. 
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Một hạt có điện tích e, năng lượng , chuyển động với vận tộc trong một 
từ trường sinh ra bỏi một lưỡng cực từ có cường độ Aƒ nằm ở góc toạ độ và 
hướng dọc theo trục z..Nêu ban đầu hạt nằm trong mặt phẳng zy cách gốc toạ 
độ một khoảng P và chuyển động theo phương xuyên tâm ra phía ngoài, hãy 
tìm giá trị cực đại và cực tiểu của bán kính của hạt (giả sử quỹ đạo của hạt bị 
giới hạn). 

(Chicago ) 
Lỡi giải: 

Hàm Lagrange của một hạt có điện tích e, khôi lượng nghỉ zn chuyển động 

với vận tốc u trong trường điện từ có thê vô hướng ở và thế vectơ A là 
2 


E@c==:eñ04c0sA-: 
} 


trong đỏ +y = ` ==-. Trong bài toán này không có trường điện nên #% = 0. 
TS 





Thế vectơ do lưỡng cực từ có momen M nằm ở gốc toa độ gây ra là 


]r 8n 


_ 4m Tả 





Trong hệ toạ độ cầu như hình 3.26 ta có 


M = (M cos6, —M sin 6,0), 
T —= (r, 0, 0) › 


đo đó ta có 
;c Ho MI sìn0, 


X+ 
Án r2 Ý 


Với u — (#,z6, r¿ sin 0), hàm Lagrange có dạng 





Chú ý rằng u2 = #2 + r292 + r2¿2 sin? 0, L không phụ thuộc tường mính vào 
œ@. Do đó ta có 


L M ` 
Đụ = - = | m^r?¿+ FoŠ— |sin?@=— hằng số . 
8¿ Ảm T 


Thuyết tương đỗi hẹp 711 





Hinh 3.26 


Ban đâu hạt ở vị trí có r = và chuyển động với vận tốc u = 7 trong mặt 
phẳng zụ nghĩa là r = ñ, 9 = 5, ở = 0 tại thời điểm ban dâu, từ đó ta có 
tø cJ là hằng số. Hơn nữa, tác dụng lên vật chỉ có lực từ do lưỡng cực từ nằm 
ỏ gốc toạ độ gây ra. Lưỡng cự từ này gây ra một từ trường có các đường sức từ 
vuông góc với mặt phẳng zy nên lực từ tác dụng lên hạt cũng nằm trong mặt 
phẳng này và do đó hạt chỉ chuyển động trong mặt phẳng zy. Do đó 9 = 0, 
0 = 5 tại mọi thời điểm. Vì vậy ta có 


Tại các bán kính cực đại và cực tiểu, ? = 0 và u = rợi,,. Vì lực từ không 
sinh công do 
u-ux(VxA)=0, 
nên u có độ lớn bằng với vận tốc ban đầu ø, nghĩa là rò = +, và + là một 
hằng số. Đặt 
Họ c1 
lô“ —*".ẻ —— 





_— 4mrn+u ` 
ta CÓ 
+Rr?-ar+R=0. 
Nghiệm của phương trình ứng với dầu + là 


Nghiệm của phương trình ứng với dẫu - là 


ơ 4P 
=as|[-I+(/1+— |, 
r TÍÍ 3 
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trong hai công thức trên ta dùng nghiệm ứng với các đấu + vì r là sô đương. 
So sánh hai nghiệm tìm được ta tìm được giá trị cực đại, cực tiểu của bán kính 


là 
œ 4Rˆ 
"".. PT ) 


œ 4R? 
Pmin = 2D —=l+ S20 -SN : 


| 
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Như chúng ta đã biết các hành tính chuyển động trên những quỹ đạo hình 
elip xung quanh mặt trời và việc dẫn ra phương trinh quỹ đạo là một bài toán 
mẫu trong cơ học cổ điển. Tuy nhiên, chỉ cân tính đến những hiệu ứng của 
thuyết tương đổi hẹp thôi là quỹ đạo sẽ trỏ thành elip tiên động có dạng 


: = ~ũ + ccos|a(Ø — Øo)]} , 


trong đó œ = 1 tương ứng với kết quả cổ điển không có tiên động. 

(a) Dẫn ra phương trình nêu trên và biểu diễn œ và rọ theo các hằng SỐ cƠ 
bản của quỹ đạo (như năng lượng, momen động lượng, v.V.) 

(b) Cho bản kính quỹ đạo trung bình của sao Thuỷ là 58 x 108 km và chu kì 
quỹ đạo của nó là 88 ngày, tính toán mức tiên động của quỹ đạo của sao Thuỷ 
theo giây cung sau 1 thê kỉ. (Tất nhiên là hiệu ứng này không phải là nguyên 
nhân duy nhất gây ra sự tiên động của sao Thuỷ). 

(Chicago ) 
Lời giải: | 

(a) Xét một hành tinh có khôi lượng mn và vận tốc v. Vì nó chuyển động 
trên quỹ đạo elip, nghĩa là trong một mặt phẳng, nên ta sử dụng hệ toa độ cực 
(r,6) với mặt trời là gốc toa độ. Hàm Lagrange của hệ là 


Trvc2 Gm.M 








trong đó + = 


Thuyết tương đỗi hẹp 


Mí là khôi lượng của mặt trời. Vì 


Ø? 


)T s)- sr( 
x/j  c€@ ` ðô \x+/ (2 } ñr 





Các phương trình Lagrange 


cho 


Đất u = Ì 
D T 


hay 


d (0L _ ðE —Ố 
dị Đq¡; Ơ4q; s 


“ (an — mm+yr6? + Xá be =0, 
đị r7 





m+r29 = b, một hằng sô. 


, kết hợp hai phương trình cuối ta có 


ởđ (bdu : r2 
mm trì + bu8 — Gm.MÍu“ = 0, 
dễu s— Gm.À1u2 
d0 TÔ” `” pệ ` 
di  d0` 


Năng lượng toàn phần của hành tinh là 


Như vậy 


Eb= m+xc7 — x Lá Ai : 
r 


GmMu?  ƠmM 
bô —— bềc? 





(E + GmiMu) 


và phương trình (1) được biên đổi thành 


trong đó 


đều 2 _ GmME 
dg2 9 4E “ao 3 


2 
bc 
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c2 ` 
(1) 
(2) 
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Phương trinh (2) có một nghiệm riêng là 
Gm ME 
b2c2a2} ` 


` , ^ˆˆ r7 , > z ` 
và do đó nghiệm tông quát của nó là 


+1 —= 


GmMEF 
+1 = A cosla(0 _— 6ạ)] -+} 1n ` 

trong đó . và đo là các hằng số. Vì vậy phương trình quỹ đạo có dạng 

1 lÌ 

— = —{l +ccos|œ(8 — 6a)]} 

r 7q 
VỚI 
—_ bếc°qw^ — (he) — (GmM)ˆ 
_GmME — GmME ` 





Tụ c=áng:. a= ¬ 


A, 6e là các hằng số và b, E lần lượt là momen động lượng đỗi với mặt trời và 
năng lượng toàn phân của hành tính, 


(b) Giả sử r đạt cực tiểu tại 6 và trở lại giá trị cực tiểu này tại Ø„. Khi đó 
œ(6; — 8) = 2m. Do đó điểm cận nhật tắng một góc 


A8 = — ~2m= 2m (^ —1) 
œ œ 


sau mỗi chu kì quay. Chú ý rằng khi œ = 1 thì không có sự tiên động. Vì độ lớn 
góc tiên động nhỏ so với 2z, nên œ gần với đơn vị và có thể được biểu diễn 





như 
1L /GmM$7 
œ#&l—_— 
2 bc 
và ta có : 
bc | 
sau mỗi chu kì quay. Xét đến vai trò của lực hắp dẫn ta có 
GmnxMí cv, 
¬"_ mm+70 


trong đó 7 là bản kính quỹ đạo trung bình của sao Thuỷ. Vì 


b = m+xf2Ô, 
GmM rô 2m 





bc e `... 
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trong đó r = 88 ngày là chu kì quay của sao Thuỷ nên trong một thế kỉ số 
vòng quay mà sao Thuỷ thực hiện là 


100 x 365 





= 4l4,8 
38 
do đó góc tiễn động sau một thể kỉ là 
58 x 10° Ề 
©O =414,8 x 4m" —————— 
TH ng rên và xxx xax Tỷ 


= 3,326 x 107” rad 
= 6,86 giây cung. 


Kết quả này chỉ bằng ễ kết quả quan sát được. Kết quả tực tế quan sát được 
chỉ có thể được giải thích bằng những tính toán liên quan dễn thuyết tương 
đôi tổng quát. 


3048 


Hãy dẫn ra hàm Hamilton của một hạt chuyển động với xung lượng p = 
— —z trong trường điện từ được mô tả bởi các phương trình sau 
WV v 


(SUNY, Buffalo ) 
Lời giải: 
Hàm Lagrange của một hạt tích điện ø trong hệ đơn vị Gauss là 


2 
Trro© ( 

li =~= uc 061 2 VÃ., 

+ C 


và theo định nghĩa thì Hamilton của nó là 


H=3 tim TL, 
H 


trong đó ¿;¡ là thành phần vận tốc trong hệ toạ độ Descartes cho bởi v = 
(#1, #2. #3) Và ø;¡ là xung lượng chính tắc cho bởi công thức p = DI Vì 


1_i đitzti  Ø (1\_ vải 
“ c? | Ø?; \* 


716 Bài tập & lời giải Cơ học 








và 

v-À= 3 .#ÍA, 

1 
nên ta có 
8L ` nn qÁ; 
= — — Trìi\ Y1; 
h 8š; #¿ 1 

vả 


Ụ. 
: : ThọC 
H= › #¿Ðpc— L = mạy đị + — +gÐ 
Ủ 1 








mạc? km: 


Ý NC r1) tớ 


mụ+€c” -L gẰ®. 


Để biểu diễn H theo p, chúng ta sử dụng hệ thức 





hay 


do đó ta có 


": qA NỈ 
mà+ˆc = mạ K. + 1) c' = Íp — =) c + mặc" 


Vậy hàm Hamilton của hệ là 


AN | 
H= (6®) c2 + mặc? + q® . 


3049 
Tìm vận tốc của hạt biết rằng động năng của nó bằng năng lượng nghỉ, 


(WItsconsin ) 


Thuyết tương đỗi hẹp 717 


Lời giải: 

Dộng năng của một hạt có khói lượng nghỉ r+‹¡ là 
T — E— mạc! = mạc (+— 1), 

. Vì động năng của hạt băng năng lượng nghỉ rz¿c° nên 








trong đỏ + = ——— 
VI 2 

y— 2, Từ đó ta có 

h Ï | " 3 

cóc V +° " V 4` 

hay 
- v4 
h g 


3050 
Một chủm clectron bị tán xạ bởi một bia tắn xạ cô định như trên hình 
3.27. Các electron bị tắn xạ đàn hỏi. Mỗi electron có năng lượng 2 = šmụạc? 
và chùm electron có thông lượng là @) electron/giây. 
(a) Tìm vận tốc của chùm electron tới. 
(b) Tìm độ lớn và phương của lực mà chùm electron tác dụng lên bia tản 
xa? 
(Wisconsirt ) 





Hinh 3.27 
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Lời giải: 
¬ £ RE ` ^ˆ ` ` Lá ^ Ầ 
(a) Vì # = mạ+c? = šmaạcˆ, nên + = š và š = (/1— =„ = ¿. Từ đó vận tôc 
của electron là 0. 8e. 


(b) Vì các electron bị tán xạ đàn hồi nên vận tộc của chúng trước và sau 
tán xạ bằng nhau. Thành phản xung lượng song song với bia tán xạ cần được 
bảo toàn nên chùm electron tới và chùm electron tán xạ phải tạo với bia tán xạ 
những góc bằng nhau. Do đó sau quá trình tán xạ thì thành phân xung lượng 
vuông góc với bia tán xạ chỉ đổi đâu mà không thay đổi độ lớn. Vì vậy ta có 





4 
Ap = 2p„ = 2ma+xucos 45° = 7no€ ‹ 


Lực "' mà chùm electron tác dụng lên bia tán xạ bằng với xung lực mà chùm 
electron tác dụng bia trong một đơn vị thơi gian. Vì có Q electron đập vào bia 
trong một đơn vị thời gian nên lực ?° có cường độ là 


4v⁄2 
P.= 2pnQ = ——Qmạc. 


và có phương thẳng đứng (vuông góc với bia tản xa). 
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Theo nguyên lý tương đương thì khôi lượng hắp dẫn và khối lượng quán 
tính bằng nhau. Hãy lý giải xem liệu một photon có khôi lượng hấp dẫn khác 
0 hay không? Giả sử có một photon rơi thẳng về phía trái đât và khoảng cách 
mà photon này rơi được là 10 m. Tính toán ảnh hưởng của quả trình rơi nói 
trên lên tần số của photon. Có thể dùng kĩ thuật thực nghiệm nào để đo đạc 
được sự thay đổi tần số đó? 

(Wisconsin ) 
Lỡi giải: 

Mặc dù khôi lượng nghỉ của photon bằng 0 nhưng theo nguyên lý tương 
đương thì khối lượng hập dẫn của nó không bằng 0 mà bằng khối lượng quán 
tỉnh 

_ #⁄ hư 
rmn = —. 
Khi photon rơi một đoạn ¡ trong trường hấp dẫn g, thì năng lượng và ca tẳn 
số của nó đều tăng 


Ì 
hư' hư + rngÌ = hu ụ + 5) 


Thuyết tương đôi hẹp 719 


Thay 1 = + Au, ta có 


A _ gỉ 9,8 x 10 —15 
—— # “~—=———eoa= Ì,ÌxÌ0 ` 
Ụ cằ (3x108)2 
Như vậy khi rơi một đoạn 10 m trong trường hấp dẫn của trái đắt thì tân số 
của photon tăng (dịch chuyển về phía xanh) theo hệ số 1 + 1,1 x 1015, Thực 
nghiệm có thể sử dụng hiện ứng Mössbauer để phát hiện sự thay đổi tân số 
nhỏ này. 


3052 

Xét thí nghiệm tán xạ ỏ năng lượng rất cao giữa hai hạt có cùng khối 

lượng nghỉ mnọ, trong đó một hạt ban đầu đứng yên còn hạt kia tiễn tới với 
` hs ` À 

xung lượng ; và năng lượng toàn phần Ö. 

(a) Tim vận tốc khôi tâm của hệ Ø” = =—, 

(b) Trong giới hạn tương đôi tính cực hạn øe 3 mọc”, tìm năng lượng toàn 
phần E* của hệ trong hệ quy chiều khối tâm (là hệ quy chiếu trong đó tổng 

xÀ ` Ầ Mi 
xung lượng 3 chiêu toàn phần bằng 0). 
(WIisconsin ) 

Lời giải: 

(a) Trong hệ quy chiếu phòng thí nghiệm, hệ hai hạt có năng lượng toàn 
phân là E + mạc? và xung lượng tòan phản là p. Vận tốc khôi tâm của hệ (vận 
tốc của hệ khi xét nó như một tổng thể) tính theo đơn vị c khi đó là 


¬ Đc 
Ũ — P+maạc ` 


(b) Đối với một hệ thì các đại lượng E2 — p?c2 là bắt biến đỗi với phép biến 
đổi Lorentz. Trong hệ quy chiêu phòng thí nghiệm đại lượng này bằng 


(E + mạc?)° — p`c2 = 2Emoec? + 2mác" 


vì E2 — pˆc? = mặc". Trong hệ quy chiều khối tâm đại lượng này bằng (2È)?, 
trong đó E là năng lượng toàn phân của mỗi hạt. Vì vậy 


E* =2E = \/2Emoc2 + 2màc1 
⁄ VW2Emoc2 % vV/2pmacŠ 


720 Bài tập & lời giải Cơ học 


trong giới hạn tương đối tỉnh cực hạn với pc >› mmọc2, ta có 


E = (p2c2 + mậc^  pe >> mọc” . 


3053 
Một hạt có khôi lượng nghỉ zr và có vận tốc ban đầu sọ đọc theo trục z. Từ 
`. .A? - , L ` ^ Ấ kà 
thời điểm ¿ = 0 hạt chịu tác dụng cúa lực #' dọc theo trục ÿ. Tìm vận tốc của 
hạt tại thời điểm ‡ bất kì, và chứng tỏ rằng |v| —› e khi ¿ — œ. 





(Wisconsm ) 
Lời giải: 
Phương trình chuyển động của hạt 
d + 
tF= Tữm+v) $ 
trong đó + = — =; trong bài toán này phương trình đó có thể việt đưới dạng 


: 


d —_ đ : 
0= ¬r m+‡), ?= m3) 


với v = (#,), F = (0, #). Vì Ƒ là hằng số với mọi ¿ > 0 và tại thời điểm ban 
đâu # = tạ, ÿ = 0, =0, nên sau khi tích phân các phương trình trên ta có 


Thy —= Tn*oo; my = ††, 


trong đó +o = ¬ Do đó ta có 
Hàn, 


V 








22.2, -2 2.2 2 2.2 
— — F ‡ 5 
8“cˆ =1ˆ+U 22 (m“^+§ñ1ạ + ) 
hay 

L— 8 m2c2 


từ đó tính được 
m”§@uậ + F^2t? 


2 dep 
Ẻ mn2@uạ + mn2c2 + F22 


Thuyết tương đối hẹp 721 


F ' ^ ⁄ 
Vì xổ ;‡ = +4 — 1, nên ta có 


gee[Ec- m2^3quậ + đi .S. 
mác? + F20” 


Các thành phẳn vận tóc là 


. — 00 $+. SEHE 
#= —, UỤ= ——, 
+ Tn 


_— L s— m23ác° + 2t 
+= —m“\ sa: 


P ` ¬ ` , w £ ^ 7 
Khí ƒ —› œ, VI 7ro0o, rxyoc vần la các hãng sô nên ta có 


| HÀNG 
U Ft . =H€ 
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trong đó 





Một electron có năng lượng E > me” và một photon có năng lượng W va 
chạm vào nhau. 

(a) Tìm năng lượng W/“ của photon trong hệ quy chiêu gắn với electron 
(hệ quy chiều e). 

(b) Nêu W! < mmc2, có thể bỏ qua sự giật lùi của electron và năng lượng 
của photon trong hệ quy chiêu e không thay đổi do quá trình tán xạ. Tìm giá 
trị cực tiểu và cực đại năng lượng của photon trong hệ quy chiêu phòng thí 
nghiệm (hệ quy chiêu L) sau khi tắn xạ. 

(Wtsconsm ) 
Lời giải: 

(a) Chọn trục z trùng với phương chuyển động của electron. Gọi 0 và 0” lần 
lượt là góc tạo bởi chùm photon với phương chuyển động của electron (trục 
z) trong hệ quy chiều 7 và hệ quy chiêu e. Vì (pc, E) là một vectơ 4 chiều nên 
năng lượng của photon biến đổi theo công thức 


W'=x~ (w- ˆ -eeasØ) =3(1 - 8cos0)MW, 


trong đó y = zx>z, Ø = Í£ với p = ¿VE2 — rn2c1 là xung lượng của electron 
trong hệ quy chiêu phòng thí nghiệm L. Vì E >> rmc2 ta có 


m2c3 
pe= ĐÍt- En) : 
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Từ đó 





RỂ cos0 W. (1) 


(b) Trong hệ quy chiều e ban đầu electron đứng yên. Nếu bỏ qua sự giật 
lùi của electron thì chùm phonton tới phải bị tán xạ trở lại dọc theo phương 
chùm tới với năng lượng không thay đổi vì năng lượng và xung lượng bảo 
toàn. Năng lượng và xung lượng của photon biến đổi theo công thức 


M' cosØ" = +xW(cos 8 — ), W/sin 6ˆ = W sìn 0, 


hay 
sin Ø 
tgØ”—= ————————— 2 
5 +(cos 8 — 8) ` “ 
và : 
W = *x(1+ ØcosØ0')W” x “si or) - ——cosớ'| W'. (3) 
Truc2 2E 


Từ phương trình (1) ta thây W7 đạt giá trị cực đại khi cos Ø9 = —1 hay Ø = z và 
giá trị cực đại này bằng 


Từ phương trình (2) ta có 0” = zx. Photon bị tán xạ trở lại nên sau va chạm thì 
0' = 0. Thay kết quả này vào phương trình (3) ta tìm được giá trị năng lượng 
tương ứng trong hệ quy chiều L là 


2E... 2E 
WV ng: S5 c5 VY max “ (5) W 


Hoàn toàn tương tự, W7 đạt giả trị cực tiểu khí cos  = 1, hay 9 = 0, và giá 
trị cực tiểu này bằng 
Winin SXIP7T¬n g =0. 
Sau quá trình tán xạ Ø' = z và năng lượng cực tiểu của photon trong hậ quy 
chiêu Z là 
mc? 


2x2 
7nec 
Min = Tp am * [Ðp ) W 
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Trường Đại học nổi tiếng Hoa Kỳ 


Bộ sách gồm 7 cuốn: 


Bài tập và lời giải 


Cơ học 

Cơ học lượng tử 

Quang học 

Nhiệt động lực học và vật lý thống kê 

Điện từ học 

Vật lý nguyên tử, hạt nhân và các hạt cơ bản 
Vật lý chất rắn, thuyết tương đối và các vấn đề liên quan i 
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Bộ sách tuyển chọn 2550 bài tập từ các bài thi kiếm tra 
chất lượng và kiếm tra đầu vào của các trường đại học 
nổi tiếng ở Hoa Kỳ, bao quát toàn diện các vấn đề của 
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